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Uber die Zerlegung der Hauptideale in allgemeinen Ringen. 


Von 
Wolfgang Krull in Erlangen. 


Als Verallgemeinerung des Satzes, daB in der Hauptordnung eines 
endlichen algebraischen Zahlkérpers jedes Ideal eindeutig als Produkt von 
endlich vielen Primidealen darstellbar ist, hat B.L.v. d. Waerden*) das 
folgende Theorem bewiesen: 


Ist der Ring KR ganz abgeschlossen und gilt auBerdem in R der 
Noethersche Teilerkettensatz, so laBt sich in Rt jedes Hauptideal eindeutig 
als Durchschnitt von endlich vielen symbolischen Potenzen héchster Prim- 
ideale darstellen’). 

Weitergehende Resultate liefern neue Methoden von Artin. (Artinsche 
Aquivalenzdefinition, Teilerkettensatz im Sinne der Aquivalenz); indessen sind 
die hierher gehérigen Untersuchungen noch nicht in geschlossener Form 
veréffentlicht*). 


Im folgenden wird mit Hilje der Begriffsbildungen der Bewertungs- 
theorie ein notwendiges und hinreichendes Kriterium dafiir abgeleitet, dap 
im Ringe R jedes Hauptideal im Sinne des v. d. Waerdenschen Satzes zer- 
legbar ist. 


Die Giiltigkeit des Kriteriums kénnte auch mit den Artinschen Hilfs- 
mitteln bewiesen werden. Indessen sind die bewertungstheoretischen Me- 
thoden nicht nur sehr einfach, sondern sie kénnen auch auf Fille angewandt 


1) Zur Produktzerlegung der Ideale in ganz abgeschlossenen Ringen. — Zur Ideal- 
theorie der ganz abgeschlossenen Ringe. Math. Annalen 101 (1923). Die weiter unten 
erwahnten Untersuchungen von Artin sind mir bis jetzt nur durch einen Brief und 
durch miindliche Berichte iiber den Vortrag, den Herr Artin Juni 1930 in Ziirich ge- 
halten hat, bekannt geworden. 

*) Definition der symbolischen Potenzen und héchsten Primideale in § 1. Der 
Satz. ist bei v.d. Waerden etwas anders formuliert. 
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werden, in denen kein Teilerkettensatz im Sinne der Aquivalenz mehr gilt, 
und in denen gleichwohl die Hauptideale eine verhaltnismaBig einfache 
Zerlegung gestatten. Der Hauptwert unseres Kriteriums liegt darin, daB 
es praktisch leicht zu handhaben ist. So kann es, wie im Texte gezeigt 
wird, vorteilhaft zur Untersuchung der ,relativ ganzen“ und der Potenz- 
reihenringe benutzt werden. Die in dem Kriterium steckende _,,Endlich- 
keitsvoraussetzung“ dient zunichst dazu, die Zerlegbarkeit jedes Haupt- 
ideals in endlich viel Primairkomponenten zu sichern; sie kann, wie durch 
ein einfaches und vielleicht an sich interessantes Beispiel klargemacht 
wird, nicht weggelassen werden, wenn man das Auftreten von ginzlich 
pathologischen Hauptidealzerlegungen vermeiden will. 


Wesentlich elementarer als das bisher besprochene allgemeine Zerlegungs- 
problem ist die Frage, wann im Ringe t jedes Hauptideal Produkt von 
Primhauptidealen, d. h. wann in Rt jedes Element Produkt von Primelementen 
ist. Auch hier liefern die bewertungstheoretischen Methoden ein allgemeines 
Kriterium, doch ist dasselbe, wie in § 4 kurz besprochen wird, ziemlich 
trivial und kaum weiter ausbaufahig. Viel befriedigender sind die Ergebnisse 
von § 5, in dem — vdllig unabhangig von den ersten vier Paragraphen — das 
Problem der Zerlegbarkeit in Primelemente mit den von H. Hasse*) ent- 
wickelten elementaren Methoden behandelt wird. Zs wird durch eine ein- 
fache Abdnderung des Hasseschen Ansatzes ein elementares, notwendiges 
und hinreichendes Kriterium fiir die Existenz der Primelemenizerlegung 
gewonnen, und es wird auBerdem an den Beispielen des Ringes der ganz- 
zahligen Polynome und des Ringes der ganzzahligen Potenzreihen einer 
Variablen gezeigt, daB das aufgestellte Kriterium auch praktisch zur Ab- 
kiirzung der bekannten Zerlegbarkeitsbeweise gut brauchbar ist. 


§ 1. 
Der Hauptsatz. 


Von einer ,,Bewertung* B*) des Kérpers & soll gesprochen werden, 
wenn jedem Element « +0 aus & eine eindeutig bestimmte reelle Zahl 
w(a) als ,Wert* zugeordnet ist, und wenn dabei die folgenden Bedingungen 


*) Vgl. H. Hasse, Uber eindeutige Zerlegung in Primelemente oder in Primhaupt- 
ideale in Integritétsbereichen. Journ. f. Math. 159 (1928). 

*) Zu den benutzten Definitionen und Siatzen aus der Bewertungstheorie vgl. 
W. Krull, Idealtheorie in unendlichen algebraischen Zahlkérpern II. Math. Zeitschr. 
$1 (19380), §§ 1—3, sowie § 5, S. 542. — Unsere Bewertungsdefinition umfaBt nur die 
im Ostrowkischen Sinne ,nichtarchimedischen* Bewertungen, also nicht die Bewertung 
durch den gewéhnlichen absoluten Betrag, die aber bei unseren arithmetischen Unter- 
suchungen iiberhaupt nicht in Betracht kommt. 
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erfiillt sind: 
1, w(a-B)=w(a)+w(6)*), 2 w(a+f) > min(w(a), w()), 
3. w(a*)=1 fiir geeignetes «*. 

Die Gesamtheit aller der Elemente aus §, die in der Bewertung B 
nichtnegative Werte besitzen, bildet (zusammen mit der 0) einen Unter- 
ring MW von K, den wir einen Bewertungsring (aus R) nennen wollen. Ein 
Unterring 2% von & ist dann und nur dann Bewertungsring, wenn er & 
als Quotientenkérper besitzt, nur ein einziges Primideal enthalt, und wenn 
in ihm von zwei Idealen stets eines durch das andere teilbar ist. Haben in 
der Bewertung B simtliche Elemente von & rationale bzw. ganzzahlige Werte, 
so wollen wir von einer rationalen bzw. ganzzahligen Bewertung von & 
sprechen und den zugehdérigen Bewertungsring I rational bzw. endlich 
nennen. Ein Unterring Yt von & ist dann und nur dann endlicher Be- 
wertungsring, wenn es in 9 an Idealen nur ein einziges Primideal m = (2) 
und seine Potenzen m* =(z°) gibt. Ist &’ ein Unterkérper von & und M 
ein (rationaler, endlicher) Bewertungsring von §, so ist der Durchschnitt 
M -\ KR’ entweder gleich §&’ oder gleich einem (rationalen, endlichen) Be- 
wertungsring von §’. In § 1 beschaftigen wir uns ausschlieBlich mit ganz- 
zahligen Bewertungen und endlichen Bewertungsringen. 

Es sei jetzt R ein beliebiger Ring, p ein beliebiges Primideal aus i; 
dann besitzt jede Potenz p” von p eine einzige, und zwar zu p gehérige 
isolierte Primarkomponente*). Wir wollen p” als ,,symbolische“ r-te Potenz 
von » bezeichnen. Besitzt p in R keinen echten Teiler (auBer §), so ist 
stets p”’ =p”. In allen iibrigen Fallen mu8 man, wie z. B. fiir den Polynom- 
bereich Beispiele von Macauley zeigen, mit der Méglichkeit rechnen, da8 p“” 
einen echten Teiler von p” darstellt, auch dann, wenn, wie meistens im 
folgenden, p ein héchstes Primideal von ft ist, d. h. in R kein echtes 
Primidealvielfaches besitzt. 

Hauptsatz 1. Dann und nur dann ist im Ringe R mit dem 
Quotientenkérper R jedes Hauptideal eindeutig als Durchschnitt von sym- 
bolischen Potenzen endlich vieler héchster Primideale darstellbar, wenn R 





5) Natiirlich a-8+0, damit w(a-f) definiert. Triviale Zusatzbemerkungen, die 
wegen der Ausnahmestellung der 0 eigentlich nétig waren, lassen wir grundsitzlich 
weg, so betonen wir nicht, da8 ein Bewertungsring selbstverstindlich auch die 0 ent- 
halt und dergleichen mehr. 

®) Unter Ring“ schlechtweg verstehen wir stets einen kommutativen Ring ohne 
Nullteiler mit Einheitselement 1. Das Nullideal schlieBen wir von der Betrachtpng 
aus, auch setzen wir der Kiirze halber oft stillschweigend voraus, da8 ein vorgelegtes 
Ideal, insbesondere ein Primideal, vom Einheitsideal verschieden ist. — p‘” umfaBt 
alle und nur die Elemente, die durch Multiplikation mit geeigneten zu yp primen 
Elementen in Elemente aus p” verwandelt werden kénnen. 
1* 
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aus allen den Elementen besteht, die in einer festen Menge von ganz- 
zahligen Bewertungen B, von & nichtnegative Werte besitzen, und wenn 
dabei jedes Element von Ki nur in endlich vielen B, von 0 verschiedene 
Werte hat. 

Man kann die Bedingung des Hauptsatzes auch folgendermaBen formu- 
lieren: Es muf KR den Durchschnitt einer Menge von endlichen Bewertungs- 
ringen MN, aus K darstellen, und es darf dabei kein Element aus KR in 
unendlich vielen IN, Nichteinheit sein. 

a) Die Bedingung des Hauptsatzes ist notwendig. Existiert namlich 
fiir die Hauptideale von R die gewiinschte Zerlegung, so sei p ein héchstes 
Primideal aus ft, Si, bedeute (hier wie immer im folgenden) den Ring 
aller der Elemente aus &, die sich als Quotienten von Elementen aus 
mit durch p unteilbarem Nenner darstellen lassen. Dann ist jedes Haupt- 
ideal aus Rt, eine symbolische und, da p-‘ft, das einzige Primideal in R,, 
auch eine wirkliche Potenz von p-,. Sk, = WM, muB daher ein endlicher 
Bewertungsring sein, und man schlieBt leicht aus der vorausgesetzten Zer- 
legbarkeit der Hauptideale von R, daB Kt gleich dem Durchschnitt aller M, 
wird, wenn man p die samtlichen héchsten Primideale von R durchlaufen 
1aBt. DaB dabei jedes Element aus i nur in endlich vielen I, Nicht- 
einheit ist, ist trivial. 

b) Die Bedingung des Hauptsatzes ist hinreichend. — Es sei also R 
der Durchschnitt der voneinander verschiedenen endlichen Bewertungs- 
ringe Mt,, m, sei das Primideal aus Mt, p,—m,7-\R bedeute das Ideal 
aller der Elemente aus ®, die in der zu WM, gehdrigen Bewertung B, 
positive Werte haben. Dann ist zunichst p, stets vom Nullideal verschieden, 
denn hitten alle Elemente von in B, den Wert 0, so hiatten auch alle 
Elemente von & in B. den Wert 0, was gegen Definition der Bewertung. — 
Wir beweisen jetzt: 

Ist fiir «+ 0 das Ideal p, Teiler von p,, so ist R bereits gleich dem 
Durchschnitt aller M, (t+), d. h. es kann M, bei der Bildung von KR 
einfach weggelassen werden’). 

Ware die Behauptung falsch, so miiBte in ein « von nichtnegativem 
Werte in jedem B, (t+) und von negativem Werte in B, existieren. 
Ist dann # +0 ein zu p, und damit auch zu p, gehdriges Element, be- 
deutet —v bzw. w den Wert von a bzw. # in B, und bestimmen wir die 
ganzen Zahlen r und s so, daB v-r = w-s wird, so erhalten wir in a’ - f° 
ein Element aus ®, das in B, einen positiven, in B, dagegen den Wert 0 
hat, also ein Element, wie es wegen der Teilbarkeit von p, durch p, nicht 
existiert. — . 


*) Der entscheidende Schlu8 des bewertungstheoretischen Beweises ! 
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Die Behauptung ist daher richtig. Es sei jetzt («) irgendein Hauptideal 
aus fi, B,,, B,,,...,.B,, seien die endlich vielen Bewertungen, in denen « 
positiven Wert hat, q, sei das Ideal aller der Elemente aus i, die in B,, 
mindestens den gleichen Wert besitzen wie «. Dann ist q; ein zu p,, ge- 
hériges Primiarideal, und es ist qg,/\q,/\--./\q, >(@); bedeutet ferner # 
irgendein Element aus q,\q,/\...\q,, 80 mu8 f-a~* in samtlichen B, 
nichtnegative Werte besitzen, also in Ri liegen, d.h. es ist (a) > q,/\qg\---\q, 
und somit («)=4,/\q,/\..-\q,- Ist nun etwa p,, Teiler irgendeines p, 
(o +7,), so kénnen wir W,, bei der Bildung von $i vernachlissigen, und 
wir erhalten (@) =q,/\q,/\.--\q,_,- Daraus folgt sofort: Man kann 
(bei geeigneter Numerierung der 1,;) die Zahl r<s so bestimmen, daB 
(«) =9q,/\q,7\...7\4q, wird, und da8 keines der Primideale p,, (¢ = 1,2,...,r) 
Teiler eines p, (o + 1,) ist. 

Es mu8 dann fiir o +1, in ft stets Elemente geben, die in B, einen 
positiven, in B,, dagegen den Wert 0 haben. Bedeutet nun a irgendein 


_zu M,, gehdriges Element aus &, a =3 eine Quotientendarstellung von a 


durch Elemente aus i, so kénnen wir, da ja f nur in endlich vielen B, 
positive Werte und in B,, jedenfalls keinen gréBeren Wert als a besitzt, 
auf Grund der zuletzt gemachten Bemerkung auf die Existenz eines Elementes y 
aus i schlieBen, das in B,, den Wert 0 hat und fiir das y-a zu Rt gehért. 
Es mu8 daher das beliebige Element a aus M,, in R,, auftreten, d.h. es 
muS W,,— R,, sein. Es gibt also in R,, nur ein einziges Primideal und 
seine Potenzen, und das heiSt nichts anderes, als daB p,, héchstes Prim- 
ideal von ®t ist, und daB die zu p,, gehérigen Primirideale simtlich sym- 
bolische Potenzen von p,, sind. 

Die Darstellung («@) = q, \q,/\...\q,, die sicher eindeutig bestimmt 
ist, weil die p,, (= 1, 2,...,1r) gegenseitig prim sind, besitzt also die im 
Hauptsatz geforderten Eigenschaften. — Mit Riicksicht auf eine spitere 
Anwendung bemerken wir noch: Um auf eine Hauptidealzerlegung der im 
Hauptsatz geforderten Art zu schlieBen, braucht man nicht zu wissen, daB 
die MN, gerade dem Quotientenkérper & von KR angehdren. Sie kénnen 
auch irgendeinem echten Oberkérper 2 von & entnommen sein. Denn man 
kann in diesem Falle die Mt, sofort durch die Durchschnitte It; = M,\K 
ersetzen, und die ti sind, wie oben bemerkt, entweder gleich @ oder endliche 
Bewertungsringe aus §. 

Es soll jetzt untersucht werden, in welcher Form sich der Hauptsatz 
auf den Fall ausdehnen lat, daS wir nicht nur ganzzablige, sondern auch 
rationale und ganz beliebige Bewertungen in Betracht ziehen. 


Ergainzungssatz. a) Ist in Ri jedes Hauptideal als Durchschnitt 
von endlich viel Primdridealen darstellbar, die zu hdchsten Primidealen 
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von KR gehdren, und ist von zwei zum selben héchsten Primideal gehérigen 
Primdridealen in Rt stets eines durch das andere teilbar, so gibt es zu Rt 
eine Durchschnittsdaratellung durch Bewertungsringe IN,, wobei kein Element 
aus Rt in unendlich vielen M, Nichteinheit ist. 

b) Ist R Durchschnitt einer Menge von rationalen Bewertungsringen M, 
und ist kein Element von Ri in unendlich vielen IM, Nichteinheit, so ist 
in R jedes Hauptideal als Durchschnitt von endlich vielen Primdridealen 
darstellbar, die zu héchsten Primidealen von R gehdren, und es ist fiir 
jedes héchste Primideal » von R stets R, gleich einem rationalen Be- 
wertungsring aus dem Quotientenkérper &. 

Was die Behauptung a) angeht, so ergibt sie sich ohne weiteres aus 
den beim Beweise des Hauptsatzes unter a) benutzten Schliissen, falls man 
nur die zu Beginn von § 1 gegebene Charakterisierung der allgemeinen 
Bewertungsringe beachtet. Bei der Behauptung b) fihren die beim Beweise 
des Hauptsatzes unter b) angewandten Uberlegungen zum Ziel. Denn die 
einzige fiir uns in Betracht kommende Stelle, an der wir dort von der 
Ganzzahligkeit der B, Gebrauch gemacht haben, war die, wo wir die Tat- 
sache benutzten, daB zu zwei Werten v und w aus B, stets zwei ganze 
Zahlen r und s so bestimmt werden kénnen, dab v-r —w-s=0. Dieser 
SchluB8 gilt aber offenbar auch fiir rationale Bewertungen. Dagegen versagt 
er im allgemeinsten Fall, und es ist mir bis jetzt auch noch nicht auf 
andere Weise gelungen, mich bei b) von der Beschrankung auf rationale Be- 
wertungen frei zu machen. 


§ 2. 
Anwendungen. 


Satz 1. Es sei R Unterring von S und K ,,relativ S ganz“, d. h. es 
stelle R den Durchschnitt von G mit dem Quotientenkérper R von R 
dar; ist dann jedes Hauptideal von G Durchschnitt von symbolischen 
Potenzen endlich vieler héchster Primideale, so gilt der gleiche Zerlegungs- 
saiz auch fiir die Hauptideale von R. 

Nach dem Hauptsatz ist © Durchschnitt von endlichen Bewertungs- 
ringen YJ. Durchléuft ferner o die Menge aller der Indizes, fiir die 
M, = Ms \R + K ist, so sind alle Wj endliche Bewertungsringe aus & 
und ihr gemeinsamer Durchschnitt ist gleich G6 7\& =. SchlieBlich kann 
kein Element aus ® in unendlich vielen Wt! Nichteinheit sein, weil kein 
Element aus © in unendlich vielen Jt, Nichteinheit ist. Man kann daher 
auf RR den Hauptsatz anwenden. ; 


Satz 2. Bedeutet R*(x) den Ring aller formalen Potenzreihen 
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Cu,...%_ Vi «+. tq" in n Variablen x,,2,,...,2, mit Koeffizienten 
ee th 


aus dem Ringe KR, so gilt fiir die Hawptideale von R*(x) der Zerlegungs- 
satz im Sinne des Hauptsatzes, falls er fiir die Hauptideale von ft gilt. 

Der Beweis braucht nur fiir den Fall einer Variablen x (n = 1) gefiihrt 
zu werden, da dann Induktion méglich ist. Es bedeute p ein héchstes 
Primideal aus fi. Dann ist nach dem Hauptsatze Rt, endlicher Bewertungs- 
ring und es stellt ( den Durchschnitt der simtlichen R, dar. Verstehen 
wir ferner unter §t;(x) den Ring der Potenzreihen in x mit Koeffizienten 
aus §,, so ist R*(x) gleich dem Durchschnitt aller Rj (x). In Ry (x) aber 
1aBt sich jedes Element eindeutig als Produkt von endlich vielen Primelementen 
darstellen*) und daraus folgt sofort, daB jedem Primelement x, aus SR, (zx) 
ein bestimmter Bewertungsring Dt,, aus dem Quotientenkérper von R, (x) 
entspricht, sowie daB §,(2) den Durchschnitt aller M,, fiir beliebiges + 
darstellt. Es ist daher auch "(2) gleich dem Durchschnitt aller M,, fiir 
beliebiges p und beliebiges r, und um den Hauptsatz auf 9*(2) anwenden 
zu kénnen, brauchen wir nur noch zu zeigen, daB die im Hauptsatze ent- 
haltene ,,Endlichkeitsbedingung* bei unserer Durchschnittsdarstellung er- 
fiillt ist. 

Es sei A=(a,+a,2+4,23+...)-2”=B-x" (a,+0) ein be- 
liebiges Element aus 9t"(x), p,, P,,---, p, seien die in dem Hauptideal (a,) 
aus Rt aufgehenden héchsten Primideale von R. Dann ist A in folgenden M,, 
Nichteinheit: Einerseits fiir ¢—1,2,..., im denjenigen endlich vielen 
M,,:,, (*=1,2,...,m,), die den in B aufgehenden Primelementen z,, 
von ;,(2) entsprechen; andererseits (falls r > 0) fiir beliebiges p in dem- 
jenigen M,,+, der zu dem Primelement x aus Ry (x) gehdrt. Die M,,- haben 
aber alle mit §*(xz) ein und denselben endlichen Bewertungsring zum 
Durchschnitt®), die Durchschnittsdarstellung von &*(x) durch die M,, 
geniigt somit wirklich der fiir die Anwendbarkeit des Hauptsatzes not- 
wendigen ,,Endlichkeitsbedingung“. Satz 2 wird erginzt durch 


Satz 3. Hs sei R Unterring des Korpers der komplexen Zahlen, 
©S*(x) sei der Ring aller konvergenten Potenzreihen in x,,%,...,%, mit 
Koeffizienten aus Rt. Gilt dann der Zerlegungssatz im Sinne des Haupt- 
satzes fiir die Hauptideale von R, so gilt er auch fiir die Hauptideale 
von S* (zx). 

Satz 3 folgt aus Satz 1 und Satz 2, denn es ist G*(z) relativ 
R* (x) ganz. 


®) Vgl. den Schlu8 von § 5. 


*) M, «/\R* (xz) besteht aus allen den Reihen von &*(z), die keine negativen 
Potenzen von z enthaiten! 
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§ 3. 
Ein Gegenbeispiel. 


Es soll gezeigt werden, welche Méglichkeiten eintreten kénnen, wenn 
wir bei dem Kriterium des Hauptsatzes auf die in ihm enthaltene End- 
lichkeitsvoraussetzung verzichten. Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit KR 
bzw. R den Ring der Polynome bzw. den Kérper der rationalen Funk- 
tionen in zwei Variabeln z und y mit Koeffizienten aus einem algebraisch 
abgeschlossenen Kérper §,, und suchen eine Durchschnittsdarstellung von 
RR durch endliche Bewertungsringe, bei der die Endlichkeitsvoraussetzung 
nicht erfiillt ist. 

In ® ist ein Primideal entweder Hauptideal und ,,von der Dimension 1“, 
oder es ist ,von der Dimension 0“ und besitzt eine Basis (x — a, y — f). 

Satz 4. Zu jedem Primideal p, der Dimension 0 kénnen wir einen 
endlichen Bewertungsring IN, so bestimmen, daB m, \ K = p, ist, und daB 
R gleich dem Durchschnitt aller M_, wird, falls p, die sdmtlichen Prim- 
ideale der Dimension 0 von K durchlauft. 

Es sei p,=(z—a,,y—,); dann konstruieren wir eine ganzzahlige 
Bewertung B, durch folgende Festsetzung: Man stelle jede rationale 
Funktion r(z, y) aus & als Quotienten von faktorfremden Polynomen dar: 
r(2, y) = MEW) 

n(z,y) 
steigender Dimension in z—e,,y—f,: m(2%,y)=9.,+Pmaat--3 
n(z,y)=y, +¥agit---3 (9, +9, vy, +9). Als Wert von r(z,y) in 
B, definiere man dann die ganze Zahl m—n. — Fiir das Primideal m, 
des Bewertungsringes I, von B, ist sicher m, ~\ KR = p,. 

Es stellt aber auch § den Durchschnitt aller I, dar. Gehédrt nim- 
lich r(z,y) nicht zu ft, so ist in der Darstellurg r(z, y= Tew 
der Nenner n(z,y) keine Konstante, und es gibt, da in fi das Ideal 
a =(m(zx,y), n(x, y)) nur durch endlich viel Primideale teilbar ist, sicher 
ein p,, das zwar n(z,y), aber nicht m(z, y) enthalt. In dem zugehérigen 
M, ist n(x, y) Nichteinheit, m(z, y) Einheit, es gehért also r(z, y) sicher 
nicht zu M.. 

Da in ® jedes Hauptideal durch unendlich viel Primideale der Dimen- 
sion © teilbar ist, geniigt die konstruierte Durchschnittsdarstellung von R 
der Endlichkeitsvoraussetzung des Hauptsatzes nicht. Ist aber (a(z, y)) 
irgendein Hauptideal aus RR, und verstehen wir, falls a(z, y) in M,, Nicht- 
einheit, unter q, das Ideal aller der Elemente aus Rt, die in B,, minde- 
stens den gleichen Wert besitzen wie a(z,y), so wird genau wie beim 
Hauptsatz q, gleich einem zu p, gehdrigen Primarideal und (a(z, y)) 





und entwickle m(z,y) und n(z,y) nach Formen 
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gleich dem Durchschnitt aller q,. Die Aujspaltung von R in endliche 
Bewertungsringe liefert also auch hier eine Aufspaltung jedes Hawptideals 
in Primdarkomponenten. 

Aber diese Primairkomponenten sind in unserem Fall nicht nur stets 
in unendlicher Anzahl vorhanden, sondern sie stehen auch zu dem aufge- 
spaltenen Hauptideal in keiner invarianten Beziehung. Denn zunichst ist 
kein q, gleich einer isolierten Primarkomponente von (a(z, y)), weil diese 
letzteren Komponenten alle zu Primidealen der Dimension 1 gehéren. 
Andrerseits ist aber auch nicht etwa q, durch (a(x, y)) und p, eindeutig 
bestimmt; es gibt namlich neben I, in KR unendlich viel andre endliche 
Bewertungsringe It’, deren Primideal m/ mit § den Durchschnitt p, besitzt, 
und jedem solchen M/ entspricht eine neue i. a. von q, verschiedene zu p, 
gehérige Primairkomponente q/ von (a(z, y)). — 

Ist also bet einer Durchschnittsdarstellung des Ringes R durch end- 
liche Bewertungsringe IM, die Endlichkeitsvoraussetzung nicht erfiillt, so ist 
es durchaus méglich, daB die durch diese Darstellung vermittelten Primdr- 
komponentenzerlegungen der Hauptideale von St gdanzlich pathologischer 
Natur sind. 


§ 4. 
Zerlegbarkeit in Primelemente I.. 


LaB8t sich im Ringe  jedes Hauptideal als Produkt von endlich viel 
Primhauptidealen, also jedes Element als Produkt von endlich viel Prim- 
elementen darstellen*®), so wollen wir sagen, es sei fi ein ,,Zerlegungsring“, 
und es gelte in R der ,Z.P.-H.“ (Zerlegungssatz in Primelemente). Aus 
dem Gedankenkreis der Untersuchungen von § 1 heraus ergibt sich sofort 
folgende Charakterisierung der Zerlegungsringe: 


Satz 5. Im Ringe R mit dem Quotientenkérper KR gilt der Zer- 
legungssatz dann und nur dann, wenn sich ft als Durchschnitt von Be- 
wertungsringen IN, darstellen laBt, die zu ganzzahligen Bewertungen B. 
von R gehdren, wenn dabei kein Element aus Rt in unendlich vielen M, 
Nichteinheit ist, und wenn auferdem zu jedem B, ein p, in R existiert, 
das in B, den Wert 1, in B, (t’ +1) dagegen stets den Wert 0 hat. 

a) Es sei R Zerlegungsring, p sei ein Primelement aus Rt. Dann ist 
in R jedes Element a +0 durch eine bestimmte endliche Potenz von p 


10) Ich nenne (abweichend von Hasse) p Primelement, wenn jedes durch 7p unteil- 
bare Element zu p prim ist, wenn also aus b-a = 0(p), a+ 0(p) stets folgt b= 0(p). 
Oder anders ausgedriickt: p hei8t Primelement, wenn (p) Primideal. Die Produkt- 
zerlegung eines Elementes in Primelemente ist, wenn iiberhaupt vorhanden, stets 
(bis auf Einheitsfaktoren) eindeutig; denn zwei Primelemente sind stets entweder 
gegenseitig prim oder assoziiert. 
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teilbar, weil zwei beliebige Primelemente aus R stets entweder assoziiert 
(d. h. nur um einen Einheitsfaktor verschieden) oder gegenseitig prim sind. 
Man erhalt daher eine bestimmte ganzzahlige Bewertung B, von &, 


wenn man jedes a +0 aus & in der Form a= > (a und 5 aus ®t) dar- 


stellt und als Wert von « in B die Zahl w — v definiert, falls a bzw. b 
in ® genau durch p” bzw. p” teilbar ist. — LaSt man nun p, die simt- 
lichen Primelemente von R durchlaufen und bildet zu jedem p, die zuge- 
hérige Bewertung B., so erhailt man ein Bewertungssystem B_, das offenbar 
fiir R eine Durchschnittsdarstellung der in Satz 5 geforderten Art liefert. 

b) Besitzt ® eine Durchschnittsdarstellung im Sinne von Satz 5, so 
sind die p, in R samtlich Primelemente. Hat ferner das Element a + 0 
aus fi in den Bewertungen B,,, B,,,..., B,, die positiven Werte r,,r,,...,17,, 
in allen andern B, dagegen den Wert 0, so gilt fiir a in R die Gleichung 
a= p!-pr-...-pr-e (e Einheit). § ist daher Zerlegungsring. 

Wie der Beweis zeigt, ist das Kriterium des Satzes 5 ziemlich trivial. 
Suchen wir nach weiteren Charakterisierungen der Zerlegungsringe mit Hilfe 
von Durchschnittsdarstellungen, so werden wir zunichst die Frage zu 
erledigen haben, ob etwa der Durchschnitt zweier Zerlegungsringe stets 
selbst wieder ein Zerlegungsring ist. Die Antwort lautet im wesentlichen 
verneinend. Es gilt namlich: 


Satz 6. Der Durchschnitt S -\ I zweier Zerlegungsringe S und T 
ist stets selbst Zerlegungsring, falls S und I beide nur endlich viel Prim- 
hauptideale enthalten. Gibt es dagegen etwa in © unendlich viel Prim- 
hauptideale, so braucht R kein Zerlegungsring zu sein. 


Der positive Teil der Behauptung folgt aus einem friiher von mir be- 
wiesenen Satz''). Die Richtigkeit des negativen Teils zeigt folgendes Beispiel: 

Es sei D die Hauptordnung eines endlichen algebraischen Zahlkérpers &, 
n-+-1>1 bedeute die Anzahl der Idealklassen in , und es seien die 
Primideale p,,p,,---, p, in © so bestimmt, daB sie gerade die simtlichen 
von der Hauptklasse verschiedenen Idealklassen repriasentieren. Verstehen 
wir dann unter © bzw. T den Ring aller Zahlen aus &, die durch Multi- 
plikation mit einem geeigneten zu p,-p,-...-p, teilerfremden Ideal bzw. 
durch Multiplikation mit einer geeigneten Potenz von p,-p,-...-p, in 
ganze Zahlen verwandelt werden kénnen, so gilt trivialerweise die Glei- 
chung D = G ~\ FT **), und es sind © und TF beide Zerlegungsringe. 





41) Vgl. Ein Satz iiber primare Integritétsbereiche, Math. Annalen 108 (1930), 
$1, Satz 1. ‘ 

%*) Die Theorie der Quotientenringe von © wird hier und bei den nichsten 
Schliissen als bekannt vorausgesetzt. 
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In der Tat, daBS Z Zerlegungsring ist, folgt leicht aus der Tatsache, 
da8 in T genau n Primideale existieren. Der Z. P.-E. gilt aber auch fiir ©. 
Bedeutet nimlich a, irgendein Ideal aus SG, und setzen wir a,=a,/\ 0, 
a;=a)-p; (¢=1,2,...,”), so ist fir i= 0,1,...,m jede Basis von a, 
in © zugleich auch Basis von a, in ©, und es stellt wegen der Auswahl 
von ,,),,---, p, eines der Ideale a; in © ein Hauptideal dar. 


§ 5. 
Zerlegbarkeit in Primelemente II. 


Angesichts des im wesentlichen negativen Ergebnisses von Satz 6 ver- 
lassen wir den Gedankenkreis der bisherigen Untersuchungen und suchen 
eine neue Charakterisierung der Zerlegungsringe mit Hilfe der von H. Hasse 
entwickelten Methoden**). 


Hauptsatz 2. Im Ringe Ri gilt die Zerlegung in Primelemente 
(Z. P.-E.) dann und nur dann, wenn jedem Ringelement a + 0 eine nicht 
negative, fiir jede Nichteinheit a sogar positive ganze Zahl x(a) so zuge- 
ordnet werden kann, daf die Gleichung x(a-b) = z%(a)+ (6) allgemein 
gilt, und daB auBerdem die folgende ,,Reduktionsbedingung“ erfillt ist: 
Zu je zwet Elementen a und b, fiir die a3=0(b), b==0(a), gibt e 
in KR zwei weitere Elemente r und s derart, daB r-a+es-b=@q-c, 
(q prim zu a, x(c) < min(z (a), z (6). 
a) Es sei ® Zerlegungsring. Dann definieren wir 7(a) als Null, falls 
a Einheit, und als die Anzahl der (gleichen oder verschiedenen) Prim- 
faktoren von a, falls a+ 0 Nichteinheit. Zu beweisen ist bei dieser Defi- 
nition von x(a) nur die Giiltigkeit der Reduktionsbedingung. Ist aber 
a= 0(6), b= 0(a), so gelten zwei Gleichungen a =c-a,, b =c-b,, wo- 
bei a, und 6, beide mindestens je einen, aber keinen gemeinsamen Prim- 
faktor enthalten. Das Ideal (a,,6,) ist dann durch kein einziges Prim- 
hauptideal teilbar, und es gibt infolgedessen in (a,,5,) ein Element 
=r-a,+s8-b,, das mit a keinen Primfaktor gemein hat, und somit zu 
a prim ist. Da schlieBlich c sicher weniger Primfaktoren enthalt als a 
oder b, ist die Gleichung r-a + s-b—=g-c eine Relation der in der Re- 
duktionsbedingung geforderten Art. 


18) Von Hasse (vgl. insbesondere 8. 5 der in Anm. *) zitierten Arbeit) habe ich 
das Symbol zy(a) tibernommen. Die Eigenschaften von x(a) sind aus Bequemlich- 
keitsgriinden im Hauptsatz 2 des Textes etwas anders und teilweise scheinbar spe- 
zieller formuliert als bei Hasse. Die einzige wesentliche Verallgemeinerung gegeniiber 
Hasse besteht im Texte in der Einfithrung des Faktors q in der , Reduktionsbedingung“ 
Damit ist die Méglichkeit gewonnen, iiber Hasse hinaus ein nicht nur hinreichendes, 


sondern auch gleichzeitig notwendiges Kriterium fir die Giiltigkeit des Z.P.-E. zu 
formulieren. 
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b) Ist in R die Funktion z(a@) vorschriftemaBig definiert, so brauchen 
wir, wie leicht einzusehen, zum Beweis der Giiltigkeit des Zerlegungssatzes 
nur zu zeigen: Ein Element aus i ist stets entweder Primelement oder 
als Produkt echter Teiler darstellbar. 

Ist nun a+ 0 irgendein Element aus $i, so unterscheiden wir zwei 
Méglichkeiten : 

a) Ist b= 0(a), so lassen sich r und s stets so bestimmen, dab 
r-a+ese-b=q ma prim. In diesem Falle ist jedes 6 += 0(a) m a prim, 
d. h. @ ist Primelement. 

8) Es gibt mindestens ein b == 0(a), derart, daB stets y(c) > 0, falls 
q:c=r-a+es-b und g prim zu a. — Hier ist das kritische 6 sicher 
keine Einheit; ist es daher Teiler von a, so ist a=b-a, als Produkt 
echter Teiler darstellbar. Ist aber a == 0(b), so denken wir uns r und ¢ 
so bestimmt, da8 in der Relation r-a + s-b=q-c die Zahl x(c) méglichst 
klein wird. Dann ist wegen der Anwerdbarkeit der Reduktionsbedingung 
auf das Elementenpaar a,6 sicher x(a) >xz(c)>0, es kann daher ¢ 
weder Vielfaches von a noch Einheit sein. Wire ferner a= 0(c), so 
kénnten wir nach der Reduktionsbedingung r, und s, so bestimmen, daB 
r,-@+8,-C=4,-¢,, g, prim ma, z(¢,)<xz(c). Das ist aber unméglich 
wegen der Giiltigkeit der Gleichung (q¢-r, + 1-8,)-a + (8-8,)-b = (q-q,)-¢, 
und der Minimaleigenschaft von z(c). Es ist daher a=0(c); a=c-d, 
c = 0(a), d= 0(a); a ist als Produkt echter Teiler darstellbar. 

Da jedes Element aus i entweder unter den Fall a) oder den Fall /) 
gehért, ist durch unsere Uberlegungen die Giiltigkeit des Z. P.-E. bewiesen. 

Die praktische Anwendbarkeit des Kriteriums von Hauptsatz 2 wird 
wesentlich erleichtert durch die folgende 


Erganzungsbemerkung. Es sei P ein Teilsystem des Ringes §, 
das gleichzeitig mit a und b stets das Produkt a-b und gleichzeitig mit a 
jeden Teiler von a enthialt. Soll dann die Giiltigkeit des Z. P.-E. nur fiir 
die Elemente von P nachgewiesen werden, so braucht man nur zu zeigen, 
da8 fiir die Elemente von P die Funktion x(a) vorschriftsmaBig definiert 
werden kann **). 

Der Beweis der Erginzungsbemerkung ergibt sich miihelos aus einer 
genaueren Analyse des Beweises von Hauptsatz 2. Wir geben jetzt noch 
in aller Kiirze zwei Anwendungen unseres Z. P.-E.-Kriteriums. 

a) He sei R ein Zerlegungsring, R[x] der Ring der Polynome in x 
mit Koeffizienten aus R. Es soll die Giiltigkeit des Z. P.-E. fiir R[x] mit 


%*) Die Reduktionsbedingung ist dabei so zu verstehen, daB zu a und b aus P 
bei a+ 0(b), b+: 0(a) die Elemente r und s aus ® so bestimmt werden kénnen, 
da8 r-a+s-b=q-c, g aus R und prim zu a, c aus P und z(c) < min( x(a), z(5))! 
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Hilfe von Hauptsatz 2 bewiesen werden. Man hat. zu diesem Zweck 
zunachst in iiblicher Weise in #i[2] den Begriff des primitiven Polynoms 
einzufiihren, zu bemerken, da8 jedes Polynom aus R[2z] (bis auf Einheits- 
faktoren eindeutig) als Produkt eines Elements aus R mit einem primitiven 
Polynom darstellbar ist, und zu beweisen, da8 das Produkt zweier primi- 
tiver Polynome stets selbst primitiv ist (,,G@auBscher Satz“). — Aus dem 
GauBschen Satz folgt dann weiter, daB jede Primelementzerlegung eines 
Elements a in R auch eine Primelementzerlegung von a in R[x] darstelit, 
und es bleibt somit nur noch zu zeigen, daB auch fiir das System P der 
primitiven Polynome in fi[x] der Z. P.-E. gilt. 

Zu diesem Zweck definieren wir fiir primitives p(x) die Zahl x (p(z)) 
als den Polynomgrad von p(x). Dann ist y(p(x)) nur fiir die Einheiten 
gleich Null, und es ist 7 (p(x)-q(x)) = x(p(x)) + %(q(x)). Sind ferner p(z) 
und g(x) zwei primitive Polynome, von denen keines durch das andere 
teilbar ist, so kann man, wie sofort nachzurechner, r(z) und s(z) so 
bestimmen, daB r(x)-p(x) + 8(2)-q(x) =a-t(z), wobei a Element aus §, 
wahrend ¢(2) primitiv mit z(#(x)) << min(z(p(z)), x(q(zx))). Da nun, wie 
aus dem GauBschen Satze zu schlieBen, ein Element aus zu einem pri- 
mitiven Polynom stets prim ist, stellt die Gleichung r(z)-p(x) + 8(x)-q(z) 
=a-t(x) eine Relation der in der Reduktionsbedingung geforderten Art 
dar. Die Funktion z(p(z)) ist also ,,vorschriftsmaBig“ definiert, und daraus 
folgt unter Beriicksichtigung der Ergainzungsbemerkung sofort die Allge- 
meingiiltigkeit des Z. P.-E. fiir R [2]. 

Man braucht also bei Benutzung unseres Kriteriums nicht (wie sonst 
im allgemeinen iiblich) neben R den Quotientenkérper R und den zuge- 
hérigen Polynomring &[2z] zu betrachten und die Méglichkeit des Eukli- 
dischen Algorithmus in &[{2z] (oder die Giiltigkeit des Z.P.-E. in &[z)) 
zum Beweise des Z. P.-E. fiir R{2] heranzuziehen. 

b) Es sei M ein endlicher Bewertungsring, also (nach dem Friiheren) 
ein Ring, in dem jedes Element von der Form a =e-p’, wobei e Einheit, 
p festes Primelement in I; M*(x) bedeute den Ring aller Potenzreihen 
in x mit Koeffizienten aus Yt. Dann ist zunichst in M*(x) jedes Element 
gleich einer bestimmten Potenz des Primelements x multipliziert mit einer 
durch z unteilbaren Reihe. Um also zu zeigen, daB IN*(z) Zerlegungsring 
ist, braucht man nur die Giiltigkeit des Z.P.-E. fiir die durch z unteil- 
baren Reihen nachzuweisen. 

Zu diesem Zweck definieren wir fiir durch x unteilbares P(x) die 
Zahl x(P(xz)) durch die Festsetzung 7(P(x)) =r, falls 


P(z)=e-p’+¢,2+¢,2*+.... 
Es ist dann im wesentlichen fiir unser y(P(x)) nur die Giiltigkeit der 
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Reduktionsbedingung nachzuweisen. Sind aber P(x) und Q(x) durch x 
unteilbare Reihen und ist etwa 7(Q(x))<7(P(z)), so ist entweder 
P(x) =0(Q(2)), oder man kann (durch Division von P(x) durch Q(z)) 
ein Polynom s(x) so bestimmen, daB P(x) + 8(z)-Q(x)=—2”"-T(z), 
wobei 7'(x) durch z unteilbar und 7(7'(x)) < 7(Q(z)). Die Reduktions- 
bedingung ist also fiir unser 7(P(x)) erfiillt, und damit ist gezeigt, daB 
M"* (x) wirklich Zerlegungsring. 

Die eben skizzierten Schliisse lassen sich mit trivialen Abanderungen 
noch auf den Fall eines Potenzreihenringes *(x) ausdehnen, bei dem der 
Koeffizientenring R ein Zerlegungsring ist, in dem zwei Primelemente stets 
teilerfremd sind, bei dem also kurz gesagt St den Typus des Rings der 
ganzen rationalen Zahlen besitzt. Nicht zum Ziel dagegen fiihrt unser 
Ansatz, wenn ®t einen allgemeinen Zerlegungsring darstellt. In diesem 
Falle kann ich iiberhaupt iiber *(x) keine weitergehende Aussage machen 
als die, die bereits in Satz 2 von § 2 formuliert ist. 


(Eingegangen am 2. 11. 1930.) 





Schiefkérper unendlichen Ranges tiber dem Zentrum. 


Von 
Gottfried Kéthe in Minster (Westf.). 


Einleitung. 


In der Theorie der kommutativen Erweiterungen eines Grundkérpers 
ist die Bildung des Vereinigungskérpers aus endlich oder unendlich vielen 
Erweiterungen des Grundkérpers eines der einfachsten Verfahren, aus 
gegebenen Kérpern neue aufzubauen, insbesondere gelangt man sofort zum 
Existenznachweis von algebraischen Erweiterungen unendlichen Ranges tiber 
dem Grundkérper. 

Beim Versuche, auf diese Weise auch Schiefkérper unendlichen Ranges 
iiber ihrem Zentrum aus Schiefkérpern endiichen Ranges aufzubauen, stoBt 
man auf Schwierigkeiten; der Begriff des Vereinigungskérpers laBt sich 
auf das nichtkommutative Gebiet nicht iibertragen, wenigstens nicht all- 
gemein. Beschrinkt man sich aber auf den Fall, den Vereinigungskérper 
als direktes Produkt der Ausgangsschiefkérper iiber dem gemeinsamen Zen- 
trum bilden zu wollen, so kommt man zu Resultaten; wir werden im 
folgenden wirklich auf diesem Wege die Existenz von Schiefkérpern un- 
endlichen Ranges iiber ihrem Zentrum beweisen, und zwar werden wir sie 
in § 2 und § 3 als direktes Produkt von abzaihlbar unendlich vielen Schief- 
kérpern endlichen Ranges iiber dem Zentrum gewinnen. Es sei aber gleich 
betont, daB speziell die Ausfiihrungen von § 3 nur Beispiele liefern, dab 
eine befriedigende Lésung der Frage nach Kriterien, wann das direkte Pro- 
dukt zweier endlicher Schiefkérper, deren Range nicht teilerfremd sind, 
keine Nullteiler enthalt, noch aussteht. In § 2 allerdings wird der Satz 
abgeleitet, daB das direkte Produkt zweier Schiefkérper, deren Ringe iiber 
dem Zentrum endlich und teilerfremd sind, keine Nullteiler enthialt, also 
wieder ein Schiefkérper wird. 

In den darauf folgenden Paragraphen wird die allgemeine Theorie der 
unendlichen Schiefkérper ® untersucht, die den algebraischen unendlichen 
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Erweiterungen analog sind, in denen namlich endlich viele Elemente immer 
in einem Schiefkérper liegen, der endlichen Rang tiber dem Zentrum 
von §& hat. 

In § 4 wird die Frage behandelt, wann ein solcher unendlicher Schief- 
kérper direktes Produkt von unendlich vielen endlichen Schiefkérpern ist 
(endlich und unendlich bezieht sich dabei auf den Rang iiber dem Zentrum). 

In § 5 untersuchen wir die Gruppe der Automorphismen von § iiber 
dem Zentrum. Der Satz, daB jeder solche Automorphismus ein innerer ist, 
der bei den endlichen Schiefkérpern gilt, ist fiir unendliche Schiefkérper 
unrichtig, wie an einem Beispiel gezeigt wird, dafiir gelingt aber nach einer 
geeigneten Topologisierung der ganzen Automorphismengruppe der Nach- 
weis, daB die ganze Gruppe die abgeschlossene Hiille der Gruppe der 
inneren Automorphismen des Schiefkérpers ist. 

Der letzte Paragraph ist der Frage gewidmet, wie das schéne Resultat 
von R. Brauer, daB namlich die endlichen Schiefkérper iiber demselben 
Zentrum eine Abelsche Gruppe bilden, in der jedes Element endliche Ord- 
nung hat, sich auf unsere unendlichen Schiefkérper tibertragt. Es zeigt 
sich, daB es tatsichlich méglich ist, eine Gruppe endlicher und unendlicher 
Schiefkérper anzugeben, die die Brauersche Gruppe als Untergruppe ent- 
halt. Das Interessante dabei ist aber, daB gewisse unendliche Schiefkérper 
zu dieser Gruppe nicht hinzugenommen werden kénnen, namlich alle die, 
die unendliche direkte Produkte von Schiefkérpern umfassen, deren Ringe 
Potenzen ein und derselben Primzahl sind. Da8 es wirklich solche unend- 
lichen Schiefkérper gibt, wird in § 3 gezeigt. 


§ 1. 
Die Gruppe der endlichen Schiefkérper. 


In diesem Paragraphen stellen wir die wichtigsten Definitionen und 
Satze zusammen, die wir spiter brauchen werden. 

Unter einem Schiefkérper verstehen wir einen Ring, von dem wir 
simtliche Kérpereigenschaften verlangen bis auf die Kommutativitaét der 
Multiplikation. Wir rechnen also auch die Kérper, in denen die Multipli- 
kation kommutativ ist, zu den Schiefkérpern. Um hervorzuheben, da8 ein 
Schiefkérper nicht kommutativ ist, werden wir auch von ,echten“ Schief- 
kérpern sprechen. Von ,,.Kérpern“ sprechen wir aber nur, wenn es sich um 
kommutative Schiefkérper handelt. 

Als Zentrum des Schiefkérpers  bezeichnet man die Gesamtheit aller 
Elemente aus &, die mit allen anderen vertauschbar sind. Das Zentrum 
ist offenbar ein Kérper. 

Ein Schiefkérper 2 heiBt von qullichen Rang iiber seinem Zentrum P, 
wenn in Modulschreibweise & —2,P+-...-+-2,P, wenn also & eine end- 


— = Ff -&® 
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liche linear unabhiangige Basis in bezug auf das Zentrum P besitzt. Wir 
werden dann kurz von einem ,endlichen“ Schiefkérper*) sprechen. Jeder 
endliche Schiefkérper ist also ein hyperkomplexes System mit dem Koef- 
fizientenbereich P, der zugleich das Zentrum ist. Ist ® nicht von endlichem 
Rang iiber seinem Zentrum, so heiBe & ein ,,unendlicher“ Schiefkérper. 

Die zentrale Stellung der Schiefkérper in der Theorie der hyper- 
komplexen Systeme, allgemeiner in der Theorie der vollstaindig reduziblen 
Ringe, ist aus dem Satz von Wedderburn, verallgemeinert von E. Artin, 
ersichtlich: 

Jeder vollstaindig reduzible zweiseitig einfache Ring 9 mit Einheits- 
element ist isomorph dem Ring Wt,:(&) aller Matrizes n-ten Grades mit 
Koeffizienten aus einem Schiefkérper ®, der durch o eindeutig bestimmt 
ist. § ist der Automorphismenschiefkérper der einfachen Rechtsideale 
von 0 *). 

Speziell wenn o ein hyperkomplexes System ist, ist dieser Schiefkérper 
immer ein endlicher Schiefkérper. Umgekehrt ist ein endlicher Schiefkérper 
ein hyperkomplexes System iiber seinem Zentrum. 

Es sei dabei daran erinnert, daB man einen Ring als zweiseitig ein- 
fach bezeichnet, wenn er kein echtes zweiseitiges Unterideal auBer dem 
Nullideal besitzt, und daB er vollstindig reduzibel heiBt, wenn er. direkte 
Summe von endlich vielen einfachen*) Rechtsidealen ist. 

Das wichtigste Hilfsmittel bei der Untersuchung der Schiefkérper ist 
die direkte Produktbildung, die auch wir im folgenden vielfach verwenden 
werden, und zwar in allgemeinerer als der iiblichen Fassung, weshalb wir 
sie hier definieren wollen. 

Es seien 0, und 9, Ringe mit P als Unterkérper des Zentrums und 
das Einheitselement von P sei auch das Einheitselement von 0, bzw. 0,. 
Dann gibt es, wie man sich mit Hilfe einer Wohlordnung der Elemente 
von 0, bzw. 0, leicht iiberzeugen kann, eine Basis {x,} bzw. {y,} von 
0, bzw. o,, so daB 0, = Sz,P und 0, = 2 up? d. h. jedes Element aus 


o, bzw. o, laBt sich auf eine und nur eine Weise als lineare Kombination 
endlich vieler x, bzw. y, mit Koeffizienten aus P darstellen. 


?) Diese Ausdrucksweise ist gefahrlos, da es ja nach einem Satz von Wedderburn 
einen echten Schiefkiérper mit endlich vielen Elementen nicht gibt. 

*) Siehe z. B. E. Noether, Hyperkomplexe GréBen und Darstellungstheorie, Math. 
Zeitschr. 30, 8.666. Die Aussage, da8 & der Automorphismenschiefkérper, stammt 
von E. Noether. — Wir werden iibrigens von der obigen Bezeichnungsregel eine Aus- 
nahme machen und einfach ,Automorphismenkérper“ sagen. — Diese Arbeit von 
E. Noether werden wir spiter als N, zitieren. 

*) Ein Rechtsideal hei8t einfach, wenn es kein vom Nullideal verschiedenes 
echtes Unterideal besitzt. 

Mathematische Annalen. 105. 2 
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Dann wird das direkte Produkt 0, <0, tiber P in folgender Weise 
definiert : 
Wir ersetzen 0, und o, durch isomorphe Ringe 6,=— 5 %,P bzw. 


= 5 ¥,P, deren Durchschnitt gleich P ist. Dann sei 0, <0, die Menge 
aller falaats endlichen Summen ¢ = D'7s, 99,0, 0;, 9u8 P. Es sei 
8’ = 5 Z.; 9p, 0ie eine zweite Summe. s wa s’ sollen dann und nur dann 
diids tah, wenn 0;,= oj fiir alle i,k. Es sei 


2 Fa; Yon Ose +X Fay You Cie = 2 Fay Vou (Qiu + ix), 


weiter Z,j,—= 9,%,, die Elemente aus P seien mit allen Elementen ver- 
tauschbar und 2 Fae You die & Ey, Ha, %1 2, (Za, ¥y,) - (You Vs.) ce %1, wobei 
das Produkt der Ausdriicke in den Klammern wie in 0, bzw. o, zu bilden ist. 

Durch diese Festsetzungen (wir verlangen natiirlich auch die formalen 
Rechenregeln fiir Addition und Multiplikation) wird 0, >< 0, zu einem Ring, 
der einen zu 0, und einen zu 0, isomorphen Ring umfaBt. Wie man sich 
leicht tiberzeugt, ist diese Definition von der speziellen Basis von 0, bzw. 0, 
unabhangig*). 

Mit dieser Produktbildung gelangen wir auf folgendem Wege zur 
Gruppe der endlichen Schiefkérper mit dem Zentrum P °), das wir immer 
als vollkommen voraussetzen wollen. 


*) Es sei {2,} eine andere Basis von o,. Ersetzt man in 2a, Ce die Z, 
‘ 

durch ihre Ausdriicke in den z,, 80 folgt sofort, da alle Elemente aus o, x 9, in der 
Form = 2y,¥a,%, Garstellbar sind. Die Additions- und Multiplikationsregeln sind 
(bis auf die verinderte Multiplikationstafel natiirlich) in den Z, dieselben wie in 
den Z,. Bleibt nur noch zu zeigen, da8 aus PET Peat} =0 folgt, daB alle o,=0 
sind. Bezeichnen wir mit @, beliebige Elemente aus 5,, so miiBte also aus 2%, @,=0 
@,= 0 fir alle 7 folgen, woraus man dann sofort auf o,,=0 schlieBt. 

Es sei 2 %,,@,= 0. Die z,, sind linear unabhingig in bezug auf P, d. h. es 
gibt bei geeigneter Numerierung der Z, eine Darstellung (Zy,, ..., Zy_) = (Za,, -.-, Zam) A, 
so daB die ersten n Zeilen und Spalten der rechteckigen Matrix A eine Matrix B 
bilden, die eine Reziproke besitzt. Bilden wir (Z,,, ..., Zy,) B~* = (Za,, -.-, Zap) AB~* 
= (lay, ---» tlag), 80 haben die ia, die Gestalt fa = ay + E taj ey aus 3 ta, 1,=0, 

-a+ - 
1, aus 6,, folgt also sofort r,=0. Aus der Relation 2,0, = 0, die wir auch als 
i 

(Zy,, -+«) Zy,)C =0 schreiben kénnen, folgt also die Relation (iz,,..., ti,)BC=0, 
es muB die Matrix BC die Nullmatrix sein, also auch B-*BC=C=0. Es ist daher 
0,>< 9, von der speziellen Basis von 0, unabhingig, ebenso natiirlich von der von 0,. 


5) Vgl. R. Brauer, Math. Zeitschr. 30, 8. 79, Uber Systeme hyperkomplexer Zahlen, 
spiter als B. zitiert. 
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Es seien , &,, R,,... endliche Schiefkérper mit demselben Zentrum P. 
Dann gelten die folgenden Satze: 

a) Das direkte Produkt 8, >< 8, iiber P ist ein Matrizenring in einem 
Schiefkérper &,, mit dem Zentrum P, also &, < K, = M,+(K,,), r* der 
Rang des Matrizenringes iiber @,,. 

Unter der reziproken Isomorphie zweier Ringe 0, und o, tiber einem 
beiden gemeinsamen kommutativen Unterring f verstehen wir eine einein- 
deutige Zuordnung der Elemente von 0, auf die von o,, bei der f element- 
weise sich selbst zugeordnet ist und aus a,<>d,, a,<«~@, folgt 


a,+a,<>4,+4, und a,a,<+4,4,. 


b) Ist @~* der iiber dem Zentrum P reziprok isomorphe Kérper zu &, 
so wird & x R~* = M,»(P), wobei n* der Rang von & iiber P, der immer 
eine Quadratzahl ist. n heiBt der Index von $ iiber P. 

c) Es gibt eine kleinste natiirliche Zahl s, so dab Rx R>...x<&, 
R s-mal direkter Faktor, Matrizenring in P wird und alle direkten Produkte 
mit r<s Faktoren & Matrizenringe in echten Schiefkérpern werden, die 
wir nach der Anzahl der Faktoren mit &" bezeichnen. ¢ heiBt der Expo- 
nent von & und ist ein Teiler des Index n. 

d) Es habe & den Index n= pi... p7*. Dann ist R=R, <x K, ><... >< K,, 
&; vom Index py. 

Wir fassen nun einen Schiefkérper © mit dem Zentrum P und alle 
Matrizenringe M-(%), ¢ beliebig, in eine Klasse (@) zusammen. Das 
direkte Produkt @, =< %, wird nach a) zu M,»(#,,), wobei R,, eindeutig 
bestimmt ist. Sind Mp»(K,) und M,.(K,) zwei beliebige Reprisentanten 
von ($,) baw. (,), so wird Mp (,) >< Mar (Ky) = Munn» (Kg), das in (&,.) 
liegt. Wir definieren daher mittels der direkten Produktbildung eine 
Gruppenmultiplikation der Klassen: (§,) (S,) = (S,,). Man bestitigt sofort 
das assoziative Gesetz. Einheitselement ist die Klasse (P), das zu () in- 
verse Element ist nach b) (#~*). Nach Definition des direkten Produktes 
ist &, < KR, — KR, >< K,, also ist unsere Gruppe Abelsch, nach c) und d) 
hat jedes Element endliche Ordnung und ist Produkt von Elementen, deren 
Ordnung eine Primzahlpotenz ist. 

Das ist die von R. Brauer entdeckte Gruppe der endlichen Schief- 
kérper iiber dem Zentrum P. 

Der Inhalt der sog. Galoisschen Theorie der endlichen Schiefkérper ist 
folgender®): 


*) In dieser Form kenne ich sie aus emer Vorlesung von E. Noether, Géttingen 
W.-8. 1929/80, die demnichst in der Math. Zeitechrift erscheinen wird, ich zitiere 
sie als N,. 


Q* 
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Es sei & ein endlicher Schiefkérper mit dem Zentrum P. Dann ist 
jeder Automorphismus von §, bei dem P elementweise festbleibt, ein innerer, 
es ist also die Gruppe © aller Automorphismen von § iiber P, die sog. 
Galoissche Gruppe von &, isomorph mit der Faktorgruppe &*/P*, wobei 
&* bzw. P* die multiplikative Gruppe aller Elemente +0 aus & bzw. P 
bedeutet. 

Nennen wir eine Untergruppe von & = &*/P*, der eine Untergruppe 
von &* entspricht, die nach Hinzufiigen der Null die Gesamtheit aller 
Elemente eines Unterkérpers von &. ist, eine ausgezeichnete Untergruppe, 
so gilt das Analogon zum Fundamentalsatz der Galoisschen Theorie: Die 
ausgezeichneten Untergruppen 9 von @ und die Schiefkérper G zwischen 
P und § lassen sich eineindeutig einander zuordnen, so daB 9 Invarianten- 
gruppe von © und © Invariantenkérper von Q ist. 


§ 2. 
Die Existenz unendlicher Schiefkérper. 


Das erste Beispiel eines Schiefkérpers unendlichen Ranges iiber dem 
Zentrum hat D. Hilbert in den ,Grundlagen der Geometrie“ gegeben’). 
Dieser Schiefkérper enthalt allerdings zwei ihn erzeugende, nicht vertausch- 
bare, itiber dem Zentrum transzendente Elemente. Die Frage, ob es un- 
endliche Schiefkérper gibt, die nur itiber dem Zentrum algebraische Elemente 
enthalten, ,,unendliche algebraische“ Schiefkérper, ist dadurch nicht be- 
antwortet. 


Satz. R, und R, seien zwei endliche Schiefkérper mit dem Zentrum P. 
Es sei m der Index von &,, n der von R,. Ist M»(R,) der Matrizen- 
ring kleinsten Ranges tiber &,, der einen zu S, reziprok isomorphen 
Schiefkérper mit dem Zentrum P umfaft, dann besitzt das direkte Pro- 
dukt R, >< 8, einen Automorphismenkérper vom Index ~+ tiber P. 

Der Beweis*) dieses Satzes verliuft so: Wir zeigen 

1. Wenn &, reziprok isomorph einem Schiefkérper in M»(R.), dann 
besttzt der Automorphismenkérper von R, >< R, héchstens den Index =r. 


*) 7. Aufl, 1923, S. 107 ff. 

®) Mit den in N, abgeleiteten Resultaten (vgl. auch v. d. Waerden, Moderne 
Algebra, Bd. 2 (Berlin, Julius Springer, 1931)) der Theorie der reziproken Dar- 
stellungen zweiseitig einfacher hyperkomplexer Systeme kénnen wir den Satz sehr 
einfach beweisen. Dort wird gezeigt: Die einzige irreduzible reziproke Darstellungs- 
klasse von &, in S, ist die durch ein einfaches Rechtsideal von &, x &, erzeugte. 
Der Grad r’ dieser Darstellungsklasse mu8 mit dem r unseres Satzes identisch sein, 
denn die Gesamtheit aller Matrizen vom Grad r’ mit Koeffizenten aus &,, unter 


(Fortsetzung der FuGnote *) auf n&chster Seite.) 
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Wir bilden das direkte Produkt 0 = %,>< M,»(&,). Nach § 14) ist 
o Matrizenring in einem Schiefkérper, 0 = Me(T), M»(K,) umfaBt 
den zu §, reziprok isomorphen Kérper &;*>P, also o den Matrizenring 
R, < KRT*—=— Mas (P), der dasselbe Einheitselement wie o und P hat. Be- 
zeichnen wir die Matrix aus M,,.(P), die nur in der é-ten Zeile und ¢-ten Spalte 
das Einheitselement e von P stehen hat und sonst lauter Nullen, mit e,, 
so wird in M,,.(P), also auch in 0, e€ = €,+ €.+...+ Cm, Gee = ee; = 0. 
Aus dieser Zerlegung des Einheitselementes e von 0 folgt sofort eine Darstellung 
von o als direkte Summe der Rechtsideale e;0, 0 = €,0 + &.0 + ...+ e_9. 
Diese Rechtsideale brauchen nicht einfach zu sein, in dem vollstandig 
reduziblen zweiseitig einfachen Ring o ist aber jedes Rechtsideal direkte 
Summe von einfachen Rechtsidealen®), es ist also o direkte Summe von 
s > m* einfachen Idealen. Nach dem Satz von Wedderburn-Artin ist s der 
Grad des Matrizenringes 0 iiber T, also 0 = M»(T). 

o ist nach der Darstellung 0 = &, < Dt» (RK,) vom Rang m*n*r? iiber 


mnr 


P, wegen 0 = I»(X) ist daher s ———, wenn k der Index von T. Aus 


k 
s>m?* folgt = m*, also k<—r. 





Wir beweisen 2.: Wenn &,>< 8, einen Automorphismenkérper vom 
Index k hat, ist R, reziprok isomorph einem Unterschiefkérper mit dem 


Zentrum P des Matrizenringes vom Rang = 8° tiber &,, aber keinem 
Unterschiefkérper eines Matrizenringes niedrigeren Ranges tiber &,. 


Da in einem einfachen Rechtsideal r von &,<S8, mit dem Ele- 
ment z auch das Element xx, x beliebig aus §&,, vorkommt, hat r die 
Gestalt r= 2, %,+...+2,8,, dh. besteht aus allen Linearverbindungen 
t,%,+...+2%,%,, %, aus &,. Da r einerseits den Rang mnk, anderer- 


seits den Rang pn®* iiber P hat, ist p=—k. 


denen alle Matrizen einer irreduziblen Darstellung von &, in §, sind, bildet ja einen 
MM, (K,), wie es in unserem Satz verlangt wird, und offenbar den von kleinstem r’ 
wegen der Irreduzibilitét und Einzigkeit der Darstellung. Die irreduzible Darstellungs- 
klasse wird durch ein einfaches Rechtsideal von &, =< &, geliefert, dessen Rang iiber 
P daher r-n* ist. (Im Beweis von 2. unseres Satzes konstruieren wir eine durch ein 
einfaches Rechtsideal r gelieferte reziproke Darstellung von &, in &,, daraus kann man 
die Aussage tiber den Rang von r sofort entnehmen.) Ist ¢ der Index des Auto- 
morphismenkérpers von &,><&,, so mu8 r andererseits den Rang mné haben, also 


ist ¢=r- = q. e. d. 
*) Das folgt aus N, 8. 653 §5. o ist dabei als additive Gruppe mit dem Operatoren- 


bereich, der durch die Rechtsmultiplikation mit den Elementen von o definiert ist, 
aufzufassen, ein Rechtsideal ist in diesem Sinne Normalteiler und umgekehrt. 
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t liefert uns nun den verlangten reziproken Isomorphismus auf folgende 
Weise: Es gilt fiir jedes Element & aus &, eine Gleichung 2k = Zt %, 
oy aus Ry, ferner wird 2 ky ky— 5, 2101s ky = 321 ky ous = 32) Bj xs. Wenn 

7 
wir also k, die Matrix A = («;) und k, die Matrix B = (£;;) zuordnen, so 
entspricht dem Produkt k,k, die Matrix BA und der Summe k, + k, die 
Summe A + B, es ist also &, reziprok homomorph und, weil es Schiefkérper 
ist, isomorph dem so konstruierten Schiefkérper von Matrizen des Ranges 
p=" iiber &,. 

Da8 &, keinem Unterschiefkérper eines Matrizenringes von einem Range 
* < ™° g* reziprok isomorph ist, folgt daraus, daB nach 1. k<"%t<*."k—=k 
sein miBte, was unméglich ist. 

Aus 1. und dem ersten Teil von 2. ergibt sich die Behauptung des 
Satzes, denn wire nach 1. der Index gleich ~~ ¥4, r,<7, 8o ware nach 
2. §, reziprok isomorph einem Schiefkérper in M,,(S,) gegen die Voraus- 
setzung. 

2. ist nebenbei bemerkt die Umkehrung unseres Satzes. 

Nennen wir zwei Schiefkérper iiber demselben Zentrum teilerfremd, 
wenn ihre Indizes teilerfremd sind, so gilt der Satz: 

Das direkte Produkt zweier teilerfremder Schiefkérper R,, R, von den 
Indizes m,n ist ein Schiefkérper vom Index mn *). 

Der Beweis ergibt sich leicht, wenn wir den eben abgeleiteten Satz 
einmal auf &,, einmal auf &, anwenden. §, < &, hat darnach einen Index 
k =-r,= ts: Beide Ausdriicke sind ganze Zahlen, links geht n auf, 
rechts m, also geht mn in k auf, andererseits ist k < mn selbstverstindlich, 
daher ist k= mn, &,, hat den Rang m* n’, fallt also mit &, >< &, zusammen. 

Genau so schlie8t man allgemeiner: Wenn der Index von 8, m=ad, 
der von R, n=bd ist, wobel d der gréBte gemeinsame Teiler von m und 
n ist, so hat der Automorphismenkorper von R, >< R, einen Index Sab. 

Es seien abzihlbar viele Ringe 0, gegeben, die P als Unterkérper des 
Zentrums besitzen, und das Einheitselement von P sei Einheitselement von 
o,. Dann definieren wir das unendliche direkte Produkt 0, < 0,>< ... iiber P 
in folgender Weise: 

Wir bilden die endlichen direkten Produkte 3, = 0, , 3, = 8, >< 0,= 0, < 0,, 
8, = 8, >< 0, = 0, < 0,>< 0,.... Jedes 8, ist Unterring der folgenden 3,, ,. 
8 = 0, >< 0,><... wird definiert als Vereinigungsring dieser Ringe, den man 


1°) Wie mir Herr R. Brauer brieflich mitteilte, war ihm dieser Satz ebenfalls bekannt. 
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genau so konstruiert wie den Vereinigungskérper in der abstrakten Kérper- 
theorie, indem man namlich der Menge der in allen Ringen 3, vorkommenden 
Elemente eine Menge 8 von Symbolen eineindeutig zuordnet, zwischen denen 
man eine Addition und Multiplikation so festlegt: Zu zwei Elementen 7, 
und Z, aus 8 gibt es immer ein 3,, indem beide zugeordnete Elemente z, 
und z, besitzen, in denen also z,+ 2, und z, 2, existiert. Z,-+ 7, und 7, Z, 
ist nun definiert als 7,+2%, bzw. z,z,. Dadurch wird 8 mu einem Ring. 

Aus den friiheren Uberlegungen folgt unmittelbar: Sind &,, ®,, ®,,... 
abzdhibar viele paarweise teilerfremde endliche Schiefkérper mit demselben 
Zentrum, so ist das unendliche Produkt R, < R, < R, >< ... ein algebraischer 
abzahibar unendlicher Schiefkorper iiber P. 

Fiir den Nachweis der Existenz eines unendlichen algebraischen Schief- 
kérpers brauchen wir nur mehr die Existenz von unendlich vielen paar- 
weise teilerfremden Schiefkérpern iiber demselben Zentrum P. Man kann 
verschieden vorgehen. Ziemlich einfach ist der folgénde Weg. 

L. E. Dickson hat den Satz bewiesen™): Es sei f(z) eine im Zahl- 
kérper P irreduzible Galoissche Gleichung vom Grad g mit zyklischer Gruppe. 
« sei eine Wurzel von f(z)=0. Ist a—-@(a) der erzeugende Auto- 
morphismus der Galoisschen Gruppe, so bildet das hyperkomplexe System 
Da p*P, definiert durch f(«)=—0, Bafp-*=— O(a), B'=—g in P dann 
einen Schiefkérper mit dem Zentrum P, wenn keine kleinere Potenz von g 
als die g-te die Norm einer Zahl aus P(«) ist. 

Wir nehmen als f(x) die Kreisteilungsgleichung vom Grad 9(q), 
q Primzahl, iiber dem Kérper R der rationalen Zahlen. Sie besitzt bekannt- 
lich eine zyklische Gruppe. DaB es Zahlen in R gibt, von denen erst die 
¢(q)-te Potenz Norm einer Zahl aus #(¢) ist, ¢ primitive g-te Einheits- 
wurzel, folgt so: Es gibt in  Primzahlen p, die zugleich Primideale in 
R(¢) bleiben, namlich die Primzablen, fiir die p*=1(g) ist und fir 
keinen kleineren Exponenten, und die nicht in der Diskriminante von ft (¢) 
aufgehen**). Nach dem Satz von der arithmetischen Progression gibt es 
sogar unendlich viele solche Primzahlen p. 

Die Norm von p ist p*™, und da p Primideal, gibt es keine ganze 
Zahl aus #(¢) mit einer Norm p’, { < p(q), aber auch keine gebrochene 
Zahl, p ist also die verlangte Zahl g. 

Es gibt daher zu jeder Zahl g—1, g Primzahl, mindestens einen 
Schiefkérper %,_, mit dem Zentrum ® und dem Index g—1. Wir bilden 
nach § 1d) die Zerlegung %,-1— Rs ><... > Kis, KP. vom Index p;', 
wenn g—1= pf... py. 


41) L. E. Dickson, Algebren und ihre Zahlentheorie, 8. 70. 
1*) E. Hecke, Vorlesungen tiber die Theorie der algebraischen Zahlen, 1923, 8. 112. 
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Zeigen wir noch, daB die Zahlen g —1 (gq durchlaufe alle Primzahlen) 
durch alle Primzahlen teilbar sind, so haben wir gezeigt, daB es zu jeder 
Primzahl p wenigstens einen Schiefkérper mit dem Zentrum ft gibt, dessen 
Index eine Potenz von p ist. 

Ist p eine beliebige Primzahl, so kommen in der arithmetischen Pro- 
gression pz -|-1 unendlich viele Primzahlen qg vor, g — 1 ist dann von der 
Form pz, also jedes p Faktor einer geeignet gewahlten Zahl g — 1. 


§ 3. 
Ein anderes Beispiel eines unendlichen Schiefkérpers. 


Die im vorigen Paragraphen gewonnenen unendlichen algebraischen 
Schiefkérper sind direkte Produkte von endlichen teilerfremden Schiefkérpern. 
Fiir die spateren Untersuchungen wird die Existenz von unendlichen Schief- 
kérpern von Interesse sein, die das unendliche direkte Produkt von Schief- 
kérpern sind, deren Indizes simtlich Potenzen ein und derselben Prim- 
zahl sind. 

Wir wollen jetzt einen Schiefkérper konstruieren, der das direkte Produkt 
von abzahlbar vielen Schiefkérpern vom Index 2, sog. verallgemeinerten 
Quaternionenkérpern, ist. Die dabei verwendete Methode geht in ihrem 
Grundgedanken auf eine Konstruktion von R. Brauer zuriick**). 

Es sei © ein verallgemeinerter Quaternionenkérper mit dem (voll- 
kommenen) Zentrum P. Dann gibt es**) zwei Elemente § und 7 in O 
mit é°=< in P, also P(&) ein kommutativer Erweiterungskérper von P, 
und »°=y in P, fiir die 7 -*ém = —é gilt, und es hat jedes Element g 
von © die Form g=o,+0,+(0,+.0,¢)”, 9; aus P. © besitzt eine 
Darstellung in P(¢) durch die Gesamtheit der Matrizen » > B ) a, B aus 
P(é), «’, 8’ die iiber P konjugierten Elemente zm «, f. 

Es gilt folgender 


Hilfssatz. Ist R ein endlicher Schiefkérper mit dem Zentrum P, 


so ist R><Q isomorph mit der Gesamtheit aller Matrizen (3 ) , 
on 2 1 
wobei K,, K, beliebige Matrizen einer Darstellung von 8 >< P (£) sind. 
Man braucht die Isomorphie zwischen & >< © und dem Matrizensystem 
nur zu verifizieren. 


**) Vgl. R. Brauer, Math. Zeitschr. 831, 8S. 733, Untersuchungen iiber die arith- 
metischen Eigenschaften von Gruppen linearer Substitutionen. Dort wird 8. 745 ff. 
die Existenz eines Schiefkérpers vom Index 4 gezeigt, der direktes Produkt zweier 
Schiefkérper vom Index 2 ist. 

4) Vgl. L. E. Dickson, loc. cit. 8. 46 ff. 
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& >< O besteht aus der Gesamtheit der Elemente k,+ ik, 7, k,, k, 
aus % >< P(£). Unter k’ wollen wir das Element k, — k, & verstehen, wenn 
k=k,+k,& (k,,k, aus &). Rwk 

Wir ordnen jedem Element k, +, die Matrix ( = . x) zu; mit 

2 1 
K wollen wir die in der Darstellung von &><P() dem Element & zu- 
geordnete Matrix bezeichnen. 

Wie unmittelbar zu sehen, entspricht der Summe der Elemente aus 
& >< © die Summe der zugeordneten Matrizen. Fiir das Produkt folgt das 
so: Es ist 

(k, + kan) (+10) =k +h hy t+ (kh, + ht) 0 
wegen der Rechenregeln fiir . Es ist andererseits 
& gob. ye ee & [,+K,0iy K,L,y+K,L; " 
Ky Ki/\I, Li) \Kit,+Kil, Kil,y+Ki Tt; }’ 
das ist aber gerade die dem Produkt zugeordnete Matrix, also der Hilfs- 
satz bewiesen. 

Die Konstruktion des unendlichen Schiefkérpers verliuft nun so: Es 
sei K ein beliebiger kommutativer Kérper der Charakteristik Null. Wir 
bilden den Kérper P = K(2,, %q,---5 Yj» Yar +++)» Uj» ¥ je abzahibar viele 
Unbestimmte. P soll das Zentrum unseres Schiefkérpers werden. Wir bil- 
den P(jz,). Es seien a, By) beliebige Zahlen aus P(yz,) und af ihre 


Konjugierten iiber P, dann bildet die Gesamtheit der Matrizen * ” ai 


, 
@ &@ 


einen verallgemeinerten Quaternionenkérper O, mit dem Zentrum P (daB 
das wirklich ein Schiefkérper ist, werden wir iibrigens gleich beweisen). 
Wir nehmen an, es sei bereits gezeigt, daB & =O, x... >< O, ein 
Schiefkérper ist, und wollen es fiir @*” zeigen. Nennen wir den Schief- 
kérper, der genau so definiert ist wie g™, nur statt P als Zentrum 
Pm K(2,, 00+) us Bargses + Yar Yo» +++) besitat,, K™, 80 ist KR = K™ >< P(r, Tns)s 
wobei das direkte Produkt iiber P erklart ist. Es ist aber P(x, ,,) iiber P mit 
P(yZ,,,) isomorph, Z, ,, ebenfalls eine Unbestimmte. Daher ist ® > P(z, , ,) 
isomorph ® > P(/Z,,,), das wiederum mit 


RK” x P(Vz,,,)=R™ x P(yVz,,;)- 
Also besitzt @ >< P(yz,,,) keine Nullteiler, ist daher ein Schiefkérper. 
Das direkte Produkt @°*®— >, ,, besteht nach dem Hilfs- 


K, Ynsiks rr FF . 
R! gr) K,, K, Matrizen 


einer Darstellung von & >< P(jz,,,) in P(Vz,, Va, .--, V2q_4,) Wir 


satz aus allen Matrizen der Form A= rs 
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haben zu zeigen, daB &*” keine Nullteiler besitzt, oder, was dasselbe 
ist, daB jede Matrix A die Determinante —( oder eine Reziproke besitzt. 

Wir nehmen an, es sei |A| = 0. Dann kénnen wir die Koeffizienten von 
K, und K, als ganze rationale Funktionen von y, ,, annehmen, die y, ,, nicht 
als gemeineamen Teiler haben. | A| 0 mu8 identisch in y, , , erfiillt sein, also 


0 
auch fiir y,,,=0. Dann wird A zu ar—(* a} z, (und 2{), 2{ sind Ma- 


trizen, die Elemente aus & > P(j/z,,,) darstellen, wenn wir als Dar- 
stellung von & > P(yz,,,,) diejenige nehmen, die durch direkte Produkt- 
bildung der Darstellungen der ©,, wie sie im Hilfssatz angegeben sind, 
entsteht. Dabei sind simtliche Basiselemente von > P()z,,,) iiber 
P(yz,,,), namlich e,&,,, (¢=1,...,m), und deren Produkte durch 
Matrizen B, dargestellt, die frei von y,,, sind, daher geht beim Nullsetzen 
von ¥,,; das Element K,— 5 o,(y,,1) B, wieder in ein Linearaggregat 


2o,(0) B, iiber, das auch ein Element von *”><P(/z,,,) darstellt, also, 


wenn von Null verschieden, ein Reziprokes besitzt. 

Mit A hat auch A® keine Reziproke, das ist aber nur dann der Fall, 
wenn z, und z; Null sind, da sie sonst als Elemente des Kérpers 
g >< P(Vz,,,) Reziproke haben miiBten, also die Matrix 


( ef ; ) 
mf at - 
—a2i~* af ay 2m" 


invers zu A® wire. Es sind also K, und K; durch y, , , teilbar, K,=y, ,, L,, 
Ki=y,,,L{. Wir heben y,,, aus der ersten Zeile von A heraus und 
bekommen ~ m:* =0. Daraus folgt jetzt genau so, daB K, und K; 
a a+i 
durch y,,, teller sein miissen, damit haben wir aber einen Widerspruch 
zur Annahme, daB K, und K, durch y,,, nicht gekiirzt werden kénnen. 
Daher ist O, <...>< O,,, ein Schiefkérper. Der Beweis gilt auch fiir O, 
selbst, da der Hilfssatz nicht benutzt, daB ©, Schiefkérper. 
Das unendliche Produkt D, >< D, ><... ist ein Schiefkdrper. 
Verlangen wir als Zentrum den Kérper der rationalen Zahlen, so 
scheint die Frage nach der Existenz von Schiefkérpern, die wie die eben 
gebildeten direktes Produki von Schiefkérpern vom selben Index sind, viel 
schwieriger zu sein ‘*). 


4) Anmerkung bei der Korrektur 7.3. 1931: Herr H. Hasse hat mir soeben 
brieflich mitgeteilt, da8 ihm der Nachweis der Gleichheit von Exponent und Index 
fir zyklische Dicksonsche Schiefkérper mit einem algebraischen Zahlkérper als Zentrum 
gelungen ist. 
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§ 4. 
Die Zerlegung eines unendlichen Schiefkérpers. 


Nachdem wir die Existenz von unendlichen Schiefkérpern sicher- 
gestellt haben, kénnen wir daran gehen, ihre allgemeine Theorie in Angriff 
zu nehmen. 

Wir machen iiber unsere Schiefkérper zuerst folgende Voraussetzung I: 

R sei Schiefkérper tiber dem Zentrum P. Wir verlangen, dap & ab- 
zdhlbar ist tiber P (es gibt also eine Folge «,,a,,... von Elementen aus &, 
so daB sich jedes Element « darstellen 148t als Linearkombination endlich 
vieler «; mit Koeffizienten aus P) und da endlich viele Elemente aus & 
immer in einem Schiefkérper tiber P liegen, der P nicht als Zentrum zu 
besttzen braucht, aber endlichen Rang iiber P haben soll”). 

Die Frage, die durch die obigen Beispiele nahegelegt wird, ob jeder 
so definierte Schiefkérper unendliches direktes Produkt endlicher Schief- 
kérper ist, ist ungelést. Wohl aber wollen wir den Satz beweisen: 


Jeder abzahlbar unendliche Schiefkérper R mit dem Zentrum P, der 
die Higenschaft hat, daB je endlich viele Elemente in einem endlichen 
Schiefkérper mit dem Zentrum P liegen, tst unendliches Produkt endlicher 
Schiefkérper mit dem Zentrum P. 

Diese engeren Voraussetzungen iiber @ wollen wir mit II bezeichnen. 

Der Beweis lauft auf eine Verallgemeinerung des folgenden Wedderburn- 
schen Satzes hinaus **): 

Ist & ein endlicher Schiefkérper mit dem Zentrum P und &, ein 
echter Unterschiefkérper mit demselben Zentrum P, so gibt es einen 
anderen Schiefkérper %, mit P als Zentrum, so daB R — R, x K,. 

Ich stiitze mich dabei auf folgenden Satz, der eine Verallgemeinerung 
von § 1a) ist: 

Ist &, ein endlicher Schiefkérper iiber P als Zentrum, & ein beliebiger 
mit P als Zentrum, so ist das direkte Produkt &, =< & ein vollstandiger 
Matrizenring in einem Schiefkérper &, mit dem Zentrum P, 


&, < = Mn(*,) *”). 


Es sei also & ein beliebiger Schiefkérper mit dem Zentrum P, , ein 
endlicher Unterschiefkérper von ® mit dem Zentrum P und dem Index m. 


15) Es scheint schwierig festzustellen, ob die Forderung, da8 & abzéhlbar und 
jedes Element Wurzel einer Gleichung mit Koeffizienten aus P ist, weiter ist als die 
obige. Fir alle weiteren Beweise ist die obige Definition unerl&Blich, ja sogar gréBten- 
teils noch zu weit. 

16) Vgl. Wedderburn, Transactions of the Amer..Math. Soc. 22 (1921). 

1”) Fir den Beweis vgl. N,. 
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Wir bilden das direkte Produkt o = &,>< &;'><®, &;* der zu &, rezi- 
proke Schiefkérper, der denselben Index m wie S&, besitzt. Fiir die direkte 
Produktbildung gilt das assoziative Gesetz. Also wird einerseits, da 
R, < K7* = Ma(P) nach §1b), 0 = My(P)>< & = My(K), anderer- 
seits 0 = R, x (Ri ><). Da &, Unterschiefkérper von & ist, umfabt 
R;*>< KR den Ring Rz* >< KR: = Mw(P). Genau so wie beim Beweise des 
ersten Satzes von §2 folgt daraus, weil @;* >< & = M,»(K’) sein muB, 
daB r*>m* ist. Einerseits ist also 0 = Dt,.(&), andererseits gleich 
M,-(K’) < KR, = M(K”) mit s*>r*>m*. Die Darstellung von o als 
Matrizenring iiber einem Schiefkérper ist aber eindeutig, d. h. es muB 
s*=r*? =m‘ und &’ =< R, isomorph &”, isomorph & sein. Also besitzt 
selbst eine Darstellung & = &’ = &,, R’ isomorph &’, KR, isomorph &, . 
Wie wir am Beginn von §5 zeigen werden, gibt es aber einen Auto- 
morphismus von § (sogar einen inneren), bei dem dem endlichen Unter- 
schiefkérper &, der Schiefkérper &, zugeordnet ist. Dabei ist §’ ein %’ zu- 
geordnet, also ist © —§R’><8,; die gesuchte Verallgemeinerung des 
Wedderburnschen Satzes ist damit gefunden. 

Alles weitere ist sehr einfach: Ich lege eine Basis a,,a,,... von & 
iiber P zugrunde, bilde einen endlichen Schiefkérper R, mit dem Zentrum P, 
in dem a, liegt. Dann wird 8 = 8, <x &™. Ich bilde weiter einen Schief- 
kérper &;>8,, der «, umfaBt. Einen solchen gibt es, da ja &, eine 
endliche Basis iiber P besitzt, also jeder Schiefkérper, der diese endliche 
Basis und «, umfaBt (einen solchen mu es nach Voraussetzung geben), 
auch &, umfaSt. Es wird R/—=— &, < K, und R= K, <x KR, =< KR. Fahre 
ich so fort, so enthalt das unendliche Produkt &, = &, ><... alle Elemente 
aus %, also R= KR, <x R,x<..., ged. 

Wir nennen einen Schiefkérper & mit dem Zentrum P einfach, wenn 
er keinen echten Unterschiefkérper mit demselben Zentrum P umfaBt. 
Aus dem obigen Satz von Wedderburn folgt sofort, daB unser unendlicher 
Schiefkérper & sogar direktes Produkt von einfachen Schiefkérpern ist. 

Es taucht sofort die Frage auf, ob diese Zerlegung in einfache Schief- 
kérper bis auf Isomorphie tiber P eindeutig ist. Fiir die Zerlegung von 
§ 1d) eines endlichen Schiefkérpers in paarweise teilerfremde Schiefkérper 
hat R. Brauer die Eindeutigkeit nachgewiesen **). 

Wir wollen jetzt ein Beispiel bringen, daf diese Zerlegung in einfache 
Faktoren nicht eindeutig zu sein braucht. 

Es seien ©, und ©, die ersten beiden Quaternionenkérper, die 
wir im vorigen Paragraphen konstruiert haben, wobei wir jetzt nur 
P = K(z,, 2, Y¥,;,Y,) nehmen wollen’ Die Elemente &,& und 7, (das 








18) Vgl. B., 8.106. 
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ist das zweite ©, erzeugende Element mit 4} =y, und n;*é,», = —é,) 
erzeugen wegen 9, &, & 1, = —é, &, einen Quaternionenkérper O, CO, =< O, 
mit dem Zentrum P. Nach dem obigen Wedderburnschen Satz reduziert 
sich unsere Behauptung darauf, daB ©, weder mit ©, noch mit O, tiber 
P isomorph ist**). 

Wir untersuchen, ob ©, einen zu P(é,é,) isomorphen Unterkérper 
hat. Dann mu8 es ein Element aus ©, geben, dessen Quadrat gleich z, x, 
ist, denn (£,&,)*=2,2,. Es mu8 daher eine Gleichung 


of + ee, +, (of — 97 2,) = &, 
bestehen, 0,,0,, 0,,6, aus P. Diese Gleichung ist aber unméglich, wie 
man so einsieht: 

Wir fassen die linke Seite als Summe von rationalen Funktionen von 
%,,%_» Yy> Yq Mit Koeffizienten aus K auf, bringen die Quadrate 0}, of auf 
gemeinsamen Nenner N, der ein Produkt von Quadraten von Polynomen 
ist. Multiplizieren wir mit N herauf, so bekommen wir links eine Summe 
der Form o0;/*+ 0;*2,+ y, (o{? — 05° 2,) = 2,2,N. Vergleich der héch- 
sten in den Summanden vorkommenden Potenz von 2, fiihrt auf einen 
Widerspruch, sie ist namlich links gerade, rechts ungerade. 

Wohl aber gilt die Verallgemeinerung des Brauerschen Ergebnisses: 

Jeder unendliche Schiefkérper 8, der der Voraussetzwng II geniigt, 
ist direktes Produkt teilerfremder Schiefkérper 1) R = Ry, >< Rp, ><..., 
die threrseits Produkte von einfachen Schiefkérpern sind. Die Zerlegung 
1) ist bis auf Isomorphie iiber P eindeutig. 

Dabei bedeutet &,, einen eventuell unendlichen Schiefkérper, der nur 
Elemente enthilt vom Grad p} iiber P, und teilerfremd heifen jetzt zwei 
Schiefkérper, in denen die Grade zweier beliebiger Elemente iiber P immer 
teilerfremd sind. 

Der erste Teil folgt leicht aus den Resultaten von Brauer. Wir bilden 
wie oben eine Folge von endlichen Schiefkérpern 


RK, CR, >< KR, CR, >< Ry >< Ryc..., 


deren Vereinigungskérper & ist. Wir-bilden nach §14) die Zerlegungen 
von §,,8,,... in teilerfremde, zu Primzahlen gehérige Faktoren. Das 
direkte Produkt aller zur Primzahl p, gehérigen, so gewonnenen Schief- 
kérper liefert den Schiefkérper §,,, dessen Rang eventuell unendlich iiber 
dem Zentrum sein kann. Da jedes Element von & in einem endlichen 


1%) Es sei darauf hingewiesen, daB® der Zusatz ,iiber P isomorph“ nicht iiber- 
fliissig ist, denn machen wir ihn nicht, sondern verlangen wir nur Isomorphie schlecht- 


hin, so ist klar, daB schon ©, und ©, isomorph sind, wir brauchen nur K (2,, 2, ¥;, Ys) 
so sich selbst zuzuordnen, daB 2, <> 2, y, <> Yq ist. 
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Produkt &, < ...>< &, liegt, wird & gleich R = R,, < Kp, <..., wenn p, 
simtliche bei der Zerlegung der &; vorkommenden Primzahlen durchliuft. 

Die Eindeutigkeit dieser Zerlegung sieht man so ein: Es sei = &,, x ®, 
& zu &,, teilerfremd, eine Zerlegung, & = R,, >< RK’ eine zweite. Es sei 
Ry, = R, >< KR,><... eine Zerlegung von §,, in endliche Schiefkérper, 
&, vom Index p{', entsprechend 8), = Ri =< R <..., R/ vom Index pit , 
Wir bilden &7* =< & = KR? < Rj, >< KR’. Es ist 


Rz* >< R= RF" >< My >< My ><... >< R= Myans(Ke ><... >< R). 


Es sei &;' >< %y, = Mpi?(2). Da @ und §’ teilerfremd sind, ist 2 >< #’ 
ein Schiefkérper, es muB also p/? = p** sein und wie aus 


Mp ans (y,) — (Ss >< KT?) >< Mp, — Ks >< (KT >< My.) = Myens( Ks > 8) 


folgt, ist @, isomorph einem Unterschiefkérper #, von ®;,. 

Wir bilden, was nach den Voraussetzungen iiber & méglich ist, einen 
endlichen Unterschiefkérper von §,, mit dem Zentrum P, der @, und &; umfaBt, 
also gleich ®, > &, wird. Wir setzen ®,>< %>< ... = @™ und K,, = K,>< Kf. 
Wenden wir die obigen Uberlegungen statt auf @ auf die als iso- 
morph erkannten Schiefkérper 8,” = &’ und &;" >< & an, so folgt, daB &, 
isomorph einem Unterschiefkérper #%, von &,>< &,><... wird, also wenn 
wir ,= 8, setzen, R,, = &,<R,< RY. Nun bilden wir analog einen 
Unterschiefkérper von @,,, der &,> , und S&, umfaBt, also die Form 
&, < KR, =< K, hat, dem entspricht ein Unterschiefkérper @, =< ®, =< &, von 
&,,. Wir setzen dieses abwechselnde Verfahren beliebig weit fort. Das un- 
endliche Produkt &,>< &,><... ist gleich %;,, da ja jedes &; in einem 
Produkt #, =< &,>... liegt. Ebenso ist %,,— %,>< &,>..., also Rp, iso- 
morph $;,, da &; isomorph &,. 


§ 5. 
Die Automorphismengruppe der unendlichen Schiefkérper. 


Am Schlu8 von § 1 erwahnten wir den Satz, daB jeder Automorphismus 
eines endlichen Schiefkérpers, bei dem das Zentrum elementweise in Ruhe 
bleibt, ein innerer ist. Die Frage, ob dieser Satz auch fiir unsere unendlichen 
Schiefkérper zutrifit, ist zu verneinen. 

Wir nehmen als Beispiel wieder einen Schiefkérper 2 = R, <x R, x<..., 
&, endlicher Schiefkérper. Es sei A, ein von der Identitat verschiedener 
Automorphismus von &,. Der aus den A; zusammengesetzte Automorphis- 
mus von & 1a8t sich nicht durch Transformation mit einem Element z 
aus @ erzeugen, da x in einem endlichen Produkt ®,><...>< &, liegen 
muB, jedes Element aus &,,, >< &,,.><... ist aber mit allen Elementen 
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von &,><...>< &, vertauschbar, die Transformation mit 2 wiirde also fiir 
R,.,>< &,,.><.-. den identischen Automorphismus bedeuten. 

Trotzdem werden wir zu einem vollen Uberblick iiber simtliche Auto- 
morphismen gelangen. Das wichtigste Hilfsmittel wird der folgende Satz sein: 

Es sei & ein beliebiger Schiefkérper mit dem Zentrum P. Es seien 
YU und UA’ zwei tiber P isomorphe Unterschiefkorper endlichen Ranges iiber 
P. Dann gilt: Dieser Isomorphismus ° wird durch einen inneren Auto- 
morphismus von & tiber P erzeugt. 

Fiir den Beweis*) brauchen wir den Hilfssatz: 

Fiir und U gelten die obigen Voraussetzungen. Wir bilden R x Y. 
Vertragt ein Rechtsideal x des Ringes  < U alle inneren Automorphismen 
von &, so ist es das Null- oder Hinheitsideal™). 

Dabei versteht man unter der Ausfiihrung eines inneren Automorphismus 
von & auf das Ideal r folgendes: Jedes Element z aus @ =< Y% hat die Form 
«= Sk,a,, k; aus ®, a, aus Y. Bei dem inneren Automorphismus A gehe 
k; in kj tiber. Dann gehe nach Definition z durch A in 2’ = Ska, iiber. 
Das r durch A zugeordnete Ideal ist dann definiert als die Gesamtheit der 
Elemente y’, y beliebig aus r. 

Wir bilden 0 =>", U* der zu W resiproke Kérper. Fs sei 
ein von nun an fester reziproker Isomorphismus 0 gegeben, bei dem a<+ a, 
a aus WU, « aus U~*. Wir bilden das Differenzenrechtsideal 


B={...(a—a)...}R«U", 


das von allen Differenzen durch © einander zugeordneter Elemente erzeugt 
wird und das offenbar auch in der Form $ = {...(a,—a,)...}® =< WU 
geschrieben werden kann, wenn ¢,4,,...,@, eine Basis von & iiber P ist, 
e das Einheitselement. Wir zeigen, daB % mit dem §-Rechtsmodul 
M = {...(a,—a,)...}R zusammenfallt. Dazu brauchen wir nur zu be- 
weisen, daB jedes Element (a,;—a,)a in M liegt. Es ist aber, wenn a das 
« durch © zugeordnete Element ist, a,a — a,« = (aa,—«,a) —(a—a)a,, 
also Summe zweier Elemente aus 2. 


%) In N, wird dieser Satz mit Hilfe der Darstellungstheorie bewiesen. Der vor- 
liegende Beweis ist eine leichte Verallgemeinerung eines anderen, von E. Noether 
stammenden Beweises (Vorlesung iiber nichtkommutative Algebra 8.-S. 1928), den wir 
deshalb bringen, weil sich in einem analog liegenden Fall, némlich bei kommutativen 
Ringen (vgl. G. Kéthe, Ein Beitrag zur Theorie der kommutativen Ringe ohne 
Endlichkeitsvor t2ung, § 2, Géttinger Nachrichten 1930, 8. 195), der Beweis, der 
ohne Darstellungstheorie gefiihrt wurde, leichter verallgemeinern lieB. 

*t) Der Beweis des Hilfssatzes ist durchgefirt in N,. Vgl. auch die in Anm. 19 
zitierte Arbeit von mir, § 1, wo genau dasselbe fir kommutative Ringe bewiesen wird. 
Der Beweis 148t sich fast wortlich auf Schiefkérper tbertragen. 











32 G. Kathe. 


Der Restklassenring 0/8 hat héchstens den Rang 1 in §, da fiir ein 
beliebiges Element aus o eine Kongruenz Sa,k;= Sa;k,=k(B) gilt, 
k,, k aus &. Andererseits ist } — IM, das héchstens den Rang m — 1 in 
bezug auf & hat, da a,—a,,a,—,,...,@,—a, eine Basis von Mt ist. 
Der Rang von § ist also m —1, 0/$ hat den Rang 1. 

Wir bilden zu § die simtlichen konjugierten Ideale 


RY —k Pk = {...(k*ak—a)...}0, 


k beliebig aus &. Der Durchschnitt aller B®, [...B™...], vertriigt alle 
Automorphismen von §& und ist echtes Unterideal von 0, also nach dem 
Hilfssatz gleich Null. Da jedes Ideal &-Modul und o selbst endlicher §- 
Modul ist, wird Null schon Durchschnitt von endlich vielen $™, es sei 
insbesondere 0 = [,,..., B,,] eime unverkiirzbare solche Darstellung, d. h. 
eine Darstellung, in der kein $8; mehr weggelassen werden kann. Nach 
dem Zusammenhang von direktem Durchschnitt und direkter Summe”*) 
folgt, wenn wir r,— [,,..., B;_,, B,.,,---> B,,] setzen, eine Darstellung 
von o als direkte Summe 0 = r,+ t,+...-+1,,, die r, sind, da o = 8, + 1, 
und r,<«+0/$,, vom Rang 1 iiber §, also einfache Rechtsideale. o ist daher 
vollstaindig reduzibel. 

o ist auch zweiseitig einfach nach dem Satz, da8 ein vollstandig re- 
duzibler Ring zweiseitig einfach ist, wenn sein Zentrum ein Kérper**). 
Denn das Zentrum von 0 ist gleich dem Zentrum von &~*, also ein Kérper. 

Man zeigt nach N, , 8.663, daB es eine Zerlegung 1) 0 = $ +1r=— $+ e,0 
gibt, e, Linkseinheit von r. Es ist e,0, da vom Rang 1 in bezug auf &, 
auch gleich e,@, es wird daher e, U~*Ce, ®, es erzeugt also e, eine rezi- 
proke Isomorphie von %~* auf einen Unterkérper von &, und zwar gerade 
den Isomorphismus © von Y%~* auf Y%: Nach 1) zerfillt jedes Element 
aus 0, also auch a=a’+e,a und «=a’+e,a. Da a—a in § liegt 
(a und «@ sollen nach © einander entsprechen), muB e,a — e,a =O sein, 
also wird dem Element « durch e, gerade a zugeordnet und dem Produkt a, «, 
das Produkt a,a,, q. e. d. 

Ist nun &’ der gegebene zu & isomorphe Schiefkérper, a<+a’ der 
Isomorphismus [, so sei £ ein reziproker Isomorphismus von %’ auf Y~*, 
der dem Element a’ aus %’ dasselbe Element a zuordnet wie © dem Ele- 
ment a aus &. = entspricht das Ideal ¥ — {...(a’—«)...}.0 und es wird 
o = $+-e,0, e, erzeugt den Isomorphismus =. 

Da o vollstandig reduzibel und zweiseitig einfach ist, sind e,o und 
€,0 operatorisomorph™*), d. h. es gibt eine eineindeutige Zuordnung r<>r’ 


*) Vgl. N,, 8. 652. 
%) Vgl. N,, 8. 661. 
%) Vgl. N,, 8. 665/666. 
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der Elemente aus e,0 zu denen aus e,0, so daB r,+17,<>1r, +7, und 
r,x~++1r,x, x beliebig aus 0. Bei dieser Zuordnung entspreche e, das Ele- 
ment e,k. Wegen der Operatorisomorphie ist ¢,a<+ ¢, ka = e,ak =e, ak. 
Andererseits ist e,a=e,a'«+e,ka’. Es ist daher e,ak=e,ka’, also 
ak=ka’, a’ =k“ ak, dh. f wird durch Transformation von & mit k 
erzeugt. 

Dieser Satz legt es nahe, die ganze Automorphismengruppe % von & 
iiber P zu topologisieren nach dem Vorbild von W. Krull bei den unendlichen 
algebraischen Kérpern*). 

& erfiille die Voraussetzung I. Dann gibt es eine Fundamentalfolge 
von endlichen Schiefkérpern PCU,CU,c.... UW, braucht nicht das Zen- 
trum P zu haben, kann sogar kommutativ sein, es mu8 nur schlieBlich 
jedes Element von & in einem Y; liegen. 

Wir machen & zu einem topologischen Raum: Jedem Automorphismus A 
ordnen wir eine abzihlbare Menge von Umgebungen U,(A) zu durch die 
Festsetzung: Ein Automorphismus B gehért dann und nur dann zur Um- 
gebung 11,(A), wenn er den Schiefkérper WU; elementweise in denselben 
Schiefkérper UW; iiberfiihrt wie A. 

Die vier Hausdorfischen Umgebungsaxiome™) sind erfiillt: 

a) A liegt in seinen Umgebungen. 

b) Der Durchschnitt zweier Umgebungen U,(A) und Ul, (A) ist wieder 
eine Umgebung, namlich U,(A), wenn ¢< k. 

c) Liegt B in U,(A), so ist U,(B) = U,(A). 

d) Sind A und B verschiedene Automorphismen, so gibt es mindestens 
ein Element x aus &, fiir das die konjugierten Elemente verschieden sind, 
also sind A und B fiir Y,, U;>a, verschiedene Isomorphismen, d. h. U,(A) 
und U,;(B) sind elementefremd. 


Zwei verschiedene Umgebungssysteme, die durch verschiedene Funda- 
mentalfolgen definiert sind, sind aquivalent. Das folgt leicht aus der Voraus- 
setzung I. 

In @ ist, da es topologischer Raum, der Begriff des Haiufungspunktes 
und des Limes erklirt. Nun sind wir in der Lage, den Satz zu beweisen: 

Die Gruppe © aller Automorphismen von & iiber P ist die abge- 
schlossene Hiille der Gruppe der inneren Automorphismen. 


Das folgt sofort aus dem obigen Satze, der ja besagt, daB in jeder 
Umgebung eines beliebigen vorgegebenen Automorphismus A ein innerer 


%) Vgl. W. Krull, Galoissche Theorie der unendlichen algebraischen Erweiterungen, 
Math. Annalen 100, 8. 687, zitiert als K. 


*) Vgl. F. Hausdorff, Mengenlehre, 2. Aufl., 8. 228 (A) (B)(C), S. 229 (5). Vgl. 
euch K., § 1. 


Mathematische Annalen. 105. 8 
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Automorphismus liegt, also ist A Haufungspunkt von inneren Automorphismen; 
da die Umgebungen von A sogar abzahibar sind, ist A Limes einer Folge 
von inneren Automorphismen. 

Wir wollen die topologische Struktur von G noch etwas naher unter- 
suchen. Der Leser iiberlege sich dann selbst den Unterschied von der 
Struktur der Galoisschen Gruppe eines abzihlbaren Zahlkérpers*’). 

@ erfiillt das erste Abzahlbarkeitsaxiom™*’), es gibt ja nur abzahlbar 
viele Umgebungen eines Punktes. 


@ erfiillt dann und nur dann das zweite Abzahibarkeitsariom™), 
wenn P abzdhibar ist. 


Ist P abzahlbar, so auch &. Die Umgebung U,(A) eines beliebigen 
Automorphismus ist gleich der Umgebung U,(B) eines inneren Automor- 
phismus B. Es gibt aber nur abzahlbar viele innere Automorphismen, also 
auch nur abzahlbar viele Umgebungen. 

Es sei P nicht abzihlbar. Unter den %; der Fundamentalfolge gibt 
es bestimmt einen echten Schiefkérper U,. Es sei G das Zentrum von Y, 
und z, und 2, zwei iiber © linear unabhangige Elemente von Y,. Die 
Elemente z,-++-o2,, @ beliebig aus P, erzeugen lauter verschiedene Auto- 
morphismen von Y%, auf sich, also liegen sie auch in paarweise elemente- 
fremden Umgebungen, deren es also mehr als abzahlbar viele gibt. (Das 
gilt auch fiir jedes aquivalente Umgebungssystem, da ja jede unserer obigen 
Umgebungen eine des fdquivalenten Systems umfaSt.) DaB die Auto- 
morphismen alle verschieden sind, folgt daraus, daB z,-+- 0,2, nicht mit 
2,+ @,%, vertauschbar ist, da es offenbar nicht die Form s(z, + 0,2.) 
hat, s aus ©. 

@ ist nie kompakt. P muB, da es keinen Schiefkérper mit endlich 
vielen Elementen gibt, wenigstens abzihlbar sein. Es sei U, wie oben ein 
echter Schiefkérper. 0,, 0,,.-. sei eine Folge von verschiedenen Elementen 
aus P, die Elemente z,-+-0;2, erzeugen eine Folge von Automorphismen, 
die keinen Haufungspunkt hat, da sie fiir M&, lauter verschiedene Auto- 
morphismen liefern. 

Genau so wie bei unendlichen algebraischen Zahlkérpern 148t sich ein 
konvergentes unendliches Produkt**) definieren, so da8 im Sinne dieser er- 
weiterten Gruppenmultiplikation @ durch die inneren Automorphismen er- 
zeugt wird. Wir wollen darauf nicht naher eingehen. 

Inwieweit sich die anderen in § 1 erwahnten Tatsachen der Galois- 
schen Theorie auf unendliche Schiefkérper iibertragen, steht noch dahin. 

*7) Vgl. dazu K., § 3. 

*) Vgl. F. Hausdorff, loc. cit. 8. 229. 

) Vgi. K., § 3. 
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§ 6. 
Die Gruppe der unendlichen Schiefkérper. 


Wir wollen hier die Frage behandeln, ob und wieweit es méglich ist, 
die in § 1 betrachtete Gruppe der endlichen Schiefkérper zu erweitern 
durch Hinzunahme unendlicher Schiefkérper. Wir werden dieses Problem 
lésen fiir unendliche Schiefkérper, die der Voraussetzung II geniigen. Fiir 
Schiefkérper, die nur I erfiillen, habe ich noch keine Resultate erhalten, 
auBer dem naheliegenden, daB das direkte Produkt zweier solcher Schief- 
kérper wieder zweiseitig einfach ist. 

Es sei 8 = &, < ®,><..., die &; endliche Schiefkérper vom Index n,. 
Bilden wir & =< &~*, so wird 


R >< R-* = (Ry >< RZ") >< (My >< Ky*) < ... = Ment (P) >< Mens (P) ><... 


Wenn wir also eine Gruppe bilden wollen, in der auch unendliche Schief- 
kérper vorkommen, miissen wir in die Einheitsklasse nicht nur Matrizen- 
ringe endlichen Ranges iiber P nehmen, sondern auch gewisse unendliche 
direkte Produkte von endlichen Matrizenringen iiber P. 

Um die Frage entscheiden zu kénnen, ob das immer méglich ist, leiten 
wir den Satz ab: 

Es seien &,,8,,... unendlich viele endliche Schiefkérper, deren In- 
dizes Potenzen p" (r;>0) einer festen Primzahl p sind. Wir bilden die 
direkten Produkte ®,><...><®n—= D2 (R™). Wachst der Rang ky, mit n 
tiber alle Grenzen, so ist das unendliche direkte Produkt 0 =&,><&, ><... 
tsomorph dem unendlichen Produkt M,»(P) >< Mp»(P)><.... 

Zum Beweise gehen wir so vor: Wir zeigen, daB o einen Unterring 
M,=(P) < M,»(P) ><... besitzt, der sich so wahlen laBt, daB er jedes 
Element aus o enthilt. 

&, hat den Index p”. Wir kénnen nach Voraussetzung ein Produkt 
R, ><... >< Rn = Daz (KR) mit so groBem n bilden, daB p*” Teiler von kt 
ist, kf = p*” 1°. Fiir &,><...><®, kénnen wir auch schreiben Mt,2(P)<&™. 
Es ist nach § 1 &:><R7*= Mt" (P). Es ist also M,2(P) = Ri < Kr *>< Mp(P), 
wobei der Strich bedeuten soll, da8 &{; wohl mit §, isomorph, aber nicht 
identisch zu sein braucht. Ich behaupte aber, da8 wir & so wahlen 
kénnen, daB &,><...>< &, tatsichlich gleich ®:>< Ki*>< Mn (K™) wird, 
also &, Unterring des Matrizenringes &; >< R7*= M,«r,(P) in o. 

Das folgt so: Wir bilden ®, ><... < ®,>< R7*> = Mpars (Ra ><... < Ke) 
= M2(P) =< R™ >< RT". Der Automorphismenkérper von &, <...>< 8, 
ist isomorph mit dem von &™> jz", also auch &y><...>< 8, mit 
Ms (P)< KR" >< R72, oF=——-, ah. ><... 8, hat die Form 


pt” 4 


3* 
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M2 (P) < KR” ’>< K:-*, also 
Ry ><... >< Ry = Ki >< KI? >< Mee (KR) = Mp ars (P) >< Me (P) < KR”, 
d. h. &, C Mpars (P). 

Wir setzen das Verfahren fort. Wir zeigen beim nachsten Schritt, daB 
R,><...><K, in einem Matrizenring mit Koeffizienten aus P liegt. Wir 
zeigen, daB alle Elemente aus g@”’ als Matrizen mit Koeffizienten aus P 
aufgefaBt werden kénnen. Dazu nehmen wir ein Produkt 

PR 7 ed RR ee | ee 
mit so groBem m, so daB &” < Rus ><... >< Raim—= Miz, (Laem) mit 
kim > p*” wird, p™ der Index von &”’. Dann ist wie oben 
RO Rags <2. < Ram = RO >< Kc Ms (P) >< Bern 
= Myer (P) >< Diz (P) >< Laem, KC Mpan(P), 
also das ganze Produkt %, >< ...>< &, © M,«r.(P) < Miz (P) < M+ (P). 

Setzen wir dieses Verfahren beliebig weit fort, so folgt, daB o gleich 
dem unendlichen direkten Produkt der so yewonnenen Matrizenringe in P 
ist, deren jeder in direkte Faktoren der Form Qt,:(P) zerlegt werden kann. 

Daraus folgt sofort der Satz: Zs sei m = M,»(P) >< M,»(P) ><... das 
unendliche direkte Produkt von IN,.(P) mit sich selbst. Es sei ein end- 
licher oder unendlicher echter Schiefkérper mit dem Zentrum P, der II 
erfiillt und dessen direkte Faktoren sdmtlich Schiefkérper R; vom Index p" 
sind. Dann gilt R<xM—=—M. 

Denn es ist nach dem vorigen Satz & >< & ><... = M»(P) < M»(P) ><... 
und daher & =< It = M. 

Dieser Satz ist deswegen bemerkenswert, weil er ein Beispiel dafiir 
gibt, daB die Eindeutigkeitsaussage des Satzes von Wedderburn-Artin fiir 
diese zweiseitig einfachen Ringe nicht mehr gilt: Es ist nicht richtig, dab 
ein zweiseitig einfacher Ring, der sich als direktes Produkt eines unendlichen 
Produktes von Matrizenringen und eines Schiefkérpers darstellen 148t, nur 
diese eine Zerlegung bis auf Isomorphie besitzt. 

Andererseits folgt sofort, daB es unméglich ist, einen unendlichen 
Schiefkérper & = R, < KR, < ..., KR; vom Index p” (r,> 0), zur Gruppe der 
endlichen Schiefkérper hinzuzufiigen. Denn & =< ®~*= M,»(P) =< M,»(P)>x... 
miiBte in der Einheitsklasse der Gruppe sein, wegen des obigen Satzes 
aber auch jeder Schiefkérper &’ mit einer Zerlegung, in der nur Schief- 
kérper &; mit Indizes p” vorkommen; diese Klasseneinteilung wiirde der 
Brauerschen widersprechen, in der &’+P nicht in der Einheitsklasse liegt. 

DaB es tatsichlich solche unendlichen Schiefkérper gibt, haben wir in 
§ 3 gesehen. ‘ 

Anders steht es mit den in § 2 betrachteten unendlichen Schiefkérpern, 
die direkte Produkte von teilerfremden endlichen Schiefkérpern sind. 


n+l 
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Es sei I= Mper,(P) < Mp2.(P) <... unendliches Produkt teiler- 
fremder Matrizenringe. Es sei = 8, =< %,>... ebenfalls Produkt teiler- 
fremder Schiefkérper , vom Index p*. Wir bilden 0 = I<. Es sei 
o = M’ x K’ eine andere Zerlegung, Nt’ und &’ wieder unendliche Produkte 
teilerfremder Matrizenringe bzw. endlicher Schiefkérper. Dann gilt der Satz: 

Die Zerlegung 0 = M >< K ist bis auf Isomorphie iiber P eindeutig. 

Beweis. In der zweiten Zerlegung 0 = I’ =< &’ sei 

WM’ = Mp ar; (P) >< Mpa: (P) x... und §’=&i =<; >..., 
&; habe den Index p3i, rj, s{ eventuell Null. Wir bilden M—=— IM =< KR >< K=*, 
das auch gleich St’ >< &’ = R~*= M”« Ki’ x Ky’ ><... ist, Kj’ der Auto- 
morphismenkérper von §{ =< 8; *. Es wird, wenn wir auch I und M” 
in teilerfremde zu den einzelnen p, gehérige Faktoren It,(P) bzw. Mj’(P) 
zerlegen, Wt;(P) >< Mte(P) ><... = My'( Ky’) >< Mes Rs’) ><... 

Unser Satz ist bewiesen, wenn t;(P) = M/’(P) und &;’=P gezeigt 
ist, denn das bedeutet, daB &/>< §;* Matrizenring in P ist, das ist nur 
dann der Fall, wenn &; isomorph Sj ist; aus t;(P) = Wj’(P) folgt dann 
sofort M,2*,(P) isomorph Wt, 27;(P). 

Offenbar ist Mt;($;’) Unterring eines endlichen direkten Produktes 
NM = M,(P)><...>< M_(P). Da My'(P) CR, ist 


RN = My'(P) >< MP(P) >< MP (P) ><... >< MAP) %), 

%®) Dieser Satz iiber vollstindige Matrizensysteme kann z. B. so bewiesen werden: 
Aus M{(P)SN folgt genau wie in dem im Text folgenden Hilfssatz eine Zerlegung 
von ® in operatorisomorphe Rechtsideale, R =1,+...+ Ty die durch die Idem- 
potente c,, von M/’(P) erzeugt wird. Daher ist der Rang von M{’(P) Teiler des 
Ranges von %, es gibt also eine Zerlegung 
(1) N = MP) =< M,(P)x<...~« MR, (P) 
der verlangten Art, aber 9t//(P) braucht nur isomorph mit M//(P) zu sein. Wie oben 
gilt Ratt... +t. 

DaB es eine zu (1) isomorphe Produktdarstellung gibt mit M{/(P) selbst als 
Faktor, zeigt man nach N,, 8. 668 so: Es seien ¢,, bzw. c/, die Matrizeneinheiten von 
mi’(P) bzw. Mi’(P). Die x, sind operatorisomorph mit den r/, und es seien a, b zwei 
Elemente, welche zueinander reziproke Isomorphismen der Ideale r, auf r{ und um- 
gekehrt liefern, so daB gilt r,=ar{, r{=br,, ab=c,,, ba =c{,. Solche Elemente a, b 
gibt es nach N,, S. 668 fiir einfache Rechtsideale, wir kénnen in unserem Falle fir a 
und 6 die Summen der a, und b, nehmen, die die einfachen direkten Summanden r,, 
von t,=1t,,+...+%%,, in die entsprechenden von r{ tiberfiihren, die Produkte a,b,’ 
und ,'a, sind namlich gleich Null (folgt aus der Konstruktion der a, und b,, N,, 
8. 666). Setzt man nun z= > ¢,,acl;, y= Sc/,bce,,, so wird zy =e=yz, y=x* 

‘ 
und a * Cy =cj,. Es gibt also sogar einen inneren Automorphismus von ®%, der 
m/i’(P) in $i’(P) tiberfihrt, wir bekommen daher aus der Zerlegung (1) durch Trans- 
formation mit z die gesuchte Zerlegung. 
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wobei wegen der Teilerfremdheit der Wt,(P) der Ring Wti'(P) =< M?(P) 
isomorph zu %&,(P), M(P) isomorph zu M,(P) ist, i —2,...,m, und 
{ Unterring von R= M?(P) x... >< MP(P). 

Hilfssatz. Si’ ist nur dann Unterring von N mit demselben Zentrum, 
wenn IN?(P) mindestens den Rang p** hat, p> der Index von &’. 

Der Beweis verliuft ahnlich wie der erste Teil des Beweises des ersten 
Satzes in § 2. Es sei §{' isomorph einem Unterring des Matrizenringes 2. 
Wir bilden &{/~*>< N= N(Kj’~"). Es umfaBt o = Ry’~*>< MN den Ring 

rts 1 = Ms. (P). Es ist 


Myst (P) =e; Mpan(P) +... + pats Mpa (P) = tr +... + tyen 


und daher %”~*>< N= e0 +... + e240 =1t,0+...+tp210. Es gibt™) 
Elemente a;, in Dt,«,(P), so daB a,,r,—r1,. Daher ist auch a;,T, 09 = 1,0. 
Die t,;0 zerfallen also jedes in gleichviel einfache Rechtsideale, sagen wir m, 
daher ist die Anzahl der einfachen Rechtsideale einer direkten Zerlegung 
von 0 pm, o hat also den Rang p**:m®, also % den Rang ps m’, q.e.d. 

M?(P) muB also mindestens den Rang p#* haben. Wenn $Mij'(P) den 
Rang p?™ hat, so hat also M,(P) mindestens den Rang pim+4h, Nun 


schlieBen wir umgekehrt: I,(P) ist ebenfalls Unterring eines endlichen 
direkten Produktes Mt;'( Si’) ><... >< Mn(Kx). Ahnlich wie eben im Hilfs- 
satz (wir betrachten die durch %M,(P) = e, Ds(P) +... + epm+2ts De (P) 
erzeugte Zerlegung von Mt;'(;’) < ... < Mtn(Kn)) schlieBt man jetzt, dab 
:(P) einen Rang =] p?™+4s haben mu8, woraus t;=0, also R;’=P 
und 9%(P) vom selben Rang wie Wt;'(P) folgt. Was fiir Mt/’(i’) gilt, 
gilt fiir alle Dt/’(;’), unser Satz ist also bewiesen. 
Nun kénnen wir die Gruppe & der unendlichen Schiefkérper definieren: 
Als Einheitsklasse nehmen wir die Gesamtheit aller endlichen vollstandigen 
Matrizenringe iiber P einschlieBlich P selbst und aller unendlichen Produkte 
M,2n.(P) < Myer (P) ><..., Pr, Pa,--- die Folge aller Primzahlen, r,> 0. 
Einen Schiefkérper %, der endliches oder unendliches Produkt teilerfremder 
endlicher Schiefkérper mit dem Zentrum P ist, und alle direkten Produkte 
von & mit den Ringen der Einheitsklasse fassen wir zur Klasse {8} zu- 
sammen. Ist &, +S,, so ist nach dem eben abgeleiteten Satz auch 
{&,} + {&,}, die Klassen sind sogar elementefremd. Als Produkt {#,}{8,} 
definieren wir die Klasse {@,,}, wenn &, <x R,=— M> ,,, M der nach 
dem obigen Satz eindeutig bestimmte Ring aus der Einheitsklasse, ®,, der 
Schiefkérper, der fiir alle direkten Produkte zweier beliebiger Reprisen- 
tanten von {,} und {§,} derselbe ist. 


%) Vgl. N,, 8. 665. 





& 
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Bei der so definierten Multiplikation bilden die Klassen {R} eine 
unendliche Abelsche Gruppe U, die eine mit der Brauerschen Gruppe @ 
der endlichen Schiefkérper tsomorphe Untergruppe enthdlt. 

Es ist trivial, da8 ein unendlicher Schiefkérper, der & angehért, keine 
endliche Ordnung besitzt. 

SchlieBlich sei noch darauf hingewiesen, daB unsere Satze uns gestatten, 
die Struktur eines beliebigen unendlichen Produktes von Schiefkérpern, die 
die Voraussetzung II erfiillen, anzugeben: 

Es seien &,, &,,... unendliche Schiefkérper und %; = &{" =< @{ x 
die Zerlegung in teilerfremde Schiefkérper. Es wird 


R, >< Ra ><... = (KP >< KM ><...) < (KY >< BM >< 0.) 0 


Jedes &\ ist wieder direktes Produkt von einfachen Schiefkérpern, 
RO = RE” >< KE” >< .... Wir ordnen alle einfachen Faktoren der Schief- 
kérper 8,” = 1,2.) in eine Folge und nennen sie ®,’, R0,.... 
Wiichst nun der Rang k, der Matrizenringe Wt,2(2\") = RY x... >< KR 
mit n iiber alle Grenzen, so wird (&{) = RP x +++) = Mps (P) x Mya(P)><..-. 
nach dem Satz am Beginn dieses Sosnpiitiin. Ist k, von einem be- 
stimmten n, ab konstant, so wird Ri) >< RY ><... = Mz, (Qi >« Rt” ...), 
wobei das direkte Produkt in der Klammer ein Schiefkérper ist, der zu p, 
gehért. Damit ist die Kenntnis der Struktur von &,< &,><... auf die 
Kenntnis der Struktur der endlichen direkten Produkte von endlichen 
Schiefkérpern zuriickgefiihrt, die wir als bekannt voraussetzen kénnen. 


(Eingegangen am 28. 11. 1930.) 











Zur Jacobsthalschen transfiniten Arithmetik. 


Von 
Gabriel Sudan in Bukarest. 


Unter einer transfiniten Funktion wird hier eine Funktion verstanden, 
deren Werte und Argumente Ordinalzahlen sind. E. Jacobsthal’) hat be- 
wiesen, daB zu jeder solchen Funktion, die durch eine gewisse Rekursion 
definiert ist, eine bestimmte Folge von Ordinalzahlen (die Hauptzahlen 
der Funktion) gehért, die diese Funktion vollstaindig charakterisiert. 

Seien «, und » zwei Ordinalzahlen und betrachten wir die Funktion 

fo(%»¥) =% +”. 
Mit Hilfe dieser Funktion definiert das folgende Rekursionsschema eine 
neue Funktion 
f,(B,, a, 0) <n B, , 
f,(Bys > * +1) = fo(fy (By >»), %); 
f,(B,, @,, lim {y}) = lim {f, (B,, @, 7)}- 
Dabei sind £,, «, und » Ordinalzahlen, und {y} bedeutet eine Menge von 
Ordinalzahlen, die kein gréBtes Element besitzt und deren typischer Ver- 
treter die Zahl y ist. Es ist dann 
ACS a; v) = 6, +4,-%. 
Sei nun /;(f,, 8,,.--,8;,,,.%) eime Funktion von ¢-+ 2 Parametern; so- 
dann betrachten wir die folgende Rekursion 
fas (By By. oon Bisa Gita» 0) _ Bisa» 
fi.1(By, Bys +++ Beas, TE de 1) 
= Fi(Bys Bar «+++ Bes fins (Bas Bas +++» Binas Gena» ”)s % 41), 
fis1(By» Bas «+++ Bigs % 41» lim {7}) 
= lim {f,,,(B,, B:, - oo Bis a> % 4a )}> 


1) E. Jacobsthal, Uber den Aufbau der transfiniten Arithmetik, Math. Annalen 66. 
— Zur Arithmetik der transfiniten Zahlen, Math. Annalen $7. 
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welche eine Funktion von i +3 Argumenten definiert. Durch wiederholte 
Anwendung dieses Verfahrens auf die Funktion f,(a,,”) bekommt man 
eine Folge von Funktionen f,, f,, fy, ---» fj --- (¢=0,1,2,...). Der Ein- 
fachheit halber wird man statt /;(f,, 8,,.--,8;,«,,¥) bloB f,(B,,«,,) oder 
auch noch /f;,(S;,«,,¥) schreiben, wo S; die Folge {8,, 8, ..., 8;} bedeutet. 
Wir fiihren, zur Erlauterung der Definition von /, die Iterationsfunktion 
0,(8, f(z), ») ein. Hier bedeuten £ und y zwei Ordinalzahlen, und f(x) 
ist eine Funktion, fiir welche z das Argument ist. 9, ist folgendermaBen 
definiert 
0, (B; f(2), 0) =6, 
o.(B, f(x), » +1) =f(0, (8, f(x), »)), 
0.(B, f(x), lim{7}) = lim {@, (6, f(z), 7)}- 
Es ist also 
0,(B, f(x), ») =f (f(f(..- £(B)-+-)))- 


es 
y-mal 


Man sieht dann ohne weiteres, daB stets gilt (fiir i= 1, 2,3,...) 


Fi(Bys &» ¥) = 0,( By f,_1(B;_1, 2%), ¥)- 


(Fir ¢=1 bekommt man auf der rechten Seite 9,(8,, fy (Bo, x, &), ¥). 
Dabei ist unter /,(f,,2,«,) die Funktion z-+-a, zu verstehen.) 
Im allgemeinen ist fir i >k (¢ =1, 2, 3,...) 


f,(Bj &% ¥) = 


= Oz, (Bi Oz,_,(Bi-1, tees Ux;_44,(Bi-e+1, fi-z (Bi—e, 2i-n+1, Ti—n+2), Ti-e+8) +++) 9) 


Man betrachte alsdann irgendeine Funktion f,(S;,«,,») der obigen 
Folge. Ist i>0, 80 sei S;={B;} fest, und auferdem seien die folgenden 
Ungleichungen erfillt 

B,>1 (fiir j =1,2,...,#). 
Hat dann eine transfinite Zahl £; die Higenschaft, da fiir jedes «;(1<a,<§,) 
stets gilt 
F,( Sj. %» &;) = &, 
so nennt man &; eine Hauptzahl der Funktion f, fiir die Folge S8,. 

Fiir i=-0 ist unter f,(S,,a,,~) die Funktion f,(a,,7)=a,+» zu 
verstehen. Eine Hauptzahl von f, ist daher eine transfinite Zahl é,, fiir 
welche stets gilt «+ &,—&,, fiir jedes 1< a@,< &, oder, was dasselbe ist, 
fiir jedes «,<£,. Man nennt eine solche Zahl eine ,,additive Hauptzahl*. 

Es gilt nun der folgende Satz von Jacobsthal: 

Ist 8;,,={8,, B;,,}, 80 tst jede Hauptzahl von f,,, (fiir die Folge 
S;,,) auch eine Hauptzahl von f, (fiir die Folge S,). 
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Es wird hier folgende Erganzung dieses Satzes bewiesen: 
Satz I Ist §,,,>@ eine Hauptzahl von f,,, (fiir die Folge 
8;.4= (8; B:.1)Bj,q}) und bedeutet u irgendeine Zahl, die zwischen w 
und &,,, liegt, so gibt es zwischen wu und &,,, eine Hauptzahl von f, fir 
die Folge 8,. Mit anderen Worten: Jede Hauptzahl > von f,,, (fiir die 
Folge 8;,,) ist eine Haufungszahl von Hauptzahlen von f, fiir die ent- 
sprechende Folge 8,.*) 

Ferner wird hier noch bewiesen: 

Satz Il. Hine Hauptzahl von f,(i>0) fiir die Folge 8,—{£,} 
(j=1,2,...,%) ést dann und nur dann eine Hauptzahl von f, fiir die 
Folge 8; = {Bj}, wenn sie gréfer ist als jede der Zahlen B;. 

Daraus folgt: Die Menge der Hauptzahlen von f, fiir die Folge S;= { Bj} 
ist ein Rest der Menge der Haupizahlen von f, fiir die Folge 8;= {B;}, 
sobald die Folge 8; eine Zahl B; enthdlt, die groper ist als alle Zahien, 
die in 8S; vorkommen. Insbesondere enthilt die Menge der Hauptzahlen 
von f; far S,={2,2,2,2...} alle Hauptzahlen von f, bei beliebigem S,. 

Bei den Beweisen der obigen Sitze wird die Theorie der Hauptzahlen 
nicht vorausgesetzt, sondern vorher kurz entwickelt. 

Man betrachte irgendeine Funktion f,(S;,«,,%) der obigen Folge 
Pye ae eS 


@>1; ~B>1 (j=1,2,...,8) § 
gelten die Ungleichungen 
(1) F(Bir%2?) > F(By %%) fiir’ >. 
(2) A(By, %¥) Sr. 
(3a) £(8, %»)>8, fir »>0,%>0. 
(3b) f(y, %¥)>B; fir O<j<i und >>0. 
(4a) f,( By» %» 1) = &,. 
(4b) f,(B;. 4%) >«, fir »>1. 
(5) fi( Bi, cf, ¥) = Fi( Bi, a:,%) fir af >a. 
(6) fi( Si, %,%) S fi(Si,e4,%) fiir 8,—= {Bj}, Si = {Bj} 


und f;>f; gal 


*) Es ist zu vermuten, daB sogar der folgende schirfere Satz I* gilt: Ist 
S,41={5,, Bj+1}, 90 ist jede Hawptzahl von f,,, (fiir die Folge 8,,,) eine Haufunge- 
zahl von Hauptzahlen von f, (fiir die Folge 8,). 

*) Es geniigt sogar, 6,20; 6,21; )>1(j=38,4,...,4) und «21; «,>1 
(i =2,8,...) zu setzen. 
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Der Beweis dieser Ungleichungen ergibt sich folgendermaSen durch 
Induktion nach ¢: Fiir f, ist die Giiltigkeit ohne weiteres ersichtlich. Wir 
haben also nur noch zu zeigen, daB aus dem Bestehen der Ungleichungen 
fiir f, ihr Bestehen fiir f,,, folgt. Dieses erkennt man so: 

Aus dem Bestehen von (4b) fiir f, folgt wegen «;,,>1 


fas (Bes as Gas % +1) = GBys fins Bonar %aa9 Ds Maa) > figs (Bina Maa”) 
und daraus (1) fiir f,,,. 

Aus (1) folgt (2). 

Aus dem Bestehen von (2) fiir f, folgt 

fias(Biaas Gita. 1) 2% f,(B;; hiss Bisa Gina? 0), ; 41) = Oras 

somit gilt (4a) fiir f,,,. 

Aus (1) und (48) folgt (4b). 

(3a) folgt aus (1) wegen 

fiss (Besar 4a» 9) = Bigs 
(3b) folgt zunachst fiir »—1, da 
hiss (Biaas a Eo 1) = f,(B, By 44 @; 43) 


und 


fi Bi Bisa» Gir) > B, (wegen 3a) 
>; fir j=1, wegen der Giiltigkeit von (3b) fiir f,. 
Fiir beliebiges » folgt nun die Giiltigkeit von (3b) fiir f,,, aus (1). 

Die Ungleichungen (5) und (6) fiir f,,, ergeben sich auf Grund ihrer 
Giiltigkeit fiir f, durch vollstindige transfinite Induktion nach » (wobei 
fiir (5) noch die Ungleichung (1) heranzuziehen ist). — 

(3a) und (3b) zusammen ergeben 


(3) ((B,%.¥)>B; fir joi, y>O. 
Aus (4a) und (4b) folgt 
(4) fi(Bu%r)2a fir »>0. 


Die Existenz der Hauptzahlen wird folgendermaBen bewiesen: 

(7) Set S, gegeben (1<;), und mu set irgendeine Ordinalzahl >1. 
Dann ist der Limes der Folge 

= Hos f;(Sis Mos Mo) = Mas Fy Sjp Mas Ha) = Mad eee Mar ee 
eine Hauptzahl der Funktion f, fiir die Folge S;, und zwar die erste, die 


gréBer als pu ist*). 


*) E. Jacobsthal, Satz XIII. — Hier wie im folgenden kann wieder die Bedingung 
1< 8, fir j =1 fallen gelassen und fiir j = 2 durch £,>0 ersetzb werden. 
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In der Tat aus (4) folgt zunachst (durch Induktion nach n) 
4, > 1 > 


und weiter aus (4b) 

Masi=f(Sjs Mar Hn) > Bn 
Also sind die Zahlen der Folge y,, u,,..., 4,,--- Vollstandig zunehmend. 
Sei nun &, ihr Limes und a; irgendeine Zahl, so daf 


1<a;< é;,. 
Dann gibt es ein J, so daB 
a; < Mp 
also 
F,(Sis > my) SECS» My y) = Fis. 


f(8,, @5 this) f(8;, Praa> Pra’) = ise 


und somit allgemein 
f(S;, @;, Hrs») s Mi+p41 , 
wo p irgendeine natiirliche Zahl bedeutet. Also 


lim, {7,(8;, a, asp} s lim, {4,4 941}> 


f,( Sj, % &) SE, 
und da nach (2) das Zeichen < unméglich ist, so ist 
f(S,, « ” g; ) = §;. 
Also ist §; eine Hauptzahl von f, fiir die Folge S,. 
Sei nun & eine andere Hauptzahl von f, fiir dieselbe Folge S,, so daS 


u<&<&. Man kénnte dann in der Folge y,, u,,... zwei hintereinander 
folgende Zahlen uw, und w,,, finden, so daB 


Hy < & SS Pass: 


d. h. 


Man hatte aber andrerseits 


Pras =F(Sj bys Ha) < G(Sis My &) = Gi, 

was unmédglich ist. 

Aus diesem Satz folgt insbesondere: 

Jede Haupizahl =, der Funktion f, ist eine Limeszahl*). 

Ferner gilt: 

(8) Der Limes einer Folge {&{"} (i = fest) von Hawptzahlen der Funk- 
tion f, (fiir die Folge S;) ist auch eine Hauptzahl von f, (fiir dieselbe 
Folge) °). 


®) E. Jacobsthal, Satz IX. 
*) E. Jacobsthal, Satz XII. 
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Dieser Satz folgt aus dem Begriff der Hauptzahl und der Gleichung 
f(S,, 0%, lim {y}) = lim {7,(8,, «,, 7)}. 
In der Tat, aus ¢,—lim,{é{”} und «,< é, folgt fiir geniigend grofes » 
a,< é{”. Also 
f,( Sis %» €,) = lim, {f,(S,, «,, €2”)} = lim {8} = &,. 
Aus der Definition der Hauptzahl ergibt sich noch: 
(9a) Eine Hauptzahl der Funktion /,(S,, «,;,¥) ist stets gréBer als jede 
Zahl f; aus der Folge §;. 
Denn ist é, eine solche Hauptzahl, so ist, zufolge von (3), 
&=f(8,%6)>8, fir 1ojseé. 
Hieraus folgt insbesondere, daB w nur dann eine Hauptzahl von /,(S,, «,,¥) 
sein kann, wenn alle Zahlen der Folge S; endlich sind. Es gilt aber auch 
das Umgekehrte: Wenn die Folge S; aus lauter endlichen Zahlen >1 be- 
steht, so ist w eine Hauptzahl von /,(S,, «,, v). 
Namlich f,(S;,@,,@) ist der Limes der Folge /,(S,,«@,,), worin n 
die endlichen Zahlen 1, 2,... durchiauft. Wenn nun 


l<a,<@ 


ist, so ist w, endlich, und /,(8,,«,,) wird durch eine endliche Rekursion 
aus den endlichen Zahlen 
B,,.--,8,,¢ 


erhalten; die Zahlen der Folge f,(S,,a,,) sind somit alle endlich. AuBer- 
dem ist nach (1) 
f,(S;, @,, n’) > f,(8;,,0,,n) fir n’>n. 
Folglich ist 
lim f;(S;, «;,n) =o, 
f,(8;, ¢,,0) =o, 
also w eine Hauptzahl von f,(S,,«,,~). Es gilt demnach der Satz: 

(9b) Die Zahl ist dann und nur dann eine Hauptzahl von /,(S,,«,;,¥”), 
wenn die Zahlen der Folge S, endlich sind. — 

Die Hauptzahlen von f, fiir die Folge S,, der GréBe nach geordnet, 
bilden eine wohlgeordnete Menge. Enthialt S; keine transfinite Zahl, so ist 
@ die erste Hauptzahl von /,(S;,«;,). Wird dann w als die ,0-te Haupt- 
zahl“ genommen, so gehért zu jeder transfiniten Zahl u eindeutig eine «-te 
Hauptzahl von /;. 

Wir beweisen nun den Satz: 

(10) Ist &, eine Hawptzahl von f, fiir die Folge S,, so ist &; auch 
Hauptzahl von f,_, fiir die Folge 8;_,(S;={S8,_,, B,})"). 


?) E. Jacobsthal, Satz XX. 
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Sei «, , eine Zahl, die kleiner als é, ist. So ist 


fi_-a(S;_a» G1» %) < &- 

In der Tat ist 
f,(S,. @,, &;) = &. 
Also gibt es ein », so daB 
a, 1 < F,(S;, @,%) < FS, &% + 1) <§,, 
f,(S;, &, ¥ +1) = f,_.(S;_1 KS, & »), o;) > f,_,(S;_ 45 %_15%), 

folglich 

f(S;_ 45 %_45 %) < &;- 


Dieses gilt allgemein fiir 1< «,;< é,. Man hat daher fiir jedes y derjenigen 
Menge, deren Limes £;, ist, 


f,_s(S;_45% 1 7) < &, 
lim {f;_1(S;_15 %_»» 7)} S&> 
f,_-s(Sj_1 G1 &) SE 
und da das Zeichen < nicht gelten kann, so ist 
f,-s(Sj_ a» % a» Fi) = &- 
Aus (10) folgt ohne weiteres: 
(11) Jede Hauptzahl &; von f, ist eine additive Haupizahl. 


Wir bringen nun zuerst den 
Beweis von Satz II. 


(12) Seien S; und a, gegeben (8; >1; a,>1). Ferner fj irgendeine 
Zahl, so dag pj>f;. Dann gibt es ein A, so daB 


f;(By, @,4) S Bi < f,(B;, @;,4 +1). 


In der Tat: /,(8;,a,,%) ist, fiir geniigend groBe Werte von », groBer 


als £j, und auBerdem ist f,(f;,«,,0)=—f,< Bj. Sei », die erste Zahl, 
fiir welche 


f(B; a, ¥,) > Bj. 
Ware nun », eine Limeszahl, etwa v,= lim{y}, so hatte man wegen 
fi( Bis &» ¥) SBE 
lim {7,(B;, %» 7)} S Bi. 
Also ist », von der Form »,= 4+ 1 und folglich 
fe(Bis js 4) S Bi < F,(Bys %y 4+1). 


auch 
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Man beweist ferner leicht, durch Induktion nach v, folgende zweite 

Bemerkung: 

4 (13) Fiir jedes 4 und v und i > 0 besteht die folgende Gleichung 

a) FCF (Bis js A), % ¥) = F,( By % A+”). 

5 Dabei ist unter /;,(f,(f;,«,;, 4), @,,¥) die Funktion 


fi(B,, Bas «++> Beas fy (Bys %s A), %s v) 


zu verstehen. 
Aus a) folgt: 


b) Set S,= {B,, Bas «+» By +++» Bid (isjst), 
| 8, = {ys Bas ++ By} 
und 
Si = {f,(8,, @;,4); fy(Sq,%,,4);..-5 f,(S;, ;, 4); -.-3 f,( 8; %, a)}. 
Ist nun «,>i-w, so gilt fiir jedes » und jedes 4 >0 
: fi Si, a, ¥) = F,(Sy @ A+). 
b) wird folgendermaBen (durch Induktion nach ¢ und ») bewiesen: 
Zunachst ist klar, daB b) fiir f, gilt. Es geniigt also, da8 wir, unter 
der Annahme der Giiltigkeit von b) fiir f,, die Giiltigkeit fiir f,,, nach- 
F weisen. Dieses geschieht durch Induktion nach ». 
Fiir » = 0 ist b) direkt verifizierbar. Ist b) giiltig fiir » = 4, so auch 
fir y=au+1. Denn 


fi+1( Si+a, Gi4as # +1) = (Si, fior (Siss, Cees, #), O41) 
< fi( Si, fi+s (Si41, O41, #),44- M41). we) 


Es ist aber 

@.,24-o, 

. also 

@,,=A-o+x, 

| A+@,,,=A+io+x, 

| =1-(1+o)+x, 
=A-w+x, 

)  folglich Abies Maas 


fi (Si, iar (Sina, Oiss, mM), Oss) S Ke (Si, fess (Shas, Gas, #), +41). 


**) In der Tat, sei 
8)’ = {f,(S,, foss (Sj,5, 41, #), 4)}, 


80 ist 


fh, (Sj, fovs (Sj,., Gs.25 MH), %.) Sh (S7’, hiss (Si.4, Gers ADs Myr) 
Ss hi (S,, hiss Sir, Oisa> #), A+ %,,)- 
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Andererseits ist 


fi (Si, fi+1 (Si+1, +15 B), +1) => fi (S;, fi+1 (Sista, Oj+1; #), %+1). 

Also ist : : 
fis (Sias, O41, e+ 1) = f; (S:, fi+s (Siar, Gas, #), %+1) 
=f, Si fina Sirs Biers 44+ 4), G45) = fiaa(Staa Gare 4 tet). 

Ist ferner » eine Limeszahl, und gilt b) fiir alle Zahlen, die kleiner 
als » sind, so ist ohne weiteres klar, daB b) auch fiir » gilt. 

Damit ist b) bewiesen. 

(14) Set mu irgendeine Ordinalzahl, so dab uw =m, und sei &, die 
ndchste Hauptzahl von f, fiir die Folge S;, die auf mu folgt. Dann gibt 
es stets eine additive Hauptizahl &,, so daf 

Bm iy<g,. 

Nach (10) geniigt es, diese Behauptung fiir die Funktion /,(f,, «,, 7) 
zu beweisen. 

Nach (7) ist die nachste auf 4 folgende additive Hauptzahl (d. h. Haupt- 
zahl von f,) der Limes der Folge 

Yo= FP; %1=Yot Yo Ya= Mat M19 0099 Maga Vat Yas ees 
d. h. 

Yo Ms 74D, gy hy 000 Vg Dy woes 
limy, = #-@. 

Somit ist u~-w die auf « nichstfolgende additive Hauptzahl. Die 
zunachst auf « folgende Hauptzahl von f, ist der Limes der Folge 


Mo= Bs y= By MMos Ma = Bat My Has +s Maga = Bit Ba Hn: 
Hier ist 
My <S Mg Sees 
also 
lim 1, > My; 
und da «> o ist, so ist 
Mq=B, +S h-o, 
limp, > wo. 
Es liegt also die additive Hauptzahl «-mw zwischen « und der nichst- 
folgenden Hauptzahl von f, wie behauptet*). 
Aus (12), (13) und (14) folgt 
(15) Ist &, eine Hauptzahl von f, fiir die Folge 


BS; = {By, Bas --++ Bjs «++ > By} (isis), 


*) Hiermit ist der Satz I* fir den Spezialfall i =0 bewiesen. 
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so ist &, auch Hauptzahl von f, fiir jede Folge 
Si = { Bi, SS ey Bi}, 


fiir welche 
1<pj<k& (j =1, 2,...,8). 
In der Tat: Fiir §; = folgt die Behauptung aus (9b). Sind ferner alle 
Bj SB; (j=1,2,...,8), 


so folgt die Behauptung aus (6) und (2). Wir nehmen also an, es sei 
&,>, und S; enthalte eine Folge von Zahlen 
Bis Bins «-+3 Bans +3 Bip (ISIS St) (<8), 
Bir > Br, fir /—1,2,...,r. 
Sei «,< &, gegeben. Dann gibt es nach (12) eine Folge von Zahlen 
te Siva Seats Ke 
so daB 


fe( Sey» a, A) S Bi < fe: (Sep a, 4, +1) fiir l=—1, 2, — ee 

Da i, < & ist und da, nach (10), &, eine Hauptzahl ist fiir alle Funk- 
tionen f,, (fiir die Folge S,,), so sind alle 4, kleiner als &,, und folglich 
auch alle 4,-++-1, da é, eine Limeszahl ist. 

Sei nun 


so daB 


A = Max(d,; 4,;.-.;4,) 
und é, die nachste additive Hauptzahl, die auf Max(a,, 4, w) folgt. Nach 
(14) ist &,< &,. Ferner sei 
81’ = {f,(Sy> bos 441s fy (Bq BorA+1)5 03 (Bp bor 4+ 1)5---5 (Bp So AED}. 
Man hat dann 
&; <s fi( Si, a, &;) < fi( Si’, £0, &;) . 
Also nach (13) b) 


fi( Si, a, &;) < f;(S, Eos A + 1 + é,). 
Nach (11) ist &; eine additive Hauptzahl. Also 
f(S;, bo; A+1 + &,) = f,(8;,, §, §,) = §;. 


fe( Si, aq, &;) = &;. 
Der hiermit bewiesene Satz (15) zusammen mit (9a) ergibt den Satz IL 


Folglich 


Beweis von Satz I. 
(16) Ses 


8;= {B,, Bas +s B,}, 
Suu= {8,, Biss} 


Si+e -_ {Si+1, 2} . 
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Bedeutet dann &, die erste Hawptzahl von f,, fiir die Folge S,, die auf u 


folgt*), so ist . 
§; s fsa (Sire, 2, @). 

Nach (7) ist €, der Limes der Folge {u,,} (n = 0,1, 2,...), wo wo—= pm 
und Pasi a f,(8;, Py» Hy) ist. 

Man hat aber 

f,(S8;, HM, #) s £ (8; fsa Siaa, M,Y), M), 

wo » irgendeine von Null verschiedene Zahl bedeutet. 

D. h. 
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. By S fia s(Si4.5 4.” +1) =A,. 
Ebenso ist 


Me SA (Sp hiss Sina 4”) 4) S hiss(Sin Avy t) =A, 
und allgemein 
Mass Shas Sis 4a” +1) =4,43- 
Dabei ist, wenn noch 4, = gesetzt wird, die Folge 


a 
definiert durch die Rekursion 
=H, 
Anna = fias(Si4154,.7 +0) 
und somit 
A= fina (Sise,¥ +1, 2). 
Aus 


Maes SAnes 
erhalten wir daher durch Limesbildung 
E:< fi,.(Sise,. 7 +1,@) fir »>0. 
Setzt man insbesondere y = 1, so ergibt sich 
&; < fi+2(Si+2, 2, @), 7 

und damit ist (16) bewiesen. 

Es habe nun é; die gleiche Bedeutung wie in Satz (16); ferner sei 
S;,5={S;,,,,8:,4}, und &, sei eine Hauptzahl von 7,,, fiir die Folge 


*) Nach Satz i ist dann , auch die erste Hauptzahl von /, fiir S, = {2, 2, 2,2...2}, 
die gréBer ist als jede der Zahlen f,, f,,..., 8,, u- 


**) Es gilt sogar 
§:= fire (Si.e, 2, @). 


In der Tat, es 148t sich leicht (durch Induktion nach n) beweisen, da8 fir endliches n 
stets ist 

fire (Sine, 2,%)Seen> 
fire (Shes 2, o)s §,. 


d. h. 
Also ... 
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S,,4- Ist of u<§,,4, so ist nach Satz II, ¢,,, auch eine Hauptzahl 
von f;,, fir die Folge Sj,.={Si.., 4}. Sei é,2 die erste Hauptzahl 
von f,,, fiir die Folge Sj,2, die nach mu folgt; dann gilt nach (16) 
§: S fi+e(Si+e, 2, w) 
< fi+e(Si+e, BP, Bh) 
< bite < §i+2, 
und folglich ist Satz I bewiesen. 


Bemerkung. Der Satz I la8t sich nicht nur fiir die spezielle Folge 
fo fus +++s fis «+» beweisen, sondern auch fiir jede Folge gy, 9,,---, Pj +++5 
die man bekommt, wenn man unser Rekursionsschema auf irgendeine Aus- 
gangsfunktion y, = g(«, #8) der transfiniten Variablen «, 8 mit den Eigen- 
schaften 

1. g(a,f) >a fir B>O, 
g(e’, B)2g(u,f) fir «>a, 
g(«,B')>g(a,B) fir p’>p 


anwendet*°). 


%”) Herrn Professor Bernays-Géttingen bin ich fiir wesentliche Unterstiitzung 
bei der Abfassung dieser Arbeit zu aufrichtigem Danke verpflichtet. 


(Eingegangen am 26, 1. 1931.) 
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$1. 
Einleitung und Angabe der Resultate. 

Im folgenden sollen einige Anwendungen der Methoden gegeben werden, 
die durch M. Dehn in die Behandlung der Grundprobleme der Theorie der 
unendlichen diskontinuierlichen Gruppen eingefiihrt wurden. Und zwar soll 
erstens in § 3 ein Satz iiber die Automorphismengruppe der Gruppe des 
Listingschen Knotens bewiesen werden, namlich daB alle Automorphismen 
dieser Gruppe durch die in der Dehnschen Arbeit ,Uber die beiden Klee- 
blattschlingen“*) angegebenen Automorphismen geliefert werden. Der Beweis 
gelingt durch Zuordnung der Automorphismen m den Transformationen 
einer binaéren quadratischen Form in sich*) durch Substitutionen der Deter- 
minante +1 mit ganzzahligen Koeffizienten. 

Zweitens soll in § 4 eine Lésung des Identititsproblemes fiir die 
Gruppen mit zwei Erzeugenden a, b, und der definierenden Relation 
a™ b’:q% 54: = 1 gegeben werden; das heiSt, es soll ein Verfahren ange- 
geben werden, um in endlich vielen Schritten zu entecheiden, ob ein ge- 
gebener Ausdruck in den Erzeugenden auf Grund der definierenden Relation 





*) M. Dehn, Uber die beiden Kleeblattechlingen, Math. Annalen 75 (1914), S. 412. 
*) Bis auf einen Faktor + 1. 
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gleich eins ist oder nicht. Dies wird unter wesentlicher Zuhilfenahme des 
Satzes von 0. Schreier*) iiber die ,,Existenz des freien Produktes mit ver- 
einigten Untergruppen“ zweier Gruppen geschehen. Bisher war das Iden- 
titétsproblem (von Spezialfillen abgesehen) wohl nur fiir den Fall gelést, 
daB als definierende Relation ein ,,Binom“ ab’ gleich eins gesetzt wurde‘). 

Drittens soll in § 5 ein kurzer Beweis fiir einen (auf nicht publizierte 
Untersuchungen von M. Dehn zuriickgehenden) Satz iiber die Untergruppen 
der Modulgruppe gegeben werden; derselbe la8t sich kurz so aussprechen: 
Jede Untergruppe der Modulgruppe enthilt eine freie invariante Untergruppe, 
deren Faktorgruppe eine zyklische Gruppe der Ordnung 1, 2, 3 oder 6 ist. 
Der Beweis beruht darauf, daB man im besonderen nachweist: Die Kommu- 
tatorgruppe der Modulgruppe ist eine freie Gruppe von zwei Erzeugenden 
(woraus nebenbei bemerkt folgt, daB man alle freien Gruppen in leicht 
angebbarer Weise durch Substitutionen der Modulgruppe realisieren kann). 

Die zu den Beweisen erforderlichen Methoden werden zwar ausfiihrlich 
in einer Arbeit itiber ,,Diskontinuierliche Gruppen mit einer definierenden 
Relation“ dargelegt®), doch sollen hier trotzdem die notwendigen Hilfsmittel 
in § 2 kurz (meist ohne Beweise) zusammengestellt werden. Das Haupt- 
resultat der soeben zitierten Arbeit, der sogenannte ,, Fretheitssatz“, ist fiir 
das Folgende vielleicht entbehrlich, da dieser ziemlich schwer zu erreichende 
Satz hier wohl nicht in seiner vollen Allgemeinheit gebraucht wird, aber 
jedenfalls werden die zu seinem Beweise erdachten Methoden hier ausgiebig 
angewandt werden. . 

Die Paragraphen 3, 4 und 5 sind unabhangig voneinander. 


§ 2. 
Die Methode. 


Satz 1. Gegeben sei eine Gruppe G durch Hrzeugende a, b,c, ... 
und Relationen zwischen denselben 


R,(a, b,c,...) =1 (§ = 1, 2,...). 
Es sei W(a,b,c,...) ein Ausdruck in den Erzeugenden (ein ,Wort“), 
der auf Grund der definierenden Gruppenrelationen R;=1 gleich eins ist. 
Dann lat sich W durch Hinzufiigen und Fortlassen von aa~*,bb~*,... 
in einen Ausdruck der Form 


T, RE T,*T, RET,” ... T, Rit Ty" 


*) 0. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen. Abhandlungen aus dem 
Mathematischen Seminar der Hamburgischen Universitét 5, Leipzig 1927, 8. 161 ff. 

*) Siehe H. Gieseking, Analytische Untersuchungen iiber topologische Gruppen, 
Dissertation, Miinster 1912. 
5) Crelles Journal 163 (1930), S. 141. 
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tiberfiithren, wobei die ¢,,...,¢, gleich +1 sind, und i, bis i, irgend- 
welche natiirlichen Zahlen sind. Die T sind irgendwelche Ausdriicke in 
den Erzeugenden. Wir schreiben dafiir kurz 


& 
W = JT, Ri 7," (= hetBt dabei ,,identisch*). 
d=i 


Satz 2. Ist in der Gruppe G{a,b,c,...; R;(a,b,c,...)=1} das 
Wort W(a, b,c, ...) gleich eins, so ist W (erst recht) gleich eins in der 
Gruppe G mit den Erzeugenden a,b,c,..., in der man zu den Relationen 
R,=1 von G noch weitere Relationen R,=1 hinzugefiigt hat (G@ ist 
Faktorgruppe von G). 

Insbesondere wird im folgenden das Hinzufiigen der Relationen ab = ba, 
ac=ca, be=cb,... das ,Abelsch machen“ der betreffenden Gruppe 
eine groBe Rolle spielen. Zur Anwendung dieses Verfahrens braucht man 
den Begriff der Exponentensumme; ist W ein Wort in mehreren Er- 
zeugenden a,b,c,..., und lautet W, ausfiihrlich geschrieben: a™ b’ ce”... 
a™ bc"... ab c™..., so heiBt c—a,+a,+...+«, die Exponenten- 
summe von a in W (es kénnen natiirlich mehrere der Exponenten «,,..., «, 
gleich Null sein). Exponentensummen sind ersichtlich Invarianten gegen- 
iiber identischen Umformungen. Es folgt nun zuniichst durch Abelsch 
machen: Ist W identisch eins (also schon gleich eins in der durch a, b,c, ..- 
erzeugten freien Gruppe), so besitzt W in allen Erzeugenden a, b,c,... die 
Exponentensummen Null. Dies ergibt die folgende 

1. Anwendung von Satz 2. Gegeben sei eine Gruppe G mit zwei 
Erzeugenden a, b und einer definierenden Relation R(a,b)=1 [kurz: 
G{a,b, R(a,b)=1}]. R habe in a und 5b bzw. die Exponentensummen 
o, und g,. Das Wort W(a,b) aus a und b, das in a und 5b bzw. die 
Exponentensummen « und # habe, sei auf Grund von R =1 gleich eins. 
Wegen Satz 1 besteht dann eine Identitat 


k 
W= [[T,R"T;" (e,= +1). 


4=1 


Durch Abelsch machen derselben folgt erstens 
k k 
a=0,:> &, B=0,-D% 
Awl A=1 
und zweitens hieraus, falls «= 0, 0, + 0 ist, 


k 
> &,=9. 


A=1 


In diesem Falle folgt aber W=1 schon aus den Relationen R-a=a-R 








eer pete 
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und R-b=b-R. Denn es ist 


W=(T,R"T;' R-") R"(T, R°T, Ro) R-"-R°*"(T, ... R-")... 
Ss: grr .-*9-(F, BO T,* re Bs, 


Nach Voraussetzung ist aber ¢,+...+¢,=—0, also R°*"**=—1, und 
aus Ra=aR und Rb=bR folgt T,R%— RT, (A—1,...,&), und 
damit auch 
Rateat---+%_s - (T, R% T,* Ro). Rott 44-1) a 1 
fir 4=—2,3,..., &. 


Erweiterungen auf Gruppen mit mehr Erzeugenden und Relationen 
liegen auf der Hand; fiir spiter (§ 5) mége noch angemerkt werden: Ist 
in der Modulgruppe, die durch die Erzeugenden a,b und die Relationen 
a*=b*—1 definiert sei, ein Wort W(a,b), das in a und in b die Ex- 
ponentensummen Null hat, gleich eins, so ist W schon auf Grund der Re- 
lationen a*ba~*b-*=1 und b*ab-*a~*=—1 gleich eins. 

Fiir § 4 ist noch die folgende 

2. Anwendung von Satz 2 wichtig. Haben in eimer Gruppe 
G (a,b, c,...; R;(a,b,c,...)=1) alle BR, etwa in a die Exponenten- 
summe Null, so kann ein Wort W(a,b,c,...), das in @ eine von Null 
verschiedene Exponentensumme besitzt, in G nicht gleich eins sein. Zur 
Lésung des Identitatsproblems fiir eine solche Gruppe @ geniigt es also, 
das Identitatsproblem in der Untergruppe H, von G@ zu lésen, die aus 
allen Worten besteht, die in a die Exponentensumme Null haben. Mit den 
Untergruppen vom Typus H, beschiftigen sich die beiden folgenden Siatze: 

Satz 3. Hs sei G die freie Gruppe der Erzeugenden a, b,c, .. 
Wir setzen 

a*ba*=b,, a*ca*=c,,... fiir alle k=0,+1,.... 
Dann gilt: die (invariante) Uniergruppe H, von G, die aus allen Worten 
gebildet wird, welche in a die Exponentensumme Null haben, wird von 
den b,,c,,... (K=0, +1, +2,...) erzeugt, und zwar ist sie die frete 
Gruppe dieser Erzeugenden. (Daraus folgt nebenbei, daB jede freie Gruppe 
von zwei Erzeugenden invariante Untergruppen von unendlich vielen Er- 
zeugenden besitzt. ) 

Kombination von Satz 1 und Satz 3 liefert 

Satz 4°). In G{a,b,c,...; R;(a,b,c,...) =1} mégen alle R; ina 


*) Zum Beweise vgl. § 5. Die Saétze 3 und 4 lassen sich z. B. auch sofort aus all- 
gemeinen S&tzen von K. Reidemeister und O. Schreier herleiten; vgl. K. Reidemeister, 
Knoten und Gruppen, § 1, Abh. aus d. math. Seminar d. Hamb. Universitat 5, 1927, 
8. 8 ff.; O. Schreier, loc. cit. 
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die Exponentensumme Null besitzen. Man betrachte wieder die Unter- 
gruppe H,, die aus allen Worten besteht, die in a die Exponentensumme 
Null besitzen. Als ihre Erzeugenden kann man nach Saiz 3 die 

a*ba*=b,, aca *=c,,... 
annehmen. Wegen der Voraussetzung tiber die R, kann man diese durch 
die b,,¢,,... ausdriicken. Dies ergebe etwa 

R, (a, b, c, ...) = By (dp,, bp,, «- +1 Oaps Crys ++ +5 Cys +++) 
Dann werden alle Relationen von H, geliefert durch 
Ry (Oa,4a, 0s agas Cypas-++r Cease) = 1, 


wobei i alle (positiven und negativen) ganzen Zahlen (einschlieBlich Null) 
durchlauft. 


Weitere Satze, vor allem ein Satz von O. Schreier und der Freiheits- 
satz, werden in § 4, in welchem allein sie gebraucht werden, formuliert. 


§ 3. 
Die Automorphismen der Gruppe des Listingschen Knotens. 


Die Gruppe G des Listingschen Knotens (Fig. 1) ist definiert’) durch 
die Erzeugenden a,,a,,a@,,a@,,a@, und die Relationen 


“ma ~1 -1 -1 -1 =—s4 
G3Q, A= 4,4, Ag— A, Asay — Aga, A —1. 


Automorphismen dieser Gruppe sind, neben den inneren Automorphismen, 
noch die folgenden: 











, , -1 
a, = as a, = A245 
’ ~1 , -1 
ag = a2 Ag = A3 5 
on 5 ° | 
a; =a," der j, heiSe, und as = aa; 
aa," a,=a,a;" 
4 & 4 
Fig. 1. : , : z 
Listingscher Knoten. a5=a4s; , Q@,== ds , 


der mit j, bezeichnet werde. j,, j,° und (joj,)* sind innere Automorphis- 
men; die von den inneren Automorphismen erzeugte invariante Untergruppe 
der Gruppe aller Automorphismen besitzt also, wie aus dem Folgenden 
hervorgeht, als Faktorgruppe eine Diédergruppe der Ordnung acht. Es 
soll namlich jetzt gezeigt werden: 

Alle Automorphismen von G werden durch j,,j, und innere Auto- 
morphismen erzeugt. ‘ 








*) Siehe M. Dehn, loc. cit. (Anmerkung 1). 
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Man forme G um, indem man zunichst alle Erzeugenden durch a, 
und a, ausdriickt, und dann neue Erzeugende wu, v einfiihrt durch 


43a; =u, a=vu, 
aia;'a;'=v, a,=(vu)~*u(vu)*. 
Es wird dann @ zu 
G{u,v; u=v uv uv *}, 
und die Automorphismen joj; bzw. j, werden*) — unter Hinzufiigen ge- 
eigneter innerer Automorphismen — zu 
jo. {u'=u*; v' =v *} 


und 


1 1.-1,-3,,.-1 


u~*vu; vo =u * vu * vo we}. 

Jetzt betrachte man die Untergruppe H von G, die aus allen Worten 
gebildet wird, die in v die Exponentensumme Null haben. H ist invariant 
in G, und, wie sogleich gezeigt werden soll, sogar charakteristisch fiir G 
(d. h.: H geht bei allen Automorphismen von @ in sich iiber). Dies folgt 
nimlich aus der weiterhin noch oft benutzten Eigenschaft unserer Gruppe: 

Ist J ein Automorphismus von G, der durch u'=Q(u, v); v'=S(u,v) 
defintert werde, so hat Q in v die Exponentensumme Null, und S hat 
in v die Exponentensumme +1. 

Beweis. Da die Kommutatorgruppe von G@ eine charakteristische 
Untergruppe ist, so ist J auch ein Automorphismus dieser Kommutator- 
gruppe und ebenso auch von ihrer Faktorgruppe in G, die G heiBe. G ist 
gegeben durch uv; uvu~*v*=1, u®=v *uv* uv” oder u,v; u=—1, 
und besitzt also nur die Automorphismen u’=1, v’=v+'. Da G aus G 
durch Hinzufiigen der Relation u 1 entsteht, muB also Q(1,v)=1 und 
S(1, v) = v*! sein. 

Infolgedessen gehen Worte in uw und v, die in v die Exponentensumme 
Null haben, wieder in solche iiber, wenn man w und wv durch Q(u, v) 
bzw. S(u,v) ersetzt. H geht also bei Ausiibung von J in sich iiber. 


i: {wu =07 


Bezeichnet man nun die Automorpbismen J, fiir die v in S die Ex- 
ponentensumme +1 hat mit J*, die andern mit J~, so bilden offenbar 
die J* eine invariante Untergruppe vom Index 2 in der Gruppe aller Auto- 
morphismen J. (Sie bilden nicht die ganze Gruppe, da j, und j, Auto- 
morphismen J~ sind.) Infolgedessen geniigt es zu beweisen, da8 alle Auto- 





__ ®) found j, lassen sich riickw&rts durch j,j? und j, ausdriicken, so daB also 
joj? und j, zusammen mit den inneren Automorphismen dann und nur dann alle 
Automorphismen von @ erzeugen, wenn j, und j, es tun. 
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morphismen J* sich durch j?, j,j, und innere Automorphismen erzeugen 
lassen. Um das zu zeigen, beweise man zuniachst unter Heranziehung der 
oben definierten Gruppe H: Jeder Automorphismus J* von G, der in H 
einen inneren Automorphismus ,induziert“*), ist selbst ein innerer 
Automorphismus von G. 


Beweis. Man untersuche H. Setzt man 
v‘uv *=u, fir k=0,+1,+2,... 
so ist nach Satz 4, §2 H gegeben durch 
H{ tp; up = Up-1 Ue +1}, 


und da man hier die Relationen zur Elimination aller Erzeugenden bis 
auf zwei, etwa u, und u,, benutzen kann, ist H die freie Gruppe der Er- 
zeugenden u, und u,. Um die Wirkung von J* auf H zu betrachten, 
setze man S(u,v)=S'(u,v)-v; S’ hat dann, ebenso wie Q, in v die 
Exponentensumme Null; Q und S’ gehéren also zu H, und lassen sich 
also durch u, und u, ausdriicken: Q= Q(u,,u,), S’=S(u, u,), und 
J* induziert in H den Automorphismus K*, gegeben durch uj = Q(up, u, ), 
ui = S (wo, wu) QO (us, wo us*) S~* (da us us*— up), und wenn K* ein 
innerer Automorphismus — z. B. der identische — ist, so wird Q =u, 
5 = uj (I eine ganze Zahl), also S = v-u', und da u’®=v'~* u' v'* u' v'~* 
oder u®’=u-~'v~*uvu'vuv* oder us—up'u_, usu, oder, da u_;—ueu;', 
ud = up up uz usu, sein muB, ist /=—0. 

Jetzt ziehe man noch die zu der Kommutatorgruppe von H gehérige 
Faktorgruppe H hinzu; H ist Abelsche Gruppe der Erzeugenden u,, u, 
oder auch definiert durch 


Hu; Up = Up—1 Uni, Uo ty = UM (k=O, +1,...)}. 


H ist ebenfalls charakteristisch fiir G; jeder Automorphismus J* induziert 
in H einen solchen K*. Nun gilt zunichst**): 

Induziert J* in H den identischen Automorphismus, so induziert er 
in H einen inneren Automorphismus, denn induziert J* in H etwa K*, 
und K* in H den identischen Automorphismus, so ist K* ein innerer 
Automorphismus von H. 

Wir sagen nun: Wird ein Automorphismus K * von H von einem Auto- 
morphismus J* von @ induziert, so soll dies heiBen: K* laBt sich riick- 


*) Jedem Automorphismus von @ entspricht in jeder fiir @ charakteristischen 
Gruppe ein Automorphismus dieser Gruppe; wir sagen, dieser sei von jenem ,in- 
duziert*. 

%) Siehe J. Nielsen, Die Isomorphismen der allgemeinen, unendlichen Gruppe 
mit zwei Erzeugenden, Math. Annalen 78 (1918), 8. 393. 
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warts zu einem Automorphismus J* von @ ,erweitern“. Wenn wir jetzt 
noch beweisen kénnen: Jeder Automorphismus K* von H, der sich zu 
einem solchen J* von G erweitern laBt, wird durch solche Automorphis- 
men J* induziert, die sich durch joj:,j1 und innere Automorphismen 
erzeugen lassen, so sind wir fertig. 

Ein jeder Automorphismus K* von H wird gegeben durch 


8 4 


Up = Up’ Us’, Uy = Uy’ Uy"; = +1. 








% % 


Wird er nun induziert von einem Automorphismus J* von G, so folgt aus 


us = ug uf’ wegen der Vertauschbarkeit der u,, da® uj = uf*ug' = uf? us up” 


ist (wegen t= wo 'u;), und somit o, = —s8,, o,—8, +32, ist, woraus 
durch Einsetzen in die Determinante 

(1) 8) +388 +8 = +1 

folgt**). 


Ein jeder Automorphismus K* von H, der von einem Automorphis- 
mus J* von G induziert wird, ist durch die zugehérigen Werte von s, und s, 
eindeutig bestimmt, da sich o, = — 8, und o, = 8, + 32, eindeutig aus s, 
und s, bestimmen. Auf Grund unserer bisherigen Untersuchungen folgt 
also, daB jeder Automorphismus J* der Gesamtgruppe G durch die Ex- 
ponenten s, und s,, die den von J* in H induzierten Automorphismus K * 
definieren, eindeutig bis auf innere Automorphismen bestimmt ist. 

Es geniigt jetzt also, zu zeigen: 

I. Es gibt zu jeder Lésung s,, 8, von (1) einen Automorphismus J* 
von G, der in H einen Automorphismus, gegeben durch w = up° uj’, 
Ui = Up us’, induziert. 

II. Die Automorphismen J* aus I lassen sich aus inneren Auto- 
morphismen und den Automorphismen j; und joj; erzeugen. 

Zum Beweise braucht man zunachst einige zahlentheoretische Bemer- 
kungen iiber die Lésungen von (1). Es gilt nimlich™): 

Alle Matrizen aus ganzen Zahien 

8 44 
( *), 

41) Die Reduktion unserer Aufgabe auf die diophantische Gleichung (1) — und 
damit auch die ganzen folgenden zahlentheoretischer Betrachtungen — sind natiirlich 
bedingt durch die Art der Darstellung unserer Gruppe durch dia zweckmiéBig ge- 
wahiten Erzeugenden u und v. 

12) Vgl. z. B.; F. Klein, Vorles. ib. d. Theorie der elliptischen Modulfunktionen, 
herausgeg. von R. Fricke, Bd. 2 (Leipzig 1892), 8. 161f. Dort werden nur Substitutionen 


der Determinante +1 betrachtet; das bedingt gegeniiber dem Obenstehenden eine 
geringe Abweichung. 
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deren Determinante = +1 ist, und fiir die s,, 8, (und infolgedessen auch 
6, 6,) die Gleichung (1) befriedigen, werden gegeben durch die Matrizen 


he 1) (t=0, +1, +2 
+ ~? 4 =" »< = » cosy 


das sind die Matrizen aller linearen binaren Substitutionen mit ganzzahligen 
Koeffizienten, die die binaére quadratische Form 2*+ 32y+ y* aweier 
Variablen zx, y, abgesehen vom Vorzeichen, in sich tiberfiihren. Diese Ma- 
trizen bilden offenbar eine Abelsche Gruppe mit den Erzeugenden 


—1 0 —11 
und ; 
sare Lae 
Da nun weiter fiir zwei Automorphismen KX,” und K,* von H, deren 
Exponenten durch die Matrizen 


&. *) _ * . 
% % %y 
gegeben sind, die Exponenten, die zum Automorphismus K, -K;,* gehéren, 
durch die Matrix 
& 8\ [te t 
(* a ‘) 


gegeben werden, so sind damit die Behauptungen I und II auf die fol- 
genden reduziert**): 

I’. Ee gibt zu den Lésungen s,— —1, s,=0 und s,= —1, 8,=1 
von (1), — die den Matrizen te ie) und we 4 entsprechen, — 
Automorphismen J* von G, die in H Automorphismen K*, gegeben durch 
up = Up, uw =u und w= up mM, uy —U, ut induzieren**). 

II’. Diese Automorphismen J* aus I’ lassen sich aus inneren Auto- 
morphismen und den Automorphismen joj; und j; zusammensetzen. 

Damit ist man aber fertig, denn es sind, — bis auf innere Auto- 
morphismen —, joj; bzw. j; gegeben durch 


1 1 


, n% <a i’ a a 
u=u*vuv*; vw =—vu vo uvu® baw. uw —u?; vo =u'* vu, 


und dies sind Automorphismen J*, die in H Automorphismen K*, gegeben 
durch uj = up", uj = uj baw. up=— up’ um, uj =u’ wu; induzieren. 


%*) Denn wenn es zwei Automorphismen J+ gibt, die in H Automorphismen 
mit s,=—1, s,=0 bzw. s,=—1, 8,=1 induzieren, so gibt es nach den obenstehenden 
fir jede Lésung «,, 2, von (1) einen Automorphismus J+, der in H einen durch 
uy = ug? uf’, uf =... gegebenen Automorphismus K+ induziert. 
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Jetzt soll noch eine abstrakte Darstellung der Automorphismengruppe 
von @ gegeben werden: Bezeichnet man mit j, bzw. j, die inneren Auto- 
morphismen 

uu, v0 =uvu baw. u=—vuv’, v=», 


1 


so besteht zwischen diesen nur die Relation 

(2) ji=jejuitiuje’ (enteprechend u®=v~*uv*uv-*), 
da das Zentrum von G@ nur aus dem Einheitselement besteht, wie man 
mit geringer Miihe zeigt. Die Gruppe der Automorphismen von @ wird 


also, wie man leicht nachrechnet, definiert durch die Erzeugenden j,, j,, 7,,, 7, 
und die Relation (2) und 
jo=1; (foiu)*=1; (Jote)"=1, 
(3) (joi1)" = judo: ji=1, 
a » “pit sek aoe — — ee LP le 
Judi =1')e Ju Jodu; Jovi =)i'Ju Jo Iu Jo Judo- 

Die Gruppe der Transformationen der quadratischen Form z*+32y+-y? 
in sich durch unimodulare Substitutionen entsteht hieraus, indem man in 
der aus ji, josi, ju, jp erzeugten Untergruppe j, gleich eins setzt. 

Bemerkenswert ist schlieBlich noch: Da H charakteristisch fiir @ ist, 
also jeder Automorphismus von @ auch einer von H ist, und da H freie 
Gruppe der Erzeugenden u =u, und vuv *= 4, ist, geht das Element 
Ug Uy Up Uy notwendig bei allen Automorphismen von @ in eine Trans- 
formierte von sich iiber’); dieser, oben wesentlich benutzten Tatsache ent- 
spricht geometrisch, daB w%w,uo uw; eine ,,Langskurve“**) des zum 
Listingschen Knoten gehérenden verknoteten Schlauches ist, die im AuBen- 


raum begrenzt, und da8 alle solche Langskurven durch Transformation 
auseinander hervorgehen. 


§ 4. 
Das Identitatsproblem fiir die Gruppen a1 b*1 a% > F2— 1, 


An Hilfsmitteln ist fiir diesen Paragraph vor allem noch ein Satz von 
O. Schreier**) erforderlich, der sogleich formuliert werden soll; weiterhin 
sollen zwei Hilfssitze abgeleitet werden, die es gestatten, das Identitits- 
problem fiir gewisse Gruppen zu lésen, wenn es fiir gewisse andere gelést 
ist. AuBerdem wird zweimal der ,,Freiheitssatz“*’) benutzt werden, der 


44) Siehe J. Nielsen, loc. cit. 8. 393, Gl. (11). 

18) Wegen der topologischen Begriffe siehe M. Dehn, loc. cit. 8. 412. Die dort er- 
w&hnten Langskurven begrenzen im AuSenraum. 
16) Q. Schreier, loc. cit., s. Anm. 3. 
17) Siehe § 1. 
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deshalb in einer geeigneten Fassung hier formuliert werden soll; seine Be- 
nutzung lieBe sich wohl umgehen, doch geht es schneller so. 

Wir beginnen also mit dem Satz von O. Schreier, den wir (etwas 
anders) so formulieren: 

Es sei G eine Gruppe mit zwei Systemen von Erzeugenden z,; z,;... 
und ¥,; ¥,;---- (Jedes System kann unendlich viele Erzeugende enthalten.) 
Die Erzeugenden z,, z,,... mégen eine Gruppe G, mit den definierenden 
Relationen 

R,(x,, 2) -..)=1 (¢ = 0, 1, 2,...) 
bilden, und ebenso die y,, y,,... eine Gruppe G, mit den definierenden 
Relationen 

S,( 94» Yqs ---) = 1 (E=1,2,...). 
Ferner sollen G, und G, zwei isomorphe Untergruppen H, bzw. H, ent- 
halten; sind nun h, , bzw. h,, (J=1,2,...) die Elemente von H, bzw. 
H,, die sich bei einer bestimmten isomorphen Abbildung von H, auf H, 
entsprechen, so sollen die definierenden Relationen von G — auBer R;=1, 
S,=1 — nur noch die Relationen h,,=h, , sein, wobei h,, und h, , 
bzw. H, und H, durchlaufen. 

G hetBt freies Produkt von G, und G, mit vereinigten Untergruppen 
H, und H,**). Dann gilt: Kann man in G, und G, das Identitdtsproblem 
lésen, und kann man in G, bew. G, entscheiden, wann ein Ausdruck 
in den 2%,,%,,... bzw. Y,,Yq,... 24 H, bew. H, gehért -—- das ist bei 
unendlichen Gruppen H,, H, im allgemeinen mehr als Lésbarkeit des 
Identitatsproblemes fiir G, und G, —, so kann man das Identitatsproblem 
fir G lésen**). 

Und zwar gilt: Schreibt man ein beliebiges Element W aus @ in 
der Form 


(1) W= 9u,19y,192,29y,2 -** Ia,n yn? 
wobei die g, , bzw. g,, egbe Elemente aus G, bzw. G,, also 
Worte aus den z,... bzw. y, ... sind, so gehért, wenn W=1 ist, entweder 
ein g,, zu H, oiler ein g,, zu H,; indem man fir g,, bzw. g, , die 
ihnen gleichen Ausdriicke aus H, bew. H, einsetzt, erhalt man fiir W eine 
neue Darstellung der Form (1), in ” der rechts weniger als 2n Glieder g, ,,9, , 
auftreten, und fiir diese neue Darstellung gilt dasselbe wie vorher. Der 
Beweis fiir diesen RechenprozeB folgt unmittelbar aus der Formulierung, 
die Schreier seinem Satz gegeben hat. Der Satz gestattet als erste An- 
wendung den 


18) Verallgemeinerung dieses Begriffs auf freies Produkt mit vereinigten Unter- 
gruppen von mehr als zwei Gruppen und entsprechende Verallgemeinerung des zu- 
gehdérigen Satzes tiber die Lisbarkeit von Identitatsprobl liegen auf der Hand. 
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Hilfssatz 1. Kann man in der Gruppe G: G(a,b; R(a, b) =1)**) 
nicht nur das Identitdtsproblem lésen, sondern tiberdies (in endlich vielen 
Schritten) entscheiden, wann ein Wort W(a,b) aus a und b gleich einer 
Potenz von a ist, so kann man auch in der Gruppe G 

G(a,b,t; a=t", R(a, b) = 1) 
das Identitatsproblem lésen. 


Beweis™). Aus Satz 2, § 2 folgert man leicht, daB es geniigt, in G 
das Identitatsproblem fiir die Untergruppe H, von G zu lésen, die aus 
allen Worten besteht, die in ¢ die Exponentensumme Null haben; denn 
hat W’(a,b,t) in ¢ eine von Null verschiedene Exponentensumme rt, so 
ist, falls W’—1: t=A-m (A ganze Zahl), und W=W’-a**t~" liegt in H, 
und ist ebenfalls gleich eins. Setzt man ¢*at~*=a,, t'bt~*=b,, so wird 
nach § 2, Satz 4 und einer leichten Verallgemeinerung der ersten Anwendung 
von § 2, Satz 2 H, gegeben durch 
H,{a,, b,; R(a,,6,)=1,a,'b,,,0,—),,¢,=—a0,,,; k=0, +1, +2,...} 
oder, nach Elimination iiberfliissiger Erzeugenden mittels a,*b,, a, = ,, 
a,—a,,,, wird H, gegeben durch 

H,{a,, 6,; R(a,,6,) =1; a4.=a,=—...=4,_,;7=0,...,.n—1}. 
Offenbar ist nun H, freies Produkt mit vereinigten Untergruppen der mit 
G isomorphen Gruppen G, (vy =0,...,m— 1), die durch 

G, {a,, b; R (a,, b,) a 1} 
definiert werden, wobei als zu vereinigende Untergruppen die durch die a, 
erzeugten Untergruppen der G, fungieren. Wegen G, isomorph mit G und 
der Voraussetzung, daB man in G entscheiden kann, wann ein Wort gleich 
einer Potenz von a ist, folgt mit Hilfe des Schreierschen Satzes die Richtig- 
keit von Hilfssatz 1. Als eine Art Umkehrung von Hilfssatz 1 beweist man 

Hilfssatz 2. Kann man in G{a,b,t; a=t", R(a,b)=1} das 
Identitatsproblem lésen, so kann man dasselbe in G(a,b; R(a, b) =1), 
und zwar ist ein Wort W(a,b) in G dann und nur dann gleich eins, 
wenn es schon in G gleich eins ist (R(a,b)=1 ist also definierende 
Relation der durch a und b erzeugten Untergruppe von G). 

Beweis. Wir wahlen dieselben Bezeichnungen wie bei Hilfssatz 1. 
W(a, b) liegt als Wort aus G betrachtet jedenfalls in H,; H, laBt sich 
nach dem Beweis von Hilfssatz 1 darstellen durch 

H,{a,; by, b,,..-,b,_43 R(a,b,)=1; »=0,1,...,.n—1}. 


*) a, b sind Erzeugende, R(a,b) =1 ist definierende Relation von @. 
*°) Der Beweis ergibt sich unmittelbarer und natiirlicher als hier durch Kon- 
struktion des zu G@ gehérigen Dehnschen Gruppenbildes. 
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Es ist nun zu beweisen, daS W(a,,b,)=1 in H, schon aus R(a,, b,)=1 
alleine folgt. Das geht so: Nach § 2, Satz 1 besteht, wenn W(a,, b,) =1 
in H,, eine Identitat 

& 
(2) W (do, bo) = ITT. R" (a, b,) 7; 


wobei die e, = +1 und die s, Zahlen der Reihe 0,1,...,n—1 sind. Da 
nun eine Identitat sicher richtig bleibt, wenn man ein Zeichen (konsequent) 
durch ein anderes ersetzt, so darf man in der Identitét (2) iiberall b, 
durch 6, ersetzen fiir y= 1 bis n — 1; die linke Seite von (2) andert sich 
dabei nicht, und (2) geht iiber in 


(2") W(ao, b) =I Ti R" (do, bo) T.*, 


wobei die 7; aus den 7, entstehen, wenn man die b, (vy =1,...,n —1) 
durch 6, ersetzt. W(a,, 6.) = 1 folgt also aus R(a,, b,) = 1 allein. 

Als letzter der fiir das Folgende notwendigen Hilfssatze soll jetzt noch 
der Freiheitssatz formuliert werden. 

Freiheitssatz. Gegeben seien zwei Systeme von Erzeugenden einer 
Gruppe G: a,b,c,... sei das eine, x, {k =0, +1, +2,...} das andere. 
Ist weiter m eine feste ganze Zahl m=>0, 80 sollen zwischen diesen Er- 
zeugenden Relationen der folgenden Art bestehen: Es sei fiir 4=0, +1,... 

BB, £6, ©, 6, ...5 Bay Bgn.gs 202 Bag} 1. 

Dabei soll aber kein R,, das nicht identisch eins ist, identisch sein 

mit einem Wort 
7, 8;(a, b, CO, oes By voces Zi+m-1) T;* 


oder 
T, 8; (a, b,c, ...5 Lass, . ++» Ti¢m) 7; *, 
wo also S, entweder x, oder z,,,, nicht enthalien wiirde. (xz,,, bis 2,,,._; 
dagegen brauchen in R, nicht vorzukommen, ebensowenig a, b, c,...). 
T, ist irgendein Wort. 
Dann gilt: Alle Relationen fiir die von a,b, c,...; %, 2%, .--, tm 
(M ganze Zahl >0) erzeugie Untergruppe von G werden geliefert durch 
R, {a, b,c, ...5 Bus Byaas ses Sygmey =1 
fir 0S us M—wm. Ist insbesondere M<m, so bilden a,b, c,...; 
Zo, Z1,..., 2m eine freie Gruppe. 


Um nun mit der eigentlichen Aufgabe zu beginnen: Gefragt ist nach 
einem Verfahren, in endlich vielen Schritten m entscheiden, ob ein Wort 
W(a,b) aus den Erzeugenden a, 6 der Gruppe G mit der definierenden 
Relation R (a,b) = a™ b*'a™ b* —1 auf Grund dieser Relation gleich eins ist. 
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«,, By, %, 8, sind ganze Zahlen 20. Es sind drei Fille zu unter- 
scheiden, je nachdem ob die GréBen a, +-«,—a und £,+ 6,=— / beide 
gleich Null sind, oder keine von ihnen oder nur eine von ihnen verschwindet. 

Erster Fall: a,+«,=0; £,+,=0. 

Da man in Gruppen G(a,b, R(a,6)=1), in denen a und b in R 
die Exponentensumme Null haben, stets entscheiden kann, ob ein Element W 
gleich einer Potenz einer Erzeugenden ist, falls man das Identitétsproblem 
lésen kann — ist W=a"*, so muB8 k gleich der Exponentensumme von a in W 
sein, ist also durch W eindeutig bestimmt —, so kann man diesen Fall durch 
zweimalige Anwendung von Hilfssatz 1 auf den Fall G(a, b, aba~*b~*=1) 
zuriickfiihren, und der ist trivial. 


Zweiter Fall: «,+a,+0; 6,+,+0. 
Wir setzen a=s-t-*, b=t" (a =a,+a,, B=f,+ A,), 
G(a, b, ab” a™ b= 1) 
geht dadurch iiber in eine Gruppe 
G{s, t; (at? )™ 4° (gt BY Me gee 1}. 
Mittels Hilfssatz 2°) erkennt man leicht, daB es geniigt, das Identitits- 
problem fiir G zu lésen, und — da die definierende Relation in ¢ die Ex- 
ponentensumme Null hat — geniigt es sogar, das Identititsproblem fiir 
die Untergruppe H, von G zu lésen, die aus allen Worten von G besteht, 
die in ¢ die Exponentensumme Null haben. Zum Beweise vgl. § 2, zweite 
Anwendung von Satz 2. Aus Satz 4 von § 2 folgt weiter, daB H, definiert 
wird durch die s, (s,—t*st~*;k—=—0, +1, +2,...) und die Relationen: 
P, = 818 p4a +++ 8—p(a,—1)4h "Burd Suti—p-e s+ 8p+4-f (a—) =1, 

wobei «, > 0 angenommen wurde, « = signum «a, ist, und 4 alle ganzen 
Zahlen 0,+1, +2,... durchléuft, waihrend «=a, f,—«,$,+ falls’ 
e=—1 und gleich a, f, — a, f, ist, falls «= +1. 

Es lat sich nun leicht zeigen, daB — abgesehen von dem einfach 
za erledigenden Spezialfall «,—«,, «,8,—«,8,—0, also f,—£,, das s, 
mit dem gréBten oder das s, mit dem kleinsten & in P, genau einmal 
vorkommt. Da namlich die Indizes der s, in P, von s, bis 8_g@,-1)+1 
und von 8.4, bis 8:+1-g(,-«) Sich monoton jeweils um f andern, kommen 
als groBte bzw. kleinste Indizes der s, in P, nur die Zahlen 4; u +4; 
— B(«,—1)+4; 4+4—f(a,—«) in Frage, und diese miissen paarweise 
gleich sein, wenn nicht wenigstens einer nur einmal vorkommen soll. Falls 
e=-—1, muB, da die Indizes von 4 bis — B(a,—1)+4 und w+ 4 bis 


*) und nach Einfihrung neuer primitiver Elemente; man setzt erst b= ¢* und 
fihrt dann, statt a und ¢, als neue Erzeugende s=at? und ¢ ein. 
Mathematische Annalen. 105. 5 
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u+A—B(a,—e) sich danm im entgegengesetzten Sinne andern, «= — 8 (a, —1) 
und uw +i— B(«,—e)= 4 sein; das gibt leicht «,--a,—0, was ausge- 
schlossen war. Analog gibt «= -+1 nur die Méglichkeit «= 0, «,=a,. 
Diese fiihrt in der Tat auf einen Ausnahmefall; hier ist namlich G de- 
finiert durch 
G {a, b; (a b”)’= 1}. 

Durch Anwendung von Hilfssatz 1 1a8t sich in diesem Falle das Identitits- 
problem in @ auf Probleme in der Gruppe @’{a, b; (ab”)*=1} reduzieren, 
die leicht zu erledigen sind, da man ab” als neue Erzeugende einfiihren kann. 

Abgesehen von diesem Ausnahmefall kommt, wie gesagt, in jeder Re- 
lation P, = 1 das s, mit dem gréBten oder das s, mit dem kleinsten Index 
genau einmal vor. Da jedes Wort H, nur endlich viele s, enthilt, geniigt 
es, das Identititsproblem in den Untergruppen von H, zu lésen, die von 
endlich vielen s,: sy, 8y+1,.--,8u (N< M) erzeugt werden, um es in H, 
selbst zu lésen. Nach dem Freiheitssatz besitzt die von sy bis sy erzeugte 
Untergruppe von H, als definierende Relationen endlich viele der Relationen 
P,=1, und da man diese Relationen nach dem Obenstehenden zur Eli- 
mination iiberzahliger Erzeugender benutzen kann, ist jede solche Unter- 
gruppe eine freie Gruppe, so daB man das Identitatsproblem in ihr sicher 
lésen kann. Es bleibt als 

Dritter Fall: «,+a,+0, £,+8,=—0. 

Wegen Hilfssatz 1 laBt sich dieser Fall auf den Fall 8,—1, 8, = —1; 
«, teilerfremd zu «,: (@,,«,)=1 zuriickfiihren, falls es gelingt, in 


G{a,b;a"ba"b'=1; (a,,a,)=1} 
nicht nur das Identitaétsproblem zu lésen, sondern auch zu entscheiden, 
wann ein Element W(a,b) von G gleich einer Potenz von a ist, und in 
GQ" {a, b; a®™ ba®* b= 1} 
(d ganze Zahl, |d|> 1) zu entscheiden, wann ein Element gleich einer 
Potenz von b ist, falls das Identitatsproblem fiir G’ gelést ist. Die zweite 
Aufgabe ist auf Grund von Satz 2, § 2 durch einen schon beim ersten 
Fall* « = §=0 benutzten SchluB erledigt. Die erste dagegen wird erst 
im Laufe der folgenden Betrachtungen ihre Lésung finden. 

Plan fiir die folgenden Untersuchungen. Wir gehen aus von der 
Gruppe G(a,b; a*ba™b-'=1) mit a,+«,+0, (a,,4,)—1. Wollte 
man in @ nur das Identitatsproblem lésen (man soll ja iiberdies noch 
entscheiden kénnen, wann ein Wort von G gleich einer Potenz von a ist), 
so wiirde es hierzu geniigen, das Identitiatsproblem in der Untergruppe H, 
von G zu lésen, die aus allen Worten von G@ besteht, die in 5b die Ex- 
ponentensumme Null haben (§ 2, Satz 2, 2. Anwendung). 4H, tritt nun als 
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Gruppe mit unendlich vielen Erzeugenden auf; da jedes Wort aus H, aber 
nur aus endlich vielen Erzeugenden gebildet sein kann, geniigt es, das 
Identitétsproblem in gewissen Untergruppen H, von H, zu lésen, wobei 
die H,, nur m + 1 Erzeugende enthalten, die, wie sich herausstellt, simtlich 
durch zwei von ihnen ausgedriickt werden kénnen. Die H,, gehen dadurch 
in Gruppen von nur zwei Erzeugenden a, und a,, iiber. Um nun in den 
H,, das Identitatsproblem zu lésen, geniigt es wieder, dasselbe fiir die 
Untergruppen der H,, zu lésen, die aus allen Worten bestehen, die in a, 
die Exponentensumme Null haben. In diesen Untergruppen lat sich dann 
das Identititsproblem durch wiederholte Anwendung des Satzes von 
Schreier lésen. 

Damit wire das Identitatsproblem fiir G gelést; aber es bleibt noch 
immer die Aufgabe, zu entscheiden, wann ein Wort W(a, b) aus @ gleich 
einer Potenz von a ist. Hier wird sich aber zeigen, daB diese Aufgabe 
schon gelést ist, wenn man das Identititsproblem fiir die Gruppen H, 
lésen kann. Damit wird unser Beweis dann abgeschlossen sein. 

Es soll also zunachst das Identitatsproblem fiir die Untergruppe H, von 


G(a,b; a“ ba" b-*=1; a, + a, +0; (@,,¢,) =1) 
gelést werden, die aus allen Worten von @ besteht, die in b die Exponenten- 


summe Null haben. Nach § 2, Satz 4 wird (wenn man b*ab-*=— a, fiir 
k=0,+1, +2,... setzt) H, gegeben durch 
Hy {a,; a'=arsi; k=0,+1, +2,...}. 
Da nun jedes Wort von H, nur aus endlich vielen Erzeugenden besteht, 
geniigt es weiter, das Identitatsproblem fiir alle aus endlich vielen a, er- 
zeugten Untergruppen von H, zu lésen, und ohne Beschrainkung der All- 
gemeinheit geniigt es, als solche Untergruppen die von a), a,,..., @,, 
(m ganze Zahl >0) erzeugten Untergruppen H, zu betrachten. Nach 
dem Freiheitssatz werden diese definiert durch 
H,{@5,0,,.--54,3 @' =G.51; “w=0,1,...,m—1}. 

Jetzt zeigt man, daB sich wegen («,, «,)—=1 die Erzeugenden a,,a,,...,@,,_, 
durch a, und a, ausdriicken lassen. Denn aus ao'=a;™, a;’=a;™ 
folgt zunachst aot me Ot ee gt oe gi" und allgemein 


(3) at agi”, Giaak™ (p=, 1,....=—2) 


Nun gibt es wegen («,,«,)=1 fiir jedes « —1,2,...,m—1 ein Paar 
ganzer Zahlen**) 1,, 4,, so daB 


(4) Ayafi+ dp (— a)” “= 1 


%) Die natirlich von » abhingen. 
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ist, und infolgedessen wird 

(5) On p= ag ag", 

H,, wird also durch a, und a,, allein erzeugt. Nun mu8 man noch die 
zwischen a, und a, bestehenden (wesentlichen) Relationen auffinden. Zu- 
nachst folgt aus (3) fir u = 0 

(6) ay’ =a”, 

und weiter, wenn = ,,vertauschbar mit“ bedeutet 

(7) as’ = a (uni. t, .-. o— 0. 
Die Relationen (6) und (7) bilden schon ein vollstandiges System definie- 


render Relationen fiir H,; denn gibt man H, durch 

Hy (do, G1, «-+, Om; G," = 4,313 “w=0,1,...,m—1), 
und driickt die a, durch a, und a,, mittels (5) aus, so wird aus af'=a, 7% 
unter Benutzung von (7) einfach eine Folge von (6) der Form a)" =a,'-™”, 
wobei t eine ganze Zahl ist. 


H,,, ist jetzt also definiert durch 


Hy { a, On; al = ai"; agi" als", w=1,...,.m—1}. 

Um nun in H,, das Identitatsproblem zu lésen, beachte man, daB es 
geniigt, dasselbe fiir die Untergruppe H,, von H,, zu lésen, die aus den 
Worten von H,, besteht, die in a, die Exponentensumme Null haben. Denn in 
jedem Wort W(a,,a,,) aus H,, welches gleich eins ist, besitzt a, eine durch 
(— a,)™ teilbare Exponentensumme M-(— a,)”; es ist also das Wort 


W*=W-a “a,¥-** 


in H gelegen, und ebenfalls gleich eins. 

Um nun das Identitétsproblem fiir H, zu lésen, zeigt man sunichst 
wie in § 2, Satz 2, erste Anwendung, daB jedes Wort W*(a,,a,,), das 
H;, angehért, schon gleich eins ist auf Grund der Relationen 


(8) aa" a; asa?" = ay 
(=* heiBt ,,vertauschbar mit“) und 
(9) ast “=> gi" (pid, ca hh. 
Setzt man nun fir k= 0, +1, +2,... 
Om Ao Om = dy, 


80 wird nach § 2, Satz 4 (da man (8) und (9) in den d, schreiben kann) 
Hy gegeben durch 


7 2 a 
Ha {d;; re ; k=0, +1;...; #=0,1,..., m}. 
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Fiir den Rest braucht man zunichst noch den folgenden 
Hilfssatz 3. In Gruppen von folgendem, kurz mit einem Stern * 


bezeichneten Typus 
Erzeugende: e; (¢=1,2,...), 
Relationen: ej"* = ej"* 
(die n;, sind irgendwelche ganzen Zahlen 50; k durchlauft dieselben Indizes 
wiet), kann man stets entscheiden, wann ein Wort gleich einer Potenz einer 
Erzeugenden ist, wenn man das Identitatsproblem in thnen lésen kann. 

Beweis. Ist W(e;,,¢&,,..-) = ep, und sind e,,¢,,... die Exponenten- 
summen von ¢,, &,,... in W, so ist 1 =e, + «,+..., also durch W schon 
eindeutig bestimmt. Geht man namlich zu der Faktorgruppe unserer Gruppe 
iiber, welche entsteht, wenn man zu den vorhandenen Relationen noch die 
Relationen e, = ¢,=e, =... =e hinzufiigt, so geht W(e;,, &%,, ...) =e 
iiber in e"+%+--- = e', und da aus den bestehenden Relationen keine Re- 
lation fiir e alleine folgen kann, ist ¢, + ¢,+...=l. 

Hieraus folgt mit Hilfe des Satzes von Schreier: Kann man das Iden- 
tititsproblem fiir Gruppen vom *-Typus lésen, so kann man es immer 
dann auch fiir das freie Produkt mit vereinigten Untergruppen derselben 
lésen, wenn man dabei als zu vereinigende Untergruppen solche Unter- 
gruppen wahlt, die von einer Erzeugenden oder einer Potenz derselben 
erzeugt werden (diese Untergruppen sind also alle isomorph mit der freien 
Gruppe von einer Erzeugenden). 

Jetzt kehre man zu Hy zuriick. Man kann —a, >0 annehmen, und 
nach Elimination iiberfliissiger Erzeugenden Hy, definieren durch 
H2 (dy; dfieye—de 3 &=0,1,..., ((—%)"—1); p=0,...,m—1}, 
wobei natiirlich die Relationen nur so weit gelten, als in den Indizes der 
d keine von 0,1,...,((—@,)"— 1) verschiedenen Zahlen auftreten. 


Um zu zeigen, wie man jetzt in H, das identitatsproblem lést, diene 
zunachst folgendes einfache Beispiel: Es sei m=2, und —a,=— +2. 
H,, wird dann definiert durch die Erzeugenden d,, d,, d,, d, und die Relationen 

ds! = di = dy’ = as", 
adh; dh map. 
Man sieht, da8 unsere Gruppe freies Produkt mit vereinigten Untergruppen 
der folgenden Gruppen #7," und F," ist: 
Hy {do, dy; de = de"} 


He’ {d;, ds; a? = dg}, 


und 
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wobei als zu vereinigende Untergruppen die von den Elementen do i (= ds") 
bzw. av (= ds*) erzeugten Untergruppen fungieren. H* ist  seinerseits 
freies Produkt mit vereinigten Untergruppen der von d, und der von d, 
erzeugten Gruppen, wobei als zu vereinigende Untergruppen die von dj," 


bzw. d;" erzeugten Untergruppen fungieren. Analoges gilt fiir H,*. Durch 
zweimalige Anwendung von Hilfssatz 3 erkennt man also die Lésbarkeit 
des Identitatsproblems fiir dieses einfache Beispiel. 


Analog lést man allgemein fiir die Gruppen H,, das Identititsproblem. 
H,, ist namlich freies Produkt mit vereinigten Untergruppen der folgenden 
|«,| Gruppen Hy ., (o,=0,1,...,|«,|—1) vom *-Typus: Durchlauft rz, 
die Zahlen 0, 1...., ((—@,)"~*—1) und o, die Zahlen 0, 1,..., ((— «,)—1), 


so werde Me. o, definiert *8) durch 


m—u—1 m—p—1 
° 1 —_ 
Ee a, {de,+,1-«)3 do + (,+(-a)*)(-a,) _ & itt: (-a)}> 


wobei « = 0,1,..., m — 2 ist, und als zu vereinigende Untergruppen fun- 
gieren die von den 


m 
vet 
B (nd Oj wht es a) SH -ce «+ = dg) ,(-a,)"—-1)(-a,)) 


erzeugten Untergruppen der Hy, «,. 

Die Gruppen H>,,, lassen sich genau so als freies Produkt der 
folgenden —«, Gruppen Ay...o, (o,=9, 1, , ((—«,) — 1)) vom 
*-Typus mit vereinigten Untergruppen darstellen: Durchliuft t, die Zahlen 
0,1,...,((—«,)"~*—1), so wird i a.e definiert durch 

m—p—2 m—p—2 

}: aR ( SA ee dos 04-( a) +(r4+(— ay) 0," = Fa, +0,(-a)+44(-0 > 
wobei « die Zahlen 0,1,...,m— 3 durchliuft und als zu vereinigende 
Untergruppen die von den 


m—1 a. -1 a”! 


r= ay(=d o +0, (- a) +1-(—a,)? «++ = P Oe (—@q) + ((—a,)”"* —1) (— ~a,)*) 
erzeugten Untergruppen der H,,, ., dienen*). Man sieht ohne Miihe, wie 
das weitergeht, und da8 durch m-malige Anwendung von Hilfssatz 3 das 
Identitatsproblem in H,, auf das in freien Gruppen von einer Erzeugenden 
zuriickgefiihrt wird. 

Falls —a, <0 gelten entsprechende Formeln mit a, statt —«,. 


Jetzt ist, wie oben (S. 67) angekiindigt wurde, noch der Nachweis 
zu liefern, daB man in der urspriinglichen Gruppe @ (a, b; a“ ba™ b™*=1) 


*3) Falls m=1, treten keine Relationen mehr auf; man ist also fertig. 
4) Falls m=2, ist man damit fertig. 
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entscheiden kann, ob ein Wort W(a, b) gleich einer Potenz von a ist, wenn 
man in den Gruppen H,, das Identitatsproblem lésen kann. Wir fragen 
also zunachst: 

Was bedeutet die Aufgabe, in G zu entscheiden, ob ein Wort W(a,b) = a' 
= einer Potenz von a ist, fiir H,? W gehért nach § 2, Satz 2 zu H, 
und es gibt eine geeignete Potenz b’ von b mit 420, so daB b* Wb’ 
zu H,, (bei hinreichend groBem m) gehért. Ein solches 4 ist leicht zu be- 
stimmen, und wir wollen m so grob wiahlen, dab 0<A< m ist. Setzt 
man b*W(a,b)b~*= W/(a,,a,,), 80 ist also in H,, zu entscheiden, wann 
W (a,,4,,) =a; wird. Setzt man 4=m—yp (0S u<m), so muB also 
(nach 5) W(a,,a,,) ag eS om at —a*” und (7) folgen; 
sind y, bzw. y,, die Exponentensummen von a, bzw. a,, in W, so muB 
es also nach einer Verallgemeinerung*’) von § 2, Satz 2, 1. Anwendung 
eine ganze Zahl» geben, so daf 


yap = a l-A,as", 
—¥(— ay)” = ym — bd, (— oy)" 


ist. Wegen A,a{‘+ 4o(— a2)" “=1 bestimmen sich » und / hieraus ein- 
deutig; / ist also schon durch W selbst eindeutig bestimmt**) und es ge- 
niigt also, das Identitatsproblem fiir A, zu lésen, um in G@ entscheiden 
zu kénnen, wenn ein Wort gleich einer Potenz von a ist. 


§ 5. 
Die Untergruppen der Modulgruppe. 


Die Modulgruppe @ ist definiert durch zwei Erzeugende*’) und die 
Relationen 
a*=b'=1. 


Es soll zunichst gezeigt werden, daB die Kommutatorgruppe C der Modul- 


gruppe freie Gruppe von zwei Erzeugenden ist. Die Kommutatorgruppe C 
der Modulgruppe besteht aus allen Worten W(a,b), die in a und 6 die 


%) In § 2, Satz 2, 1. Anwendung folgt W=1 aus nur einer Relation R=1; 
hier treten auBer der Relation a,* = ai noch weitere Relationen (7) auf, die 
aber beim Abelschmachen fortfallen, weil in ihnen alle Erzeugenden die Exponenten- 
summe Null haben. 


mien "en (Say 


*”) Den Erzeugenden a bzw. b entsprechen die linearen Substitutionen z’ = — 


1 
Vos ene cine 1 
bzw. z’= sa einer Variablen z. 








ele 
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Exponentensumme Null haben**). Nach § 2, Satz 2, erste Anwendung, ist 
ein solches Wort W in der Modulgruppe G schon gleich eins auf Grund 
der Relationen 
(1) a*ba *b-*=1; Bad *a*=1. 
Das |a8t sich so aussprechen: Die Kommutatorgruppe C der Modulgruppe G 
ist (einstufig) isomorph mit der Kommutatorgruppe der Gruppe G, die die 
Erzeugenden a, 6 und die definierenden Relationen (1) besitzt. Die Kom- 
mutatorgruppe von G kénnen wir also ebenfalls mit C bezeichnen. 

Um nun Erzeugende und definierende Relationen von C zu finden, 
untersuche man zunichst die Untergruppe H, von G, die aus den Worten 
von G besteht, die in a die Exponentensumme Null haben. C ist nim- 


lich Untergruppe von H.,. 
Nach § 2, Satz 4 wird H, erzeugt durch die 


b,=a"*ba* (k=0, +1, +2,...) 
und alle Relationen zwischen den 6, folgen aus den Relationen 
(2) berg ds' =1; bf b;2,—1 (k=0, +1,....) 


Alle 6, lassen sich also durch 5, und 6b, ausdriicken, und zwischen 
diesen besteht nur noch die Relation 
(3) by by =1. 
Damit nun ein Wort W(b,,b,) aus H,, wenn man es mittels b,=b, 
6, =aba™ in ein Wort W(b,aba~*) aus G umwandelt, auch in 6 (und 
nicht nur in a) die Exponentensumme Null besitzt, mu8 offenbar in 
W (b,,,) die Summe der Exponentensummen von }, und 6, gleich Null sein. 
C, als Untergruppe von H, betrachtet, besteht also aus den Worten aus H,, 
fiir die die Summe der Exponentensummen von 6, und b, gleich Null ist. 

Um nun C durch Erzeugende und Relationen zu definieren, betrachte 
man zunichst die Untergruppe F’ der freien, aus b, und 6, erzeugten 
Gruppe F(5,,5,), die aus allen Worten besteht, fiir die die Summe der 
Exponentensummen von }, und b, gleich Null ist. Es wird sich zeigen, 
daB F’ freie Gruppe der Erzeugenden 


Bi= 5b, bo * by (¢=0, +1, £2,...) 
ist. Zundchst ist nimlich klar, da8 die f; frei sind, denn setzt man 
b=2z, b=y-x, so wird £,—2' yx‘ 
und die z‘y2~‘ sind nach § 2, Satz 3 frei. 
**) Natirlich gehdren auch Worte, die nicht in a und b die Exponentensumme 
Null haben, zu C; aber diese Worte lassen sich durch die definierenden Relationen 


von @ stets in Worte verwandeln, die in a und b die Exponentensummen Null haben, 
z. B. gehdrt (ab)*=(ab)°a-*b-* zu C. 
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Weiter sieht man leicht ein, daB die f; auch wirklich F’ erzeugen, da 
ein Wort 
W = bj" by* bj" by"... BJ" by" 
aus F’, fiir das also y,+y,+...+7,+46,+6,+...+6,—=0 ist, auch 
geschrieben werden kann als 


W= be (bo? bs”) by” BE tht. (Bh by **) le TS 


25 Bythit--tre (b)" bs **) bb” * eee Im Ht dite. t 1m tom 


, 


+b,+.0-+9mt5m 


und da nach Voraussetzung b,' = 1 ist, hat man nur zu zeigen, 
da8 man jedes Wort bj (b; bo es ” aus den £,; zusammensetzen kann, und 
das ist in der Tat méglich, denn es ist bj by by ° bo” = B,-By+1-By+2 --- Bysa—s- 

Jetzt kehren wir zuriick zu der Aufgabe, C als Untergruppe von 
H, (bo, b:; bf by * = 1) durch Erzeugende und Relationen zu definieren. 
C wird nach dem eben Bewiesenen sicher erzeugt durch die £; = bj b; bs? bo’, 
und es ist nur die Frage, welche Relationen aus b;b;°=—1 fiir die B, 
folgen. Um das zu untersuchen, geht man davon aus, da8 fiir jedes Wort 
W(b,,6,) aus H,, das gleich eins ist auf Grund von bj b)*°=1, nach § 2, 
Satz 1 eine Identitat besteht: 


_ k 
We I1Ts(br bo °)* Tr’, 


wobei «, = +1 ist. W gehért offensichtlich zu C, da in 7, b; b> ° 7," die 
Summe der Exponentensummen von }, und b, gleich Null ist. Ist nun 
die Summe der Exponentensummen von 5, und 6, in T, gleich t,, so ist 
T, =7;-b¢, wo Tj; mu C gehért und sich also durch die £, ausdriicken 
la8t. Daraus folgt: Alle Relationen zwischen den f,, die aus bobs *=1 
folgen, erhalt man, wenn man die Relationen bj} (b; bo *\* bs * =1 in den 
B, schreibt, was die Relationen 


(4) BB. Bisg=1 (¢=0,+1, +2,...) 
ergibt, denn da sich W in der Form 


es (Bex Bey+a Bey+2)™ 7," 


darstelien 1a8t, so ist W, als Wort in den £, betrachtet, sicher gleich eins 
auf Grund von (4) *). 

Da in den Relationen (4) jede Erzeugende nur einmal vorkommt, 
kann man sie dazu benutzen, alle Erzeugenden durch zwei von ihnen, etwa 
B_, und f,, auszudriicken. Dadurch werden die Relationen (4) ,,aufgelést“ 


**) Das eben benutzte Verfahren dient auch dazu, Satz 4 von § 2 aus Satz 1 
und 8 von § 2 abzuleiten. 
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(d. h. zu Identitaéten in #_, und f,) und f_, und B, sind also freie 

Erzeugende von C. Als Element der Modulgruppe @ geschrieben ist 
B_.=b-*aba”*; ~,=—aba*b-*. 


Ihnen entsprechen die Substitutionen 


> 22 ,__—2+1 
z= —s+ i bzw. 2’= eat 
einer Variablen z (falls a und 6 bzw. die Substitutionen 2’ = = und 


p_ = \ 
= 7 entsprechen ) . 


Jetzt sei I” eine beliebige Untergruppe der Modulgruppe G. Der 
Durchschnitt von I und C heiBe 4; A ist invariante Untergruppe von I 
und, als Untergruppe der freien Gruppe C nach einem Satz von O. Schreier **), 
selbst eine freie Gruppe (wobei wir das Einheitselement als freie Gruppe 
von Null Erzeugenden betrachten). 

Die Faktorgruppe I'/4 von 4 in I’ ist einstufig isomorph mit einer 
Untergruppe der Faktorgruppe G/C von C in G; G/C wird aber definiert 
durch die Erzeugenden a, b und die Relationen 


a*= b* = aba *b-*=1, 


da man die Faktorengruppe einer invarianten Untergruppe bekommt, in- 
dem man zu den definierenden Relationen der Gesamtgruppe noch die 
Relationen hinzufiigt, die sich ergeben, wenn man alle Elemente der in- 
varianten Untergruppe gleich eins setzt. 

G/C ist also die zyklische Gruppe der Ordnung 6, und I'/4 besitzt 
somit eine der Ordnungen 1, 2, 3 oder 6. 


*) O. Schreier, Die Untergruppen der freien Gruppen, Abh. aus dem Math. 
Seminar d. Hamburgischen Universitat 5, 8.161, Leipzig 1927. 
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Sur les différentielles totales des fonctions univalentes. 


Von 


D. Menchoff in Moskau. 


§ 1. 

On dit qu’une fonction u(z,y) de deux variables réeiles x et y 
posséde pour les valeurs données de x et y une différentielle totale au 
sens de Stoltz, lorsque pour ces valeurs de x et y les dérivées partielles 
eu 


= et i existent et vérifient la relation 


u(x +4z,y+Ay) —u(z,y) = fpdz+ dy +h(4z, dy), 


ou 
A(4z,4y) _ 9 
Aaz>0 3 Ay* 
yee | y4u*+Ay 
Posons 








L(z, y) = limeup 1*(2+42,9+4y)—«(#,9)| 


42-0 Y4z*+ 4y* 
4y70 


L(2z,y) est une fonction non négative, finie ou non. 

M. Rademacher a démontré le théoréme suivant: 

Lorsque L(x,y) est finite en chaque point (x,y) dun domaine D, 
la fonction u(z,y) posséde une dijférentielle totale au sens de Stoltz 
presque partout dans D *),. 








1) Rademacher, Uber partielle und totale Dijferenzierbarkeit von Funktionen mehrerer 
Variablen, Math. Annalen 79 (1919), 8. 340. 

Lorsque nous avons un ensemble plan Z & deux dimensions, nous désignerons 
par Mes EZ la mesure superficielle de cet ensemble. Lorsque nous disons qu’une pro- 
priété est remplie presque partout dans un domaine D, nous entendons par la que cette 
propriété est remplie partout dans D, sauf peut-étre aux points d’un ensemble de 
mesure superficielle nulle. 
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M. Stepanoff a généralisé ce résultat en démontrant le théoréme suivant : 

Lorsque L (x,y) est finie en chaque point dun ensemble mesurable 
E de mesure positive, la fonction u(z,y) posséde une différentielle totale 
de Stoliz presque partout dans E *). 

La notion d’une différentielle totale de Stoltz peut étre étendue sans 
peine aux fonctions d’une variable complexe z= z+‘ y. ; 

Nous dirons qu’urfe fonction f(z) d’une variable complexe z posséde 
en un point donné z=—2-+y une différentielle totale de Stoltz, lors- 
qu’en ce point les dérivées partielles f(s) et of) existent et vérifient la 
relation " 

éf (2) 


f(z+42z) —f(z)= Az + 2£2) jy 4 e(Az, dy)-42 
ez dz 








ot 
4z=Az+tdy et jim, ¢(4z,4y)=0. 
4y>0 
Posons f(z)=u(z,y)+#v(z,y) ot u(z,y) et v(z,y) sont des 
fonctions réelles. Il est clair que la fonction f(z) posséde une différen- 
tielle totale de Stoltz en un point z—2-+y, si et seulement si les 
deux fonctions u(z,y) et v(z,y) possédent une telle différentielle pour 
les valeurs correspondantes z et y. Posons 


f(2+4z) —f(z) 
Az , 





L(z) = limsup 
4z>0 


Alors le théoréme de M. Stepanoff peut étre énoncé de la maniére suivante: 

Lorsque L(z) est finie en chaque point z dun ensemble mesurable E 
de mesure positive, la fonction f(z) posséde une différentielle totale de 
Stoltz presque partout dans E£. 

On peut se demander, si la condition L(z)< + oo peut étre rem- 
placée par une condition moins restrictive. Nous allons voir que le 
théoréme de M. Stepanoff peut étre généralisé dans le cas, oi la fonction 
f(z) est continue et univalente dans un domaine D, c’est-a-dire effiectue 
une correspondance biunivoque et bicontinue entre les points du domaine 
D et dun autre domaine Q situé dans le plan de la variable w = f(z). 
A cet effet nous introduirons les notations suivantes, qui sont valables 
non seulement pour les fonctions univalentes. Soit ¢ un rayon rectiligne, 
issu d’un point z et situé dans le plan du domaine D. Désignons par 


lim sup (t) A(z, 4z) 
420 
*) Stepanoff, Uber totale Differenzierbarkeit, Math. Annalen 90 (1928), S. 318. 


On suppose que la fonction u(z,y) est définie partout dans un domaine D 
contenant l’ensemble EZ & son intérieur. 
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la plus grande des limites d’une quantité réelle A(z,4z), lorsque 4z tend 
vers zéro de telle fagon que le point z + 4z reste toujours sur le rayon ¢. 
Posons, de plus, : 

L (2,4) = lim sup (1)|“E* “9 = FO), 


Nous allons démontrer le théoréme suivant: 

Théoréme. Sotit f(z) une fonction continue et univalente, définie 
dans un domaine D. Supposons quwil existe a Vintérieur de D un 
ensemble mesurable E de mesure positive, MesE > 0, dont chaque point z 
est Vextrémité de deux rayons rectilignes t, et t,, situés sur deux droites 
différentes et vérifiant les conditions suivantes: 


L(z,t,)<+oo, L(z,t,)<+00%). 


Alors la fonction f(z) posséde une différentielle totale de Stoltz presque 
partout dans E. 


§ 2. 
Tout d’abord nous démontrerons le lemme suivant: 


Lemme. Sott f(z) une fonction continue (non nécessairement uni- 
valente) définte dans un domaine D et soit P un ensemble parfait situé 
dans D et contenant des points intérieurs a ce domaine‘). Supposons 
que chaque point z de P est Vextrémité de deux rayons rectilignes 
t,(z) (¢=1,2), qut sont situés sur deux drottes différentes et, de plus, 
verifient les conditions 
(1) L[{z,t;(z)]< +00 (¢=1,2). 


Alors il existe une portion IT de Tensemble P*), située a Vintérieur 
de D, et un nombre positif o, tele que chaque point z de l'ensemble IT 
est Pextrémité de deux rayons rectilignes 1,(z) (¢=1,2) qué possédent 
les propriétés suivantes: 


(1°) (z,(2"), =,(2”)] <9, (i =1,2) 9), 


*) Nous supposons que les rayons ¢, et ¢, sont situés dans le plan du domaine D. 

*) On dit qu’un ensemble P est situé dans un domaine D, lorsque tous les 
points de P se trouvent 4 Pintérieur ou sur la frontiére de D. 

5) On définit une portion d’un ensemble parfait P de la maniére suivante: 

Soit w un domaine ouvert contenant intérieurement des points de P. Désignons 
par /7 Yensemble des pointe de P, intérieurs & w, augmenté de leurs points limites 
sur la frontiére de ». On dit, dans ce cas, que l’ensemble J] est une portion de 
Vensemble P. 

*) Nous désignerons par [#*,¢”] la valeur, comprise entre zéro et x, de l’angle 
qui est formé par les rayons ¢’ et ¢”. 
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quels que soient les points z' et z” de ensemble IT; 


(2°) 800 o <[r, (2), %y(z)] <2 — 8006 
pour tous les points de IT; 

°) £(o)—f(2)| — 1 
(3°) Jee l< 





pour tous les points z de I] et pour tous les points ¢ situés sur les 
rayons t;,(z) (¢=1,2) et vértfiant Pinégalité 0< | —2z\ So. 

Démonstration. Soit 4 un rayon rectiligne fixe situé dans le plan 
du domaine D. Désignons par {4,t,(z)} la valeur algébrique de langle, 
comptée dans le sens positif de 4 a t;(z) et comprise entre zéro et 22 ’). 
Soient p,n,,n, des nombres entiers et positifs quelconques. Désignons 
par G(p,n,,m,) un ensemble de points z qui appartiennent a l’ensemble 
P et, de plus, possédent les propriétés suivantes: 


1 


A“ : i 
a) <4; %(2)} — a0p| < B00p (¢=1, 2); 
“ a. 8 
b) 5 <[h(2) &(2)]<a—-; 
¢) |KO=f®| <>» 


pour tous les points ¢ situés sur les rayons t,(z) (¢=1,2) et vérifiant 
st tied ; 1 
Pinégalité 0 < I$ —2|S a005° 8) 
Il résulte de la définition de ensemble P que 
(2) »G(p,n,,n,) = P, 


la sommation étant étendue & toutes les valeurs entiéres et positives de 
p, n, et n,. On voit de la relation (2) qu'il existe une portion JJ de 
Pensemble P et des valeurs déterminées des nombres p,n,,n, telles que 
Yensemble correspondant G(p,n,,”,) est partout dense sur Z7. On peut 
@ailleurs supposer que l’ensemble J/ est a l’intérieur du domaine D. 

En posant, pour ces valeurs des nombres p, n,, n,, 


1 
(3) 0p 7? G(p,n,,,) = G4, 
nous voyons que l’ensemble @ est partout dense sur J7. Nous définirons 
les rayons t,(z) de Ja maniére suivante. Posons 1,(z) =¢#,(z) (¢ = 1, 2) 


*) Lorsque les directions 4 et ¢,(z) coincident, nous prendrons {4.4% (2)} = 0. 
*) L’ensemble G(p,n,,n,) est vide, lorsque les nombres n, sont suffisamment 
grands. 
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aux points z de l'ensemble @ et, pour les points z de ensemble J — G, 
soit 1,(z) (¢=1,2) une des positions limites du rayon #;(¢), lorsque ¢ 
tend vers z en restant toujours sur l’ensemble G@. 

Nous allons démontrer que les rayons 1,(z) (¢ = 1,2) possédent les 
propriétés 1°, 2° et 3°, qui figurent dans l’énoncé du lemme. 

Tout d’abord, il résulte de linégalité a): 


[x,(2’), %(2”)] S oo 


400 p 
pour tous les points z’ et z” de l’ensemble 77. De méme, on obtient de 
Pinégalité b): 


(i =1, 2), 


5 Slaehn@lsa-<, 


pour tous les points z de J7. En comparant les deux derniéres inégalités 
avec la premiére relation (3), on obtient immédiatement les propriétés 1° 
et 2° des rayons 1,(z). 

Passons 4 la propriété 3°. Soit z an point quelconque de l’ensemble JI 
et soient ¢, et ¢, deux points situés respectivement sur les rayons 1,(z), 
t,(z) et tels que 


' 1 
(4) | eer Pe ae ge OS 
0<|¢,—z|=|%-—z/S 200 p 
En supposant que z’ soit un point arbitraire de l'ensemble G, désignons 


par ¢; et Cy les points situés respectivement sur les rayons t,(z’), t,(2’) 
et tels que 


(5) O<|ti—2'|=|ts—2"|=|ti—2}. 
On a donc, en vertu de (4), 
‘ , 1 , , 
Ii— 21S app Ith—2'| S aao5 
dou il résulte, en vertu de c): 
(6) f (or) —F(2’) f(s) —f(2’) 
tz" ta?’ 
Le rayon 1,(z) (¢ =1, 2) est une des positions limites du rayon t,(z’) 
pour z’ tendant vers z. Il résulte donc des inégalités (4) et (5) que les 


points ¢; et ¢: tendent respectivement vers ¢, et ¢,, lorsque 2’ tend vers z 
et, par suite, en vertu de (6) et de la premiére relation (3), 


f(o,)—f(2)| 1 f(és)—F(z)| — 2 
(7) ec x = ed < he 
En tenant compte de la définition des points ¢, et ¢,, on obtient 


done la propriété 3° des rayons 1,(z), ce qui achéve la démonstration 
du lemme. 


<P, <p. 
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§ 3. 

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme énoncé dans le § 1. 
Notre but est de démontrer que la fonction f(z) posséde une différentielle 
totale de Stoltz presque partout dans l'ensemble EZ qui figure dans l’énoncé 
du théoréme. D’aprés le théoréme de M. Stepanoff, il suffit de démontrer que 


(1) L(z)< +0 
presque partout dans Z. 
Supposons, au contraire, que 


(2) L(z)=+ 00 
dans un ensemble Z’, contenu dans E et de mesure positive, 
(3) Mes Z’ > 0. 


Soit P un ensemble parfait qui appartient 4 l’ensemble £’ et dont chaque 
portion posséde une mesure positive. 

D’aprés Pénoncé du théoréme, chaque point z de ensemble £ et, par 
suite, chaque point z de l’ensemble P est l’extrémité de deux rayons recti- 
lignes t,(z) et #,(z) qui sont situés sur deux droites différentes et, de plus, 
vérifient les conditions 
(4) L{z, t;(z)] < +00, (¢ = 1, 2). 


D’aprés le lemme du § 2, il existe donc une portion JJ de ensemble P, 
située & Pintérieur du domaine D, et un nombre positif o tels que chaque 
point z de JZ est lextrémité de deux rayons rectilignes 1,(z) (¢ = 1, 2) 
qui possédent les propriétés 1°, 2° et 3°, figurant dans l’énoncé du lemme 


du § 2. Il en résulte que 0< im. 


Puisque chaque portion de ensemble P posséde une mesure positive, 
nous avons 


Mes JT > 0. 


L’ensemble JT est une partie de ensemble Z’. Soit z, un point d’épaisseur 
superficielle de l'ensemble J7 qui appartient & cet ensemble. Le point z, 
appartient donc 4 l’ensembie EF’ et, par suite, 

L (2) = +00. 
Tl en résulte qu'il existe une suite de points z, (n=1,2,3,4,...) qui 
possédent les propriétés suivantes: 
(5) lim ‘= 2 , 


n?o 


sy | £(2n) —f (%0)| _ 
(6) lim £ | +oo. 


nro &-— 

















te a ee ere 
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En vertu de la propriété 1° des rayons 1,(z) (¢ =1,2) qui figurent 
dans P’énoncé du lemme du § 2, on peut trouver deux rayons rectilignes 
fixes 4, et 4, situés dans le plan z et tels que 


(7) [4,,%4(2)] <9 (§=1,2) 
pour tous les points z de l’ensemble J7. Il en résulte, d’aprés la propriété 2°, 
(8) 600 6 <[4,,4,] <2— 600. 


Désignons par ©, le cercle de centre z, et de rayon 2-|z,—2,|. Il 
existe quatre rayons rectilignes 4;” (i = 1,2, 3,4) qui possédent les pro- 
priétés suivantes: 

I. Les rayons 4;” et As” sont paralléles au rayon 4, et possédent la 
méme direction que ce rayon, tandis que les rayons 4;" et 4{” sont 
paralléles au rayon 4, et possédent la méme direction que ce rayon. 

II. Les rayons 4{” et 43” sont situés des deux cétés différents du 
point z, 4 la distance 2-|z,—z,| de ce point et, de méme, les rayons 
4s” et Af” sont situés des deux cétés différents de z, & la distance 
2-|z,—z,| de ce point. 

III. Les rayons 4,” et 4{” possédent un point commun zj,’ différent 
des extrémités de ces deux rayons, et de méme, les rayons 4;”, 4;” 
possédent un point commun 23, différent des extrémités de ces deux rayons. 


IV. Les rayons 4{” et 4;” possddent la méme extrémité zj2’. 


V. 2g — ef | =] ef — of | = | of — aff?) + 2 — af? |, 


ot z{"’ et 2,” sont respectivement les extrémités des rayons 43", 4{” et 231 


est le point d’intersection de ces 
deux rayons. 

En vertu des propriétés I et 
II, le quadrilatére 2,2 2{f? 2g’ 2s 
est un rhombe, et le cercle C,, est 
inscrit & ce rhombe. Posons 


(9) |28t)—2f2| + [=f —ai)|=a, 


etsoientrespectivement y(”, y{™, y\" 
les cercles de centres 29), 2{"), 2) 
et de rayon ca,. Désignrons par 
I, le cercle de centre z, et de 
rayon 3a, et soit J7, la partie de 
ensemble J7 dans le cercle I’,. Il est clair que le rhombe 2{9) 2{%) 2") z{™ 
ainsi que les cercles yi”), y"), y{"), sont situés & V’intérieur du cercle I. 
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Il résulte de la relation (5) que 
(10) lim a, = 0. 


Nous avons supposé que z, est un point d’épaisseur superficielle de l’en- 
semble JJ; on a donc 
Mes /7,, 





(11) jim 92a? pk. 
Il résulte de (10) et (11) que 
(12) 6a,<0, Mesl/I,> 92a3(1—7) 


pour toutes les valeurs de n, suffisamment grandes. En changeant la 
numération, on peut d’ailleurs supposer que ces inégalités sont vérifiées 
quel que soit n (n= 1, 2,3,...). De plus, on peut supposer que tous les 
cercles I, sont 4 Pintérieur du domaine D. 

L’aire de chacun des cercles y™, y{" et y( étant égale & x0*a?, 
on voit qu’é lintérieur de chacun de ces cercles se trouvent des points de 
ensemble J7,; done des points de l’ensemble JZ. Soient ¢{9’, ¢:” et ¢{” 
les points de l’ensemble J/ situés respectivement 4 |’intérieur Pd cercles 
7, yg? et y. On obtient 


(13) oj.’ — 239 | <a, [o3"—28"|<oa,, |of”—2{"|<oa,. 
Considérons les quatre rayons rectilignes 1,(¢{2’), t2(¢{), u(¢s”) e 
2(¢{"). En vertu de linégalité (7) et de la définition des rayons 


A;" (i =1, 2,8, 4), on obtient 


[4{", rn (ti?) <o, [ 43”, ma (ee”)] <a, 


[4s”, a(t?) <0, (ay 2(Ci”)] <a. 


(14) 


Il est clair que les points ¢{%', ¢3” et ¢{” sont a l’intérieur du cercle I. 


Nous désignerons ivement par c;”’, cs”, c{” et ci” les ints d’inter- 
gn P poit 


section de la circonférence du cercle I, avec les rayons 1(¢{%’), t2(C{2’), 

1,(¢3") et 2(¢{”). Puisque le rayon du cercle I’, est égal & 3a,, il ré- 

suite des inégalités (13) et (14) que, pour ¢ = 3, 4, la distance au rayon 

A{" de chaque point ¢ qui se trouve sur le segment ; t!” ci”, est inférieure & 
7a, tgo<l4a.o. 

De méme, pour i = 1, 2, la distance au rayon 4{” de chaque point ¢ qui 


se trouve sur le segment £{9’ Pim) om) est inférieure & 14a, o. 
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D’autre part, on obtient de Vinégalité (8) et de la définition des 
rayons 4,” 


600 « < (4, A{”] <2 — 6000, 
(15) 6000 < (4, a{”] <2 — 6000, 

600 6 < (as, 43” | <x — 6000. 
Nous avons, de plus, de V. et (9) 

| 2) — 2| =| 2) — 2")| = a, 


Il résulte donc de la définition des points 2{", ¢{”, 2{” et ¢{” que la di- 
stance du point ¢;" au rayon 4,” est supérieure a 


5 4, tg 600 o > 3004, 6 


(nm) 


et, de méme, la distance du point ¢;" au rayon A est supérieure 4 300 a, o. 





On voit de ce qui précéde que les segments ¢{3’ ¢{”’, Cf” cs” et Cf? cf”, 


0” 6) possédent respectivement des points communs (11, C33’ et, de méme, 


les segments (3 ti oi) oi” o™ possédent un point commun ¢,;’. Les quatre 


points C{3’, ¢{?, Caf” et Cs? sont les sommets d’un quadrilatére D, qui re- 

présente un domaine simplement connexe. De plus, tous les points du 

thombe 2{%) 2 zi) zi", dont les distanves de chaque cété de ce rhombe 

sont supérieures & 14a, 0, se trouvent a l’intérieur du quadrilatére D,. 
Il résulte de (15) et de la définition du cercle C, que 


|2,— %| > i| zi) — 2in)|.tg 3006, 
d’ot Yon obtient, en vertu de (9), 
(16) |2,— %| >18 a,c. 


Puisque z, est le centre du cercle C, et que le rayon de ce cercle est 
égal 4 2/z,—2,|, il résulte de (16) que les points z, et z, se trouvent 
& lintérieur du quadrilatére D,. Soit 2, l'image. dans le plan w du quadri- 
latére D,, c’est-a-dire que 2, est ensemble de tous les points w = f(z) 
qui correspondent aux points z du quadrilatére D,. Posons w, = /f(z,) et 
w,=f(z,). La correspondance entre les points z et w des domaines D 
et 2 étant biunivoque et bicontinue, on voit que les points w, et w, se 
trouvent 4 lintérieur du domaine Q,. 

Soient w’ et w” deux points quelconques sur la frontiére du domaine 2, 
et soient z’ et 2” les points sur la frontiére du quadrilatére D, tels que 


(17) f(z’) =w’, f(z") =w". 


6* 
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Supposons tout d’abord que les deux points z’ et 2” se trouvent sur le 
méme des quatre segments rectilignes qui constituent la frontiére du quadri- 
latére D,. Supposons, pour fixer les idées, que les points 2’ et 2” se 
trouvent sur le segment ¢;7 ti c&. Les points 2’, 2” et ¢{” étant a Vintérieur 
du cercle I, dont le diamétze est égal 4 6a,, on a 


(18) ls’— | <6a,, |2”—ti"|<6a, 
et, par suite, en vertu de la premiére inégalité (12) 
(19) ls’—C |<, |s"°—tP\<ce. 


Puisque le point ¢{" appartient & l’ensemble J7 et que les points z’ et 2” 
se trouvent sur le rayon 1,(¢{"), on obtient de l’inégalité 3° qui figure 
dans l’énoncé du lemme du § 2, et de l’inégalité (19), 











f(2’)—f(ef")| 1 f(2")-f(0)| 1 
(20) cone o? 2" co” = s’ 
dou il résulte, en vertu de (18), 
(21) |f(2") — #(2")| < F-a,. 


On arrive & la méme conclusion, si l’on remplace le segment (12) (42 par 
un des segments ¢i3’ C10’, Cis’ zs) ou Cas’ Car’. 

Supposons & présent que z’ et z” soient deux points quelconques sur 
la frontiére du quadrilatére D,. Supposons, pour fixer les idées, que les 
points z’ et 2” se trouvent respectivement sur les segments ¢. 22! 


tcl. On a de linégalité 7) 
Ir(a’) — £(t8)|<Sa,, | r(2")—£(08)|< 2a, 
net) —f(t#)|< 2a, 





dou il résulte 
If(2’) — t(2")|< Sa, 


Cette inégalité est vraie quels que soient les points z’ et 2” sur la frontiére 
du quadrilatére D,. Il en résulte que 
_ 36 
| w’ — w”| < —a, 


pour tous les points w’ et w” sur la frontiére du domaine 2, . Les points w, 
et w, étant & Pintérieur du domaine 2,, on obtient donc 


(22) |, — 19|< “a, 
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En comparant linégalité (22) avec linégalité (16) et avec les re- 

lations w, = f(z,) et w,—/(z,), on obtient finalement 
f (zn) — f (#0) 
2, —% 

pour toutes les valeurs de n (n=1,2,3,...). Cette derniére inégalité 
est en contradiction avec la relation (6) ce qui achéve la démonstration 
du théoréme. 

Il est facile & démontrer que ce théoréme n’est pas vrai pour les 
fonctions non univalentes. 


2 
|<a 


(Eingegangen am 10. 11. 1930.) 
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Einleitung. 


Die vorliegende Arbeit behandelt ein spezielles algebraisch-geometrisches 
Problem, das in Abschnitt I genau formuliert wird'). Es werden zunichst drei 
positiv definite quadratische Formen, die noch besonderen Einschrinkungen 
unterliegen, von gleicher Variablenzahl n einem Streckenkomplex'*) (Graphen 
oder Liniensystem) von der zyklomatischen Ordnungszahl*) n zugeordnet. Mit 
Hilfe der quadratischen Formen werden gewisse rationale Funktionen einer 
Variablen 4 und zweireihige Matrizen aus solchen Funktionen definiert. Die 
Eigenschaften dieser Matrizen, ihre Erzeugungsméglichkeiten aus drei definiten 
quadratischen Formen und damit die Méglichkeiten ihrer Zuordnung zu 
Streckenkomplexen bilden den Gegenstand der Untersuchung. Es ergibt 
sich, daB die Stieltjesschen Kettenbriiche**) fiir n —+ co in jener Weise durch 


1) Anmerkung bei der Korrektur: In engstem Zusammenhang damit steht 
das Hauptproblem einer demnichst in den Math. Annalen erscheinenden Arbeit: ,,Uber 
Funktionen mit positivem Realteil.“ 

18) Die grundlegende Untersuchung tiber Streckenkomplexe ist die von G. Kirchhoff, 
Pogg. Annalen 72 (1847). Die hier in Frage kommenden Eigenschaften der Strecken- 
komplexe sind in mathematischer Form u. a. bei Oswald Veblen, ,The Cambridge 
Colloquium, 1916, Part. II, Analysis Situs“, Chapter I, 8. 25, New York 1922 zu finden. 

*) ersten Bettischen Zahl. 

**) Stieltjes, Ann. Fac. Sci. Toulouse 8 (1894), J. 1—122; 9 (1895), A. 1—47 oder 
(Euvres Complétes, Tome II (1918), 8. 402, auch behandelt in O. Perron, ,Die Lehre 
von den Kettenbriichen“, 2. Aufl., Teubner 1928. 
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nur zwei quadratische Formen erzeugt werden kénnen. Somit erhalt man 
unter anderem geometrische ,,Darstellungen“ (vgl. Abschnitt 1) von Stéeltjes- 
schen Kettenbriichen durch Streckenkomplexe, welche in engem Zusammen- 
hang mit der Theorie der Stieltjesschen Kettenbriiche stehen. Es wird 
gezeigt, daB die Eigenschaften jener zweireihigen Matrizen nur durch 
den positiv definiten Charakter der quadratischen Formen, nicht aber 
durch die ihnen iiberdies noch auferlegten Einschrinkungen bestimmt 
werden. 

Das hier behandelte rein mathematische Problem riihrt von einer 
physikalisch-elektrotechnischen Aujgabe her: Es sollen zu einer gegebenen 
zweireihigen Matrixfunktion, die einen elektrischen Vierpol als Funktion 
der Frequenz des Wechselstroms charakterisiert, physikalische Vierpole 
konstruiert und die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir eine 
solche Realisierungsméglichkeit angegeben werden. Fiir die Nachrichten- 
technik, insbesondere fiir die elektrischen .Siebketien“*), besitzt diese Frage 
erhebliches Interesse. Deshalb erscheint ihre mathematische Durcharbeitung 
sehr erwiinscht. Die physikalisch-elektrotechnische Fragestellung war nicht 
nur fiir die Formulierung des mathematischen Problems, sondern vielfach 
auch fiir seine Behandlungsweise, sowie fiir die Terminologie*) und Wahl 
der Buchstaben maBgebend. 

Da in dieser Arbeit jede Bezugnahme auf physikalisch-elektrotechnische 
Dinge vermieden wurde, soll wenigstens an dieser Stelle eine kurze Zu- 
sammenstellung der physikalischen Bedeutung der wichtigsten vorkommenden 
GréBen gegeben werden: 

L = Selbstinduktion, gegenseitige Induktion, 

R = Ohmscher Widerstand, 

D = reziproke Kapazitat, 
Verkniipfungselement = gegenseitige Induktion, 


y = Spannung, 
Zweigvariable z = Zweigstrom, 
Kreisvariable x = Kreisstrom, 


*) Anmerkung bei der Korrektur: Vgl. Zeitschr. f. angew. Math. u. Mech., 
Okt. 1930: Die Siebschaltungen der Fernmeldetechnik“, das umfangreiches numerisches 
Material enthaltende Forschungsheft des V.D.I. ,,Siebschaltungen* (V.D.1.-Verlag 1931) 
sowie eine in der Math. Zeitschr. geplante Verdéffentlichung ,,Ein Interpolationsproblem 
mit Funktionen mit positivem Realteil*. 

*) Die Wahl einer rein mathematischen Darstellung bezweckt, den behandelten 
Gegenstand, der wohl auch fiir den reinen Mathematiker einiges Interesse besitzt, 
diesem bequem zugiinglich zu machen. Die Terminologie, Darstellungs- und Be- 
zeichnungsweise wurde jedoch absichtlich so gew&hlit, daB dem mit der physikalisch- 
elektrotechnischen Seite der Sache etwas Vertrauten die Ubersetzungsarbeit ins 
Physikalisch-elektrotechnische erleichtert wird. 
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Darstellung in einem 
Streckenkomplex = Netzwerk von Selbstinduktionen, gegen- 
seitigen Induktionen, Ohmschen Wider- 
stinden und Kapazititen, 
skalare Funktion der 
Klasse 2 — Wechselstromwiderstand, 
fiir rein imag. 4: |4| = Kreisfrequenz w des Wechselstroms, 


Anordnung = Schaltung, 
Nullcharakteristik |= Leerlaufcharakteristik, 
Transformator = idealer Transformator. 


Die hier definierten Begriffe Zweig, Knotenpunkt, Kreis, Zweipol, Vier- 
pol, KurzschluBcharakteristik, in Reihe liegend, parallel liegend, Uber- 
setzungsverhiltnis entsprechen den gleichnamigen elektrotechnischen Begriffen. 

In Abschnitt II, der Streckenkomplexe und elementare Higenschaften 
der ,,Darstellung“ einer Matrixfunktion in solchen behandelt, werden zum 
gréBten Teil bekannte Dinge in neuer Form dargestellt, um das Verstandnis 
des folgendes Hauptabschnittes zu erleichtern. Als neu und fiir den Elektro- 
techniker wertvoll mége die in Abschnitt II] behandelte Reihenverkiirzung 
und Parallelverkiirzung unter Beriicksichtigung von Verkniipfungselementen 
hervorgehoben werden. 

In Abschnitt III wird gezeigt, daB sich das Problem durch Hinfiihrung 
von ,,Kreisvariablen“ dahin vereinjachen laBt, daB den drei quadratischen 
Formen, aufer daB sie positiv definit sind, keine weiteren EHinschrankungen 
auferlegt zu werden brauchen. Dem entsprechen die ,,Darstellungen im 
weiteren Sinne“. Das Beweisverfahren benutzt affine Transformationen 
(Gruppe I°,) und eine Untergruppe der affinen Transformationen (I,) und 
»T'ransformatoren“ (das sind Darstellungen von durch einen Grenziibergang 
aus speziellen der oben erwahnten zweireihigen Matrizen gewonnenen Matrizen 
und Verallgemeinerungen derselben), um ,,kanonische Darstellungen“, in 
denen jene Zusatzbedingungen erfiillt sind, aus beliebigen ,,Darstellungen 
im weiteren Sinne“ zu gewinnen, fiir welche die quadratischen Formen 
nur die Bedingungen des Positivdefinitseins erfiillen. 

Die kanonischen Darstellungen entsprechen Schaltungen, durch welche 
jeder physikalisch realisierbare Wechselstromwiderstand, beziehungsweise 
jeder realisierbare Vierpol einer gewissen Klasse dargestellt werden kann. 
Darin liegt ihre Bedeutung fiir die Technik der Wechselstromschaltungen. 
Unter den kanonischen Darstellungen verdienen besonders die der Stieltjes- 
schen Kettenbriiche hervorgehoben zu werden. Diese sind unter anderem 
deshalb bemerkenswert, weil durch sie gezeigt wird, daB man fiir negative 
und rein imaginaére Werte der unabhingigen Variablen das Verhalten jeder 
Funktion, die sich durch einen Stieltjesschen Kettenbruch darstellen laBt, 
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durch elektrische Messungen untersuchen kann. Wahrend die vollstandige 
Lésung des Problems im allgemeinen Fall invariantentheoretische Hiljs- 
mittel erfordert, gelingt sie u.a. im besonderen Fall der Klasse € (Definition 
in I, 1, Fehlen der ,,Ohmschen Widerstande“) leichter. III, 10, 11,12 ent- 
halten fiir die Theorie der Sieb- und Phasenausgleichsschaltungen wesent- 
liche Resultate. 

Die am Schlu8 von Abschnitt III abgeleiteten Reziprozitatstheoreme 
sind Verallgemeinerungen von Theoremen, die bisher nur in speziellen Fallen 
dem Elektrotechniker bekannt waren ‘**). 


I. Problemstellung. 
Wir betrachten das System linearer Gleichungen 


B,, 2, + By 2 +... + By, 2%, + m,, wy +m, My +... + M54 Mei = Y%> 
B,, 2, + Byg 2y + --- + By, 2, + Mmyy My + Mgg My +--+ M_s oMy_s =~" 
By, 2, + Byg 2 +... + Bg, 2, + my pM, + Mgy fy + +--+ M,_ 1 91 =9, 


i 0. ae ee ee Oe ee ee ee ee Oe a ee me ee Ue ee Ae oe oe: er ee 


Bi, 2, + Biz, +--- + By 2 My, My + Mz, My +--+ M_,, My =9, 
M,Z, + MygZy + ++» + M2, =, 


Mg, 2, + My Zy + --- + My, 2, =0, 
My 54% My _ 3 9% +e + M_s 1% =0. 
Hierin ist 
Bu = By, = Ly 4+(R,+D,4*)d; (e,¢—1,2,...,2), 
(2) tm, fiir s +t, 
* [1 fiir s =t 


und 4 eine komplexe Verinderliche. Das Koeffizientenschema der letzten 
k — 1 Gleichungen von (1) entsteht durch Fortlassung einer Zeile aus einer 
Matrix ¢>) 


Ms, My eee m,, 
™M,, Mag eee Ms; 
(3) (OS Maple ara 
M1 Myo m,, | 


**) Anmerkung bei der Korrektur: Diese Reziprozititstheoreme weisen 
bereits auf den engen Zusammenhang unserer Problemstellung mit den beschrinkten 
analytischen Funktioner hin. Vgl. dazu auch loc. cit. *). 

*>) ,Inzidenzmatrix* eines Streckenkomplexes. 


Pe a a 





2 eee 


AEE EET SRE ane nema 


ar + 
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Wir setzen von ihr voraus, daB in jeder Spalte einmal +1, einmal —1 
und im iibrigen nur 0 steht. Auf die Reihenfolge der Zeilen (und Spalten) 
kommt es nicht an. Durch eine solche Matrix la8t sich ein orientierter 
Streckenkomplex definieren. Naheres dariiber wird im Abschnitt II aus- 
gefiihrt (man vergleiche auch meinen Vortrag auf der Kissinger Mathematiker- 
tagung im September 1927 ,Uber eine Klasse von Funktionen, die die 
Stieltjesschen Kettenbriiche als Sonderfall enthalt“*)). Fiir unser Problem 
bedeutet es keine Einschriankung, wenn man nur zusammenhingende Strecken- 
komplexe in Betracht zieht. Demnach soll festgesetzt werden, daB der 
Rang der Matrix (3) k—1 ist. 

Die Li, R,, D, sind reell und sollen (fiir unabhangige reelle z,) den 
Bedingungen 


I 

(4) X Littam = 0, 
(5) R,2 0, 
(6) D,20 
geniigen. 


Die Elimination von 2,, 2,,..., 2; ys gs +++» My—, 9u8 (1) liefert zwei 
lineare Relationen zwischen y,, 2,, Y, 2: 


¥, = A(d)y, + B(A)2,, 








” 2, = O(3) % + D(A) ay 
Wir stellen uns die Aufgabe, die Matrizen 

A(A) B(A) 
3) 6 =| ou) day| 


(bzw. @*(A), vgl. II, 15) in folgenden Beziehungen zu untersuchen: 
1. Es sei eine Matrix @(4) gegeben, welche so beschaffen ist, daB sie 
durch den angegebenen Proze8 aus der Koeffizientenmatrix 


| B B M*'|| 5) 
m;, 0 M* 0 
eines Systems (1) gewonnen werden kann. Von einer solchen Matrix wollen 


wir sagen, sie gehore zur Klasse U. In den besonderen Fallen, wo in (4), (5) 
oder (6) nur das Gleichheitszeichen gilt, soll © bzw. eine Matrix der 


* 


st M5 




















Klasse $, € oder D genannt werden. Aus © sollen Matrizen 














u*o || ~ 
mittelt werden, d. h. es soll der Weg, auf dem man von (1) zu (7) gelangte, 
5) Jahresber. d. D. M.-V. 1929. 


5*) M* entsteht aus M in (3) durch Fortlassung einer Zeile, M*’ ist die zu M* 
transponierte Matrix. 
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in umgekehrter Richtung beschritten werden. Diese Umkehrung ist nicht 
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eindeutig. Nach Méglichkeit sollen alle zu 6 gehérigen u* 0 | insbesondere 
B M*’ 
aber gewisse ,,kanonische“ M* 0 bestimmt werden, die sich durch be- 














sondere Einfachheit und durch die Eigenschaft auszeichnen, daB sie bei 
passender Bemessung der Zahlenwerte der ,,Elerente der Darstellung“ (II, 2) 
alle Funktionen einer gewissen Klasse (z. B. der Klasse &(B, €,D)) um- 
fassen. Eine solche Bestimmung wollen wir als ,,Darstellung einer Matrix 0 
in einem Streckenkomplex“ und speziell kanonische Bestimmungen als 
»kanonische Darstellungen“ bezeichnen *). 

Verschiedene Darstellungen desselben © heiBen ,iquivalent“**). Eine 
Darstellung wird durch dreierlei Angaben charakterisiert: 

a) Die Angabe eines (bis auf die Zweige 1 und 2) nicht orientierten 
Streckenkomplexes (einer Matrix (3), bei der ein Faktor +1 in jeder 
Spalte 3,4,...,2 noch willkiirlich ist), in dem zwei Zweige 1, 2 (zwei 
Spalten der Matrix (3)) ausgezeichnet sind. 

b) Die Angabe von Gréfen L,=L;,>0, R,>0, D,>0, welche 
der s-ten Spalte der Matrix (3) zugeordnet werden. 

c) Die Angabe von den Bedingungen (4) geniigenden L;, fiir s +t, 
welche der s-ten und ¢-ten Spalte der Matrix (3) zugleich zugeordnet 
werden, zusammen mit einer Vorzeichenbestimmung (Orientierung) dieser 
beiden Spalten (andern sich die Vorzeichen der einen dieser beiden Spalten, 
so andert sich zugleich das Vorzeichen von L;,). 

Da man (vgl. Abschnitt II) aus einer Darstellung eine andere des- 
selben © erhalt, indem man nur eine Zeilenvertauschung in (3), sowie 
eine Vertauschung oder Vorzeicheninderung der Zeilen 3,4,...,2 und der 
entsprechenden Spalten in (1) vornimmt, wollen wir namlich in solcher 
Weise auseinander hervorgehende Darstellungen als identisch ansehen. Der 
Unterschied zwischen solchen Darstellungen wird auch in ihrer anschaulichen 
Deutung nicht hervortreten, die auf Grund der geometrischen Figur eines 
Streckenkomplexes gegeben werden soll (vgl. Abschnitt II). 

Die Darstellungen einer bestimmten Matrix © sind nicht an feste 
Werte k,l und nm =1—k-+1, dh. Zahl der ,Knotenpunkte“, Zahl der 
»Zweige“ (Strecken) und zyklomatische Ordnungszahl (erste Bettische Zahl) 
oder ,Anzahl der Freiheitsgrade“ des Streckenkomplexes gebunden. 


*) Vgl. die analoge Darstellung“ loc. cit. °). Zur Unterscheidung von der spiter 
(III, 1) eingefihrten ,Darstellung im weiteren Sinne“ soll die hier gemeinte ,,Dar- 
stellung in einem Streckenkomplex“ auch als Darstellung im engeren Sinne“ be- 
zeichnet werden. 
**) In Abschnitt III wird der Aquivalenzbegriff enger gefaSt (III, 1). 
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2. Es sollen notwendige und hinreichende Bedingungen dafir auf- 
gestellt werden, daf © zur Klasse U(B,€,D) gehdrt, d.h. darstellbar ist. 
Ferner sollen die charakteristischen Eigenschaften allgemeiner und spezieller 
darstellbarer Matrixfunktionen ©(4) untersucht werden, wobei besonders 
Gewicht auf den Fall von rein imaginarem 4 gelegt wird. 

Diese Fragestellungen, besonders 2., lassen sich auf ahnliche, aber ein- 
fachere Fragen zuriickfiihren, in denen drei positiv definite quadratische 


Formen 
n 


Py L,, z, z, ’ 
s,t=1 


(9) » £,,2,%,, 


8,t=1 


Z D at z, x, 
s,t=1 
gleichberechtigt auftreten. Dies wird in Abschnitt III néaher ausgefiihrt 
werden. 
Das in meiner Dissertation’) behandelte Problem ist in der hier for- 
mulierten Problemstellung 1. und 2. als Sonderfall enthalten. Bezeichnet 
man namlich die Determinante des Koeffizientensystems von (1) mit c, 





dc dc dc . a*e : : 
5B. mit ¢,,, 5B, mit ¢,,, iB mit C4, 5B, 0Ba Mit C,.93, 80 wird 
Cae c 
(10° And B "dia 
C=, Da, 
bet) Cis 


Die Funktionen a5 5 2 lassen sich alle als Quotienten aus einer 


Determinante c und ihrer zum ersten Element der ersten Zeile gehérigen 
Unterdeterminante darstellen. Sie sind demnach von der Form (7a) 8.5 
(359) der Dissertation, wenn man (3b) dort mit (2) hier durch 


Ai —_ ABu 


identifiziert. In unserer jetzigen Fragestellung 1. und 2 ist danach die 
dort im Anschlu8 an (6d) 8. 5 (359) formulierte mit enthalten. Da’ 
diese letztere sich auf eine vereinfachte Problemstellung zuriickfiihren laBt, 
in welcher drei quadratische Formen (9) gleichberechtigt auftreten, habe 


ich in dem oben erwahnten Vortrag gezeigt. Demgem48 sollen die Funktionen 


_— 3 skalare Funktionen der Klasse U(S,€,D) genannt werden. 


*) Techn. Hochschule zu Berlin, 1926, abgedruckt im Archiv f. Elektrotechnik 17, 
Heft 4 (Dez. 1926), 8. 855. 
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Es sei darauf hingewiesen, daB nach einem bekannten Determinantensatz 


(11) C3 Ogg — Oly = C Orig 

ist, und deshalb zwischen A,B,C und D stets die Relation 
(12) AD—BC=1 

besteht. 


Falls die skalaren Funktionen +. 5 5. * der Klasse & angehéren, 
braucht dies fiir die Matrixfunktion 9 noch nicht der Fall zu sein. 


II. Elementare geometrische Eigenschaften der ,,Darstellung“ einer 
Matrixfunktion (4) durch Streckenkomplexe. 


1. Streckenkomplexe. Wir haben einen orientierten Streckenkomplex 
im Anschlu8 an (3) durch eine Matrix definiert. Um die Vorstellung der 
geometrischen Figur eines Streckenkomplexes zu suggerieren, sollen weiter 
folgende Definitionen eingefiihrt werden. 

Jede Zeile der Matrix (3) heiBt ,Knotenpunkt“, jede Spalte ,,Zweig“ 
des Streckenkomplexes. Ein Zweig p ,beginnt“ oder ,endigt“ in einem 
Knotenpunkt ¢, oder gehért nicht zu den vom Knotenpunkt ¢ ausgehen- 
den Zweigen, je nachdem m,,=—1, +1 oder 0 ist (vgl. Fig. 1a, in 
welchem es nur auf die Zusammenhangsverhiltnisse ,Beginnen“ oder 
»Endigen“ eines ,,Zweiges* in einem ,,.Knotenpunkt“ ankommt). Unter einer 
Anderung der Richtung oder ,,Orientierung“ eines Zweiges verstehen wir 
eine Vertauschung von ,,Anfangs-“ und ,,Endpunkt“. 

GemaB (1) ordnen wir jedem gerichteten Zweig p eine Zweigvariable z, 
zu, den Zweigen 1 und 2 auferdem noch die Variablen y, und y,. Es 
wird festgesetzt, daB die Variablen z, und fiir p—1,2 auch y,, y, mit 
der Orientierungsinderung des p-ten Zweiges das Zeichen andern (z, = —z,). 
Zwischen den z, sollen wie in (1) die (Kirchhoffschen) Gleichungen 


(13) 3B m,2,=0 (¢ =1,2,3,..., 4) 
p= 

bestehen. Ist ein Knotenpunkt Anfangs- oder Endpunkt von nur einem 

Zweig p, so ist hiernach z,—0. Wir diirfen ohne Einschrinkung der 

Allgemeinheit annehmen, da8 solche frei endigenden Zweige nicht vor- 

kommen, wenn nicht aus ZweckmaBigkeitsgriinden anderes bestimmt wird‘). 

Denn gibt man einem solchen freien Endpunkt nicht die Nummer k (vgl. 


*) Gemeint ist das ,Offnen* von Zweigen mit der Nummer 1 und 2. — All- 
gemeiner sind Zweige, durch die kein geschlossener Kreis (II,4) geht, bedeutungslos 
fiir unsere Problemstellung. Sie kénnen ohne Anderung der dargestellten Matrix- 
funktion aus einer Darstellung fortgelassen werden. 











Positiv definite quadratische Formen und Streckenkomplexe. 95 


Ende von II, 2), so erhalt man nach Streichung der p-ten Zeile und Spalte 
in (1) ein System derselben Art (1), das dieselbe Auflésung (7) besitzt wie 
das alte, und an der Darstellung hat sich nichts geindert, als daB der frei 
endigende Zweig p fortgefallen ist. 

Die hier betrachteten Streckenkomplexe sind im allgemeinen zusammen- 
hangend, d.h. der Rang der Matrix (3) ist k —1 (vgl. I). Ist der Rang r 
(z. B. ,,Transformatoren“, II,16), so ist unter M* (I, 1) eine Matrix zu 
verstehen, die r unabhangige Zeilen von M enthialt. An einer durch 
k—r unzusammenhingende Teilstreckenkomplexe dargestellten Matrix- 
funktion fandert sich aber nichts, wenn die getrennten Teile durch Zu- 
sammenlegung eines Knotenpunktes vereinigt werden, wodurch der dar- 
stellende Streckenkomplex zusammenhangend wird. 


2. Darstellung einer skalaren Funktion (Zweipol). Wir be- 
schaftigen uns zunaichst mit Darstellungen skalarer Funktionen c:c,, der 
Klasse 2°) oder, was dasselbe ist, wir setzen in (1) und (7) y,=0 und 
betrachten den Quotienten : = 5: Um ein Beispiel vor Augen zu haben, 
denken wir uns Fig. 1a als darstellenden Streckenkomplex. Der Umstand, 
daB jetzt der Zweig 1 vor den anderen ausgezeichnet ist, mége dadurch 


angedeutet werden, daB er ,,gedfinet“ wird (Fig. 1b). 


Da im iibrigen frei endigende Zweige ausgeschlossen sein sollen, wird 
durch diese Einfiihrung von zwei neuen Knotenpunkten der urspriingliche 
Zweig 1 in zwei frei endi- 
gende Zweige zerlegt und 
hierdurch eindeutig ausge- 
zeichnet. Entsprechend den , 
zwei Offmungspunkten oder 
»Offnungspolen“ soll eine 
Darstellung einer skalaren 
Funktion der Klasse & kurz ak aoe | i sa 2 


»2weipol* genannt werden. Fig. 1. © Streckenkomplex, 6 Zweipol, ¢ Vierpol 
* - Pp .1. a@ Streckenkomplex, weipol, c Vierpol, 
Dab die Grében L,,= Ly, d Symbole fir L,R, D. 





R,, D, vermége (1) dem 

Zweig p zugeordnet werden, driicken wir dadurch aus, daB wir sagen: 

L,, R,, D, »liegen in dem Zweig“ p, oder: der Zweig p hat den Funk- 

tionswert # 
B,,=L,4+R8,+D,i--. 

Ebenso sagen wir von zwei verschiedenen Zweigen s und t, sie seien 

durch B,,=L,4 verkniipft. Die B,, heiBen ,,Hlemente der Darstellung“. 





®) Vgl. hierzu auch den unter °) zitierten Vortrag. 
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Die Art der in einem Zweig liegenden GréBen L,R,D wird durch be- 
sondere Symbole in der Figur des Streckenkomplexes veranschaulicht 
(Fig. 1d). Von einer bestimmten Numerierung der Zweige (von Zweig 1 
abgesehen) und Knotenpunkte sowie einer bestimmten Orientierung des 
Streckenkomplexes kann abgesehen werden, da durch eine Anderung der 
Numerierung und Orientierung neue Darstellungen derselben Funktion er- 
halten werden, die wir als mit der ersten identisch ansehen wollen. Es 
mége namlich verabredet werden, da8 mit derartigen Anderungen (z,, = 2, 
oder z,= —z,) die Zuordnung der GréBen L,R,D zu den einzelnen 





I 
Zweigen in der Weise geandert werden soll, dab S’ B,,z,z, erhalten bleibt, 
daB also may 


i I 
(14) YS Bumy= S Bizi2{ (identisch in z,) 
s,t=1 4,t=1 


gesetzt wird. Danach bedeuten solche Numerierungs- und Orientierungs- 
anderungen in (1) lediglich eine Numerierungs- und Vorzeichenanderung 
der entsprechenden Zeilen und Spalten, so daB die dargestellte Funktion 
der Klasse & nicht geandert wird. Um die Lj, einschlieBlich ihres Vor- 
zeichens zu kennzeichnen, mu§ man den durch sie verkniipften Zweigen 
allerdings eine Orientierung geben, die aber willkiirlich gewahlt werden darf. 

Da8 auch eine Umnumerierung der Knotenpunkte in einer Darstellung 
keinen Einflu8 auf den Wert der dargestellten Funktion der Klasse & hat, 
schlieSt man ebenso leicht unter Beriicksichtigung des Umstandes, daB die 
Summe aller Zeilen von (3) Null ergibt, dagegen zwischen & —1 Zeilen 
von (3) keine lineare Relation besteht. 

3. Darstellung einer Matrixfunktion (Vierpol). Wir gehen iiber 
zu der Darstellung einer Matrix © der Klasse %{. Hier sind zwei Zweige 
1 und 2 ausgezeichnet. Dies deuten wir in der Figur des darstellenden 
Streckenkomplexes (Fig. 1d) dadurch an, daB wir diese beiden Zweige 
»ofinen“. Da sich so vier Offmungspunkte oder ,,Offinungspole“ ergeben, be- 
zeichnen wir eine solche Darstellung als ,,Vierpol“. Die Symbolik der Dar- 
stellung, sowie die Bedeutung der Ausdriicke ,liegen in einem Zweig“ und 
»Verkniipftsein“ bleibt dieselbe wie beim Zweipol. Auch gilt wieder aus 
gleichen Griinden wie oben fiir die Numerierung und Orientierung der 
Zweige 3,4,...,1 und die Numerierung der Knotenpunkte das, was schon 
bei Zweipolen gesagt wurde. 

Die Orientierung und eine Vertauschung der Zweige 1 und 2 ist fiir 
die Darstellung nicht gleichgiiltig, Da an der Forderung (14) festgehalten 
werden soll, andert naimlich die Substitution 


, 
2 aad —2 


das Vorzeichen der Koeffizienten der ersten Zeile und Spalte in (1) und 
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fihrt nach (10) O in —©O iiber. Dasselbe gilt fiir eine Orientierungs- 
inderung des Zweiges 2. Auf eine gleichzeitige Anderung der Richtung 
beider Zweige 1 und 2 dagegen kommt es nicht an. Wir wollen demnach 
von einer Orientierung des Vierpols sprechen. Ein Vierpol besitzt also, 
wenn der Zweig 1 als ,,Hingangszweig* vor dem Zweig 2, dem ,,Ausgangs- 
zweig ausgezeichnet ist, noch zwei Orientierungsméglichkeiten. Man ge- 
langt von der einen zur anderen, indem man die Offnungspole des ersten 
oder auch des zweiten Zweiges vertauscht. Stellt der Vierpol in der einen 
Orientierung die Matrix © dar, so ist er in der anderen Orientierung eine 
Darstellung fiir —O. Nach (11) ist die ganze rationale Funktion c,, (A) 
als Quadratwurzel aus einer ganzen rationalen Funktion darstellbar. Den 
beiden Bestimmungsméglichkeiten der Quadratwurzel entsprechen die beiden 
Orientierungsméglichkeiten. Eine Vertauschung von Eingangszweig und 
Ausgangszweig lauft nach (10) auf eine Vertauschung von A und D hin- 
aus. Im ganzen kann man also einem Vierpol 2-2 Orientierungen geben. 


4. Kirchhoffscher Satz’). Wir betrachten nunmehr orientierte 
geschlossene ,,Kreise“ im darstellenden Streckenkomplex. Darunter ver- 
stehen wir eine zyklische Folge von gerichteten Zweigen der Art, daB jeder 
folgende Zweig in dem Knotenpunkt beginnt, in welchem der vorhergehende 
endigt. Kreise, in welchen Knotenpunkte oder Zweige mehrfach durch- 
laufen werden, heiBen ,,singulir*; Kreise, die so weit iibereinstimmen, daB 
der Unterschied der Durchlaufungszahlen eines Zweiges in dem einen 
wie dem anderen Sinne ebenso gro ist, wollen wir als identisch an- 
sehen. Zu jedem orientierten Kreise gehdrt ein teilerfremdes System von 
ganzen Zahlen d,,d,,...,d,. d, gibt an, wie oft der Zweig s des Strecken- 
komplexes (3) bei einmaliger Durchlaufung der den Kreis bildenden Zweig- 
folge vorkommt. Dabei zahlt eine Durchlaufung im Sinne von (3) mit 
+1, in entgegengesetztem Sinne mit —1. Z.B. ist fiir einen Zweig s, 
der einmal im einen Sinne und noch einmal im anderen Sinne durchlaufen 
wird (singularer Kreis), d,=0. Mit der Orientierung des Kreises andern 
simtliche d, ihre Zeichen. Offenbar sind z,=d,, z,—d,,..., z,=d, ganz- 
zahlige Lésungen des Gleichungssystems (13), und umgekehrt bestimmt jede 
solche ganzzahlige Lésung von (13) einen orientierten geschlossenen Kreis. 

Satz1. Fiir jeden geschlossenen Kreis eines Vierpoles ist 


I 
(15) 2 4, B= 419s — 4n4,-*) 





10) Vgl. loc. cit. **). 
#*) Von den beiden Kirchhoffschen ,Gesetzen“ ist das eine — die letzten 


k—1 Gleichungen in (1) — in die Voraussetzung aufgenommen und das andere als 
Satz 1 bewiesen. 


Mathematische Annalen. 105. 7 
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Das folgt aus (1) wegen Ym,,4,— 0. Umgekehrt besteht, wenn fiir ein 
p= 

System B,, (15) fiir jeden geschlossenen Kreis eines linearen Strecken- 

komplexes uad (13) fiir diesen Streckenkomplex erfillt ist, nach bekannten 

Sitzen iiber lineare Gleichungen das Gleichungssystem (1) fiir geeignete 

Werte p,, M,,---,_,- Geniigen die B,, iiberdies den Bedingungen (2), 

(4), (5), (6), so haben wir es mit einem Vierpol zu tun. 

5. Reihenverkiirzung. Hiervon machen wir eine Anwendung auf 
die ,,Verkiirzung“ von Darstellungen. Nehmen wir z. B. an, es liegen zwei 
Zweige p, und p, ,,in Reihe“, d. h. sie mégen in einem Knotenpunkt zu- 
sammenstoBen, der fiir keinen weiteren Zweig Anfangs- oder Endpunkt ist. 
Dann gilt der 

Satz2. Zwei in Reihe liegende Zweige p,,p, kémnen ohne Ande- 
rung der dargestellten Funktion durch einen einzigen Zweig p mit dem 
Funktionswert 


(16) Byy= By,p, + 2 By,r, + Bow, 
und den VerkniipjungsgroéBen 
(17) B= Bi» = Boi t+ Bp, 


ersetzt werden, wenn man die die Indizes p,, p, nicht enthalienden Ele- 
mente der Darstellung ungedndert lapt: 


(18) Biu= Bie= But. 


Dabei ist gleiche Orientierung der aneinanderstoBenden Zweige p, und 
P, sowie des resultierenden Zweiges p vorausgesetzt (d. h. im gemeinsamen 
Knotenpunkt endigt der eine Zweig und beginnt der andere). Der Beweis 
von Satz 2 ergibt sich folgendermaBen: (16), (17) und (18) sind hin- 
reichend dafiir, daB die Koeffizienten von d, in (15) fiir s+ p,, p, und 
die Summe der Koeffizienten von d,, und d,, bei der Transformation 


(19) a= a (t + D1, Pe); 
Zp, = 2p, = Zp’ 

erhalten bleibt. Daher gelten im verkiirzten Streckenkomplex wieder fiir 
jeden geschlossenen Kreis die Gleichungen (15). Ferner folgen aus (19) 
die Gleichungen (13) fiir den verkiirzten Streckenkomplex. Da y,,z,, y,,2, 
ungedndert bleiben, so erhalt man 


I i-1 
ree 
449,—-%%,>= 2 Bu 25% => 2 But 25%, 
&, = t= 


und zwar gilt die letzte Gleichung sogar identisch in 2, was man leicht 
an Hand von (16), (17), (18) und (19) verifiziert. Deshalb erfiillen in- 
folge der Linearitét der Transformationsformeln (16), (17), (18) die Bi, 
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die Bedingungen (2),-(4), (5), (6). Wir haben also nach der Umkehrung 
von Satz 1 einen neuen Vierpol (Zweipol fiir y,= 0) gewonnen, der mit 
dem urspriinglichen ,,aquivalent ist (vgl. Abschnitt I, 1), da sich y,,z,, y., 2, 
nicht geaindert haben. k und / sind dabei je um 1 kleiner geworden. 

6. Parallelverkiirzung. Liegen andererseits zwei Zweige p, und p, 
»parallel*, d.h. stoBen sie in zwei Knotenpunkten aneinander, so ergibt 
sich unter der Annahme gleicher Orientierung beider durch die Trans- 
formation 
(20) — (t+ P,, Po); 

2p, 1 2p, = 2p’ 
in analoger Weise ein aquivalenter Vierpol (Zweipol). Es gilt der analog 
zu Satz 2 zu beweisende 


Satz 3. Zwei parallel liegende Zweige p,,p, kimnen ohne Anderung 
der dargestellten Funktion durch einen Zweig p mit dem Funktionswert 





(21) Bi. — —Brir: Boar — By,p, 
; PP Bp,p, + Bp,p, — 2 Bo,p, 


und den VerkniipfungsgroBen 

9 ’ + __ Bp,t(Bp,p, — Bp, p,) + Bp,t (Bp, rp, — Bo, v,) 
(22) Bh Re ee es eee 

ersetzt werden, wenn man die die Indizes p,, p, nicht enthaltenden Ele- 
mente der Darstellung in 

9% , ’ (Bp, s — Bp,s) (Bp,t — Bp,t 

(28) Bar = Bis = Bu Be 

abdandert. 

Bei dieser Verkiirzung ist k erhalten geblieben und / um 1 verkleinert 
worden. Zum Unterschied gegen den Fall in Reihe liegender Zweige ist 
diese verkiirzte Darstellung nur dann ein Vierpol (Zweipol) im Sinne der 
in diesem Abschnitt, 2, 3 gegebenen Definition (vg. auch I, 1), wenn nur 
in einer der Relationen (4), (5), (6) das Ungleichheitszeichen vorkommt. 
Wir wollen daher zum Unterschied von einem eigentlichen Vierpol (Zweipol ) 
dann von einem ,,verkiirzten“ Vierpol (Zweipol) sprechen. Ein weiterer 
Unterschied gegen den Fall in Reihe liegender Zweige besteht darin, daB 
die Zweige 1 und 2 jetzt ihrer ,,Offnung“ entsprechend von der Ver- 
kiirzungsoperation ausgeschlossen sind. Wegen der Reziprozitét zwischen 
Reihen- und Parallelverkiirzung vergleiche man Abschnitt III, 14. 

7. Einfache Zweipole. Verkiirzte Darstellungen kénnen unter Um- 
stinden weiter verkiirzt werden. Die Elemente der Darstellung werden da- 
bei immer kompliziertere rationale Funktionen von 4. Die durch eine 
wichtige Klasse von Zweipolen, die ,einfachen“ Zweipole, dargestellten 
Funktionen kénnen aus der Darstellung leicht ohne Benutzung von De- 

7* 
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terminanten berechnet werden. Es sind das die Zweipole, die durch fort- 
gesetzte Verkiirzung auf einen einzigen Zweig verkiirzt werden kénnen. Sie 
sind deshalb wichtig, weil, wie noch gezeigt werden soll, jede skalare 
Funktion der Klasse & durch derartige Zweipole darstellbar ist (vgl. Ab- 
schnitt III). Durch noch gréBere Einfachheit sind einfache Zweipole aus- 
gezeichnet, bei denen Verkniipjungsgréfen B,,(s+ 1) nicht vorkommen. 
Mittels solcher Zweipole sind alle skalaren Funktionen der Klassen 8, €, D 
darstellbar (vgl. Abschnitt III, 4). Die Rethenverkiirzung besteht hier ein- 
jach in einer Addition der Funktionswerte der einzelnen Zweige, die 
Parallelverkiirzung in der Bildung des reziproken Wertes der Summe der 
reziproken Werte der einzelnen Zweige. 

Die erwahnten Verkiirzungsoperationen bleiben, wie man leicht sieht, 
giiltig, werin nicht zwei einzelne Zweige, sondern zwei ganze Zwetpole von 
den Funktionswerten F, und F, in Rethe oder parallel gelegt werden (im 
Sinne von Fig. 2a und b): 


(24a) F.=F,+F,, 
F,- F, 
(24d) P= ptt. 
2 f 
—{_}——{__}~ . 


” 4 
4 
+ 5 
4 


Fig. 2. Zusammensetzung von Zweipolen. 


s 


Hieraus ergibt sich die ZweckmaBigkeit des ,,(ffnens“ des ersten Zweiges 
im Zweipol. Es ist offenbar fiir solche Zusammensetzungen gleichgiiltig, 
wie man Eigenelement und Verkniipfungselemente des Zweiges 1 auf die 
gedfineten Teilzweige verteilt, wenn nur die Summe der Eigenelemente 
bzw. Verkniipfungselemente den Elementwert von Zweig 1 besitzt. 
Fiir einfache Zweipole sind 
V —— Fig. 2c und Fig. 3 als zwei Bei- 
ca sii =i” = 0A” spiele gegeben. Der Funktionswert 
—— des Zweipols Fig. 2c ist 
F,- F, 
F, + F,° 

Der Funktionswert des Zweipols Fig. 3, in dem der darstellenae Strecken- 
komplex ein unendlicher ist, ist nach Lambert der Stieltjessche Kettenbruch 

sti iw 

752 = i Fs rete 


J 7 7 
J A 

















Fig. 3. Beispiel eines (unendlichen ) 
einfachen Zweipols. F,+ 


(8) 4% G=p tat 
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Hier konnten die Zweige mit dem Funktionswert 0 (wie iiberhaupt in 
jeder Darstellung) fortgelassen und ihre Endpunkte m einem einzigen 
Knotenpunkt vereinigt werden. Der darstellende Streckenkomplex ist nur 
deshalb so gewahlt, um eine iibersichtlichere Figur zu erhalten. 


8. Zweipole ohne Verkniipfungselemente. Die Zweigvariablen 
2», Ys» Yq Spielen fiir Darstellungen nur eine vermittelnde Rolle. Siitze wie 
die iiber die Vereinigung’ von in Reihe oder parallel liegenden Zweigen 
lassen sich auch ohne ihre Zuhilfenahme leicht einsehen. Man entwickelt 
dazu zweckmaBig die Determinanten c und c,, beziiglich der letzten k — 1-Zeilen 
oder Spalten nach Laplace und hat zu beriicksichtigen, da alle in der 
Matrix (3) enthaltenen Determinanten nur die Werte +1, —1 oder 0 
haben kénnen, wie sich leicht zeigen laBt™). Auf diesem Wege erhilt 
man auch eine einfache Regel zur Berechnung der durch nicht einfache 
Zweipole, in denen keine Verkniipfungselemente vorkommen, dargestellten 
Funktionen. Ein Beispiel eines solchen nicht einfachen Zweipols liefert 
Fig. 4. Es ergibt sich (—1)“~*c als Summe aller Produkte der Elemente 
von je n=1—k-+1 wunabhdngigen Zweigen. n Zweige heifen unab- 
hangig, wenn die zu den iibrigen Zweigen ge- 
hérigen (k —1)-reihigen Determinanten aus 
(3) nicht verschwinden, was, wie in diesem 
Abschnitt, 13 noch ausgefiihrt werden wird, 
darauf hinauskommt, daB nach Entfernung der 
n Zweige ein Baum“, d. h. eine zusammen- 
hangende Zweigfolge ohne geschlossene Kreise 
iibrigbleibt. (Hierbei ist Zweig 1 als geschlossen 
anzusehen.) Ebenso wird (—1)*~*c,, gleich 
der Summe aller Produkte der Elemente von 
je n—1 unabhdngigen Zweigen, wenn vorher Zweig 1 entfernt worden ist. 
Aus Fig. 4, wo n = 3 ist, liest man danach als dargestellte Funktion von 
4 sofort ab 

F=F hh Pt hth hth) t+ (hth) i++ he) i Fy 

a F,(F,+ Fh, +F,+ Fh) + hh t+ hat hist FP, 





Fig. 4. Beispiel eines nicht 
einfachen Zweipoles ohne 
Verkniipfungselemente. 





9. KurzschluB- und Nullcharakteristiken eines Vierpols. Die 
im Anschlu8 an (10) in Abschnitt I genannten Funktionen der Klasse & 
stehen zum Vierpol, der die zugehérige Matrix O darstellt, in einfacher geo- 

™) Siehe z. B. O. Veblen und Ph. Franklin, Annals of Mathematics (2) 28 
(1921/22), S.1. Der hier angedeutete Beweis der kursiv gedruckten Sitze ist kiirzer 
als der von Ph. Franklin in Journal of Mathematics and Physics 4, Nr. 2, April 1925 
gegebene Beweis. Ein analoger Satz und Beweis gilt fiir die kombinatorische Be- 
rechnung von c,, (i+j). Die Sitze selbst findet man bereits bei G. Kirchhoff, 
Pogg. Annalen 72 (1847). 
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metrischer Beziehung. 5 = — = Z,, wird durch einen Zweipol dargestellt, 


der entsteht, indem man den Zweig 2 des Vierpols ,schlieSt“ und y, =0 
setzt. Diese Funktion von 4 wollen wir ,,EingangskurzschluScharakteristik* 


des Vierpols nennen. f= om =Z,, wird durch einen Zweipol darge- 
1122 


stellt, der entsteht, indem man z,=0 setzt oder den gedfineten Zweig 2 
aus dem Vierpol entfernt. Diese Funktion wollen wir als ,,Eingangsnull- 
charakteristik“ des Vierpols bezeichnen. Durch Vertauschung von Zweig 1 


und 2 erhailt man aus ihnen die ,AusgangskurzschluBcharakteristik“ 

i- = =Z,, und die ,, Ausgangsnullcharakteristik“ ea =". —J.. Drei 
22 

dieser Charakteristiken bestimmen wegen (12) den Vierpol bis auf 

eine Orientierung, namlich die Vertauschung der Eingangs- bzw. Aus- 

gangspole. 


10. Zusammensetzung von Vierpolen. Wie Zweipole kann man 
auch Vierpole zusammensetzen, wobei sich die Operation der ,,Offnungen“ 
wieder als sehr zweckmiaBig erweist. Eine Rethenanordnung zweier Vier- 
pole (9) und (0) (in dieser Reihenfolge) sei dadurch definiert, daB man 
die Ausgangspole von (9) so mit den Eingangspolen von (0’) zusammen- 
legt, daB da, wo ein gedfineter Zweig 2 endigt, 1’ beginnt und umge- 
kehrt (Fig.5a). Eine Parallelanordnung sei dadurch definiert, daB die 
Eingangspole beider Vierpole und ebenso die Ausgangspole derart zuasammen- 
gelegt werden, da8 in einem Vereinigungspol stets 1 und 1’ (2 und 2’) 
entweder beide beginnen oder beide endigen (Fig. 5b). 


Cy1909 


Das zur Reihenanordnung gehdérige Gleichungssystem (1) erhalt man 
aus den einzelnen Gleichungssystemen durch Hinzunahme von 


(26a) Z, = 2; 
und durch die Elimination von y, und yj vermége 
(26b) Y. = Yi. 


Ohne Umformungen der Gleichungen erkennt man dies sofort mit Hilfe 
der Umkehrung des Satzes 1. Somit folgt fiir die Matrix 0, des zusammen- 
gesetzten Vierpols nach (7) 


(27) 0,= 90’ 
und daher 
(28) ©": Cis 3 Cag: Cag? Crass 


= (COq1+-€" Ogg): (C’Cyp9g t+ C43 Cia) ? (C Ctra + Cpe Cae) 


‘ = ’ , 
2 Cy_ Cia: (Cy Crave Cea Crs99) ° 





' 
Q 
: 
4 
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Fiir die Parallelanordnung"'*) hat man analog die Substitution 





























£,>2 Tt 21, 
29a) 4 : 
(ec 
Z,=2,+2 [~ ar 
2 $ La 
und am ad 2 £ de 
’ a 
y = . = 
(son) 72 . s | | 
¥2= Y¥a= ¥2 


Fig.5. Zusammensetzung von Vierpolen. 


zu machen und erhalt nach (7) die Matrix des zusammengesetzten Systems aus 





















(30) et —0*+06", 
wo 
| D1 | \| C1, Cie 
iB Bi |lie ce ait 
(31) e* —|| = || (\o" — ee <. e 
2 4| || Se Soe ai e/ 
[2 mer £87 
zu 
\AB'+A'B BB 
ac | B+B’ B+B’ 
078) — | B'C+BC'+A'D+AD'—2 BD'+B'D ||’ 
| 
I B+B’ B+B’ || 
und daher 
(32a) e™: on: cfs: cls: chine 


= 0": (03, + €'C,,): (Clg + C'Cgq) : (CCjig + €' C49) 
2 (CChr99 +O’ Cy392 + Cy Coat C3 Org — 2 Cy 9 Cig) - 

11. Die Pseudogruppen der Funktionen der Klasse U(B,C,D). 
Die Reihen- und Parallelanordnungen von Zweipolen und von Vierpolen 
fiihren zu mathematischen Systemen**), die zum Teil die Eigenschaften 
von Gruppen besitzen, und die wir daher Pseudogruppen nennen wollen. 
Die Pseudogruppe der Reihenanordnungen ( Parallelanordnungen) aller Zwei- 
pole (Vierpole) besteht aus der Menge aller Funktionen (Matrixfunktionen ) 
der Klasse %(8,€,D) mit der Verkniipfungsregel (24a), (24b); (27), 
(30). Durch Anwendung der Verkniipfungsregel entsteht aus zwei Ele- 
menten der Menge wieder ein Element der Menge, und es gilt das 
Assoziationsgesetz (und auBer bei der Reihenanordnung von Vierpolen auch 








18) Anmerkung bei der Korrektur. (30), (32) und (32a) sind im allgemeinen 
nur richtig, wenn die Vierpole (©) und (6’) mit einem Transformator (II, 16) vom 
Ubersetzungsverhiltnis 1 in Reihe gelegt werden. Die Parallelanordnung, die in dieser 
Arbeit nicht weiter benutzt wird, steht mit einer weiteren Zusammensetzungsart von 
Vierpolen in enger Beziehung, wovon in einer spiteren Arbeit Anwendungen gemacht 
werden sollen. 

42) Siehe loc. cit. 5). 
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noch das Kommutationsgesetz). Auch das Einheitselement, das mit jedem 
Element (gleichgiiltig in welcher Reihenfolge) verkniipft dieses reproduziert, 
existiert, namlich fiir 

Zweipole, Reihenanordnung: F=0, 

Zweipole, Parallelanordnung: F-*—0, 


11 O}| 
Vierpole, Reihenanordnung: 90 = Ho |) 
| 
‘ . ool 
Vierpole, Parallelanordnung: 0° = | 00 I" 


Dagegen existiert, von den Einheitselementen und ,,Transformator-Matrizen“ 
(vgl. 16) abgesehen, zu keinem Element das inverse. (NB. Durch Ver- 
tauschung von Zweig 1 und 2 erhalt man nicht die zu © inverse Matrix, 
sondern eine, die aus O durch Vertauschung von A und D hervorgeht!) 
Fiir ein mathematisches System, in welchem sowohl die Verkniipfungsregel 
der Reihenanordnung wie auch der Parallelanordnung zugelassen ist, gilt 
auch das Assoziationsgesetz nicht mehr. 

12. Kreisvariable. Im folgenden soll die Einfiihrung unabhiangiger 
»Kreisvariablen“ 2,,2,,...,%, statt der den Gleichungen (13) geniigen- 
den ,,Zweigvariablen“ z,,z,,..., 2, behandelt werden. Wie schon oben er- 
wahnt, laBt sich hierdurch eine Vereinfachung unserer Problemstellung in 
dem Sinne herbeifiihren, daS man es mit drei in gleicher Weise den Be- 
dingungen des Positivdefinitseins geniigenden quadratischen Formen zu tun 
hat, von denen keine gegeniiber der anderen durch Sondereinschriankungen 
((5), (6)) ausgezeichnet ist. 

Ein lineares homogenes diophantisches Gleichungssystem vom Range r 

m,,d, + m,,d, +... +m,,d,=0, 
Me, d, + Md, +... + m,,d,=0, 
(33) ee a ee oe ee ee 
m, ,d, + Mod, +... + m,,d,= 0 
mit beliebigen ganzzahligen Koeffizienten m,, besitzt | — r linear unabhangige 
Lésungen d, = y;,, von denen jede ein System von teilerfremden ganzen 
Zahlen bildet. Von diesen sind alle anderen ganzzahligen Lésungen mit 
ganzzahligen Koeffizienten e, linear abhangig**): 
(34) d, = s 
q=rt+ 

Solche unabhangigen Lésungen y,, sind die Elemente der g-ten Spalte 

einer immer existierenden ganzzahligen quadratischen /-reihigen Matrix I" 


, 
ve eq- 


8) Vgl. hierzu loc. cit. **) und **). 
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von der Determinante +1, die zusammen mit einer anderen ganzzahligen 
quadratischen k-reihigen Matrix 4 von der Determinante +1 die Matrix M 
der m,, auf die Normalform reduziert, oder in Formeln, fiir die 

(35) AMI = M* 

ist, wo 

lm, 0 ...0 ... 0 


7 @,... U ss © 











M* a hh 
0 0... m, 0 
BOD ons Mc cteell 
und m,,m,,...,m, die (positiven) invarianten Faktoren von M sind 
(m, ist der gréBte gemeinsame Teiler von m,, m,,...,m,; m, der gréBte 


gemeinsame Teiler von m,,m,,...,m, usw.). In dem uns interessierenden 
Falle ist die Koeffizientenmatrix von (33) mit (3), (33) selbst mit (13) 
identisch, im allgemeinen r= k —1 und m, =m, =...=m,_, =1, letz- 
teres nach einer schon in II, 8 gemachten Bemerkung iiber die Determinanten, 
welche aus der Matrix M gebildet werden kénnen. Die Zahi der un- 
abhdngigen Losungssysteme yig, ¥2q,-++, Vig von (33) ést hier gleich der 
Zahl der Freiheitsgrade n des Streckenkomplexes. Die unabhangigen 
Lésungssysteme sind die Zahlen d,,d,,...,da, eines Systems von n un- 
abhdngigen orientierten Kreisen. (Vgl. II, 4.) 
Durch die Substitution 


n 
(36) tp = 5 Yra% (Yp,4+e-1 = Ypq) 
q= 


lassen sich die den Gleichungen (13) geniigenden Zweigvariablen z, durch 
die unabhingigen Variablen x, ausdriicken, welche jenen n unabhangigen 
orientierten Kreisen entsprechen. 


13. Fundamentalsysteme von Kreisen. Wir kénnen und wollen 
aber fiir den Fall von Streckenkomplexen und noch mehr fiir Zweipole 
und Vierpole die y,, oder die Wahl der unabhangigen Kreise noch weiter 
einschranken. Wir wollen erstens verlangen, daB die Kreise nicht ,,singular“ 
sind (vgl. II, 4); zweitens, daB es in jedem Kreis einen Zweig gibt, der 
nur thm angehért; und endlich drittens, daB bet Zweipolen Zweig 1, 
bei Vierpolen Zweig 1 und 2 solche Zweige sind. Bei solcher Wahl der 
unabhiangigen Kreise haben wir dann bei geeigneter Numerierung und 
Orientierung, die ja willkiirlich sind, die einfache Beziehung 


(37) 2,= 2, (p=1,2,...,%). 
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Die zugehérigen orientierten Kreise sollen ,Fundamentalsysteme“ von 
Kreisen heiSen. Ein Fundamentalsystem besitzt also als zugehdrige y,, 


die Werte y,, =-+1 oder —1, je nachdem die Richtung des p-ten Zweiges 
mit der Richtung eines durch ihn laufenden g-ten Kreises tibereinstimmt 
oder nicht, und es ist y,. 0, wenn der g-te Kreis den p-ten Zweig 
gar nicht enthalt. Insbesondere ist fiir die Zweige p= 1, 2,...,m ypq = dp. 


In dieser speziellen Bedeutung sollen weiterhin die y,, nur verwendet 
werden, und ebenso wollen wir unter den x, immer Fundamentalkreis- 
variable verstehen. 


Es ist leicht einzusehen, da8 mit einer gleich zu besprechenden Aus- 
nahme Fundamentalsysteme existieren. Man sucht irgend k — 1 Zweige 
aus, deren (k—1)-reihige Determinanten nicht verschwinden, und die 
auBerdem Zweig 1 (1 und 2) nicht enthalten. — Wegen der Voraussetzung, 
daB frei endigende Zweige nicht vorkommen sollen, behalt nimlich die 
Matrix M bei Fortlassung eines Zweiges ihren Rang, so da® dies fiir den 
Fall von Zweipolen méglich ist. Bei Vierpolen ist es bis auf einen Aus- 
nahmefall méglich. Er tritt ein, wenn jeder Kreis durch den Zweig 1 auch 
den Zweig 2 enthalt. Dann aber ist O von der Gestalt 
(38) e—||; at |. 

49 1 | 

6 kann dann durch einen Vierpol dargestellt werden, in welchem ein Ein- 
gangs- mit einem Ausgangspol zusammengelegt und der andere Eingangs- 
mit dem anderen Ausgangspol durch einen Zweipol (B(A)) verbunden ist. 
Von diesem Ausnahmefall, in welchem sich der Vierpol auf einen Zweipol 
reduziert, soll im folgenden abgesehen werden. — Den iibrigen Zweigen er- 
teilt man die Nummern 1, 2,...,. Lést man (13) nach den Zweig- 
variablen jener k—1 Zweige auf, so erhalt man, wegen der Eigenschaft 
der in (3) enthaltenen Determinanten nur die Werte +-1, — 1, 0 anzunehmen, 
auch fiir die Ypqg (P=N+1, n+2,...,1) nur diese Werte. Die zweite 
und dritte der obigen Forderungen sind erfiillt. Die Zweige 1,2,...,n 
sind die ausgezeichneten Zweige. Aber auch die erste Forderung: da jeder 
in einem der unabhangigen Kreise vorkommende Zweig nur einmal vor- 
kommt, gibt es nimlich keine singuliren Zweige, und da bei Entfernung 
der n ausgezeichneten Zweige kein geschlossener Kreis im Streckenkomplex 
iibrigbleiben darf, auch keine singuliren Knotenpunkte. 

Offenbar bilden die letzten k —1 Zweige einen zusammenhdngenden 
Streckenkomplex ohne geschlossene Kreise, d.h. einen ,, Baum“ ***). Das letzte 
folgt auch unmittelbar daraus, daB ihre & —1-reihigen Determinanten als 





#88) .Baum* hier wie iblich definiert, aber mit Maximalzahl von Zweigen. 





ay 
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von Null verschieden vorausgesetzt waren, so daB das zu diesem Baum 
gehérige Gleichungssystem (33) keine von Null verschiedene Lésung besitzt. 
Umgekehrt enthalten je k—1 Zweige, deren Determinanten Null sind, ge- 
schlossene Kreise und bilden daher keinen Baum. 

Hiernach la8t sich sofort ein Beispiel fiir die oben erwahnie Matrix 
angeben. Die letzten n Spalten werden durch die y,, eines Fundamental- 
systems gebildet, den ersten k —1 Spalten werden die k— 1 Zweige des 
zugehérigen Baumes so zugeordnet, daB man jedesmal in die Zeile, deren 
Nummer mit der Nummer des Zweiges iibereinstimmt, 1 und sonst iiberall 0 
setzt. 4~* wird dann eine Matrix, welche in den ersten k — 1 Spalten aus 
den Zweigen des Baumes besteht und in der letzten Spalte an beliebiger 
Stelle eine +1 und im ibrigen Nullen enthalt. Da 4~* die Deter- 
minante +1 hat, existiert 4 und hat dieselbe Determinante; aber auch I” 
hat die Determinante +1. 


14. Die durch den Ubergang von Zweigvariablen zu Kreis- 
variablen bewirkte Transformation der drei quadratischen 
Formen. Durch die Einfiihrung der Kreisvariablen wird die Schar 

t 


quadratischer Formen S) B,,z,z, in eine neue Schar quadratischer Formen 


s,t=1 


mit unabhangigen Variablen transformiert, namlich 


n n n nn 
— ee OO 4 a 7 s-1 
2.= yA, ; 2; %; = ) Lageit;4 + SB Miu; J s Di; a,x," , 
Lj j= 


l 
(39) — B,, 2, 
8,t=1 i,j=1 i,j= 


und es wird 


i 
. , 
L;; =.) V si Vtj Ly, 
8,t=1 
l 
(40) R;; = 2 Tpityj Ry» 


l 
Dj; = 2 Y pil’ pj D,. 


Aus (4), (5), (6) folgen die notwendigen Bedingungen 


(41) SL, x,%; 20, 
i,j=l 

(42) > R,,2,2,=9, 
tij=l , oe 

(43) »D,;x,2; = 9. 
t.j=1 


Die Werte der Koeffizienten (40) kann man leicht aus der Figur 
des darstellenden Streckenkomplexes ablesen, wenn man sich die Orientierungen 
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der Zweige und die Fundamentalkreise einzeichnet. Z. B. ist R;,; gleich 
der Summe aller R-Werte der im i-ten Kreis liegenden Zweige. R;; (i +7) 
ist gleich der algebraischen Summe der R-Werte aller sowohl im i-ten 
wie im j-ten Kreis liegenden Zweige. Dabei ist ein Glied mit positivem 
oder negativem Zeichen zu nehmen, je nachdem die Richtungen beider 
Kreise im gemeinsamen Zweige iibereinstimmen oder nicht. Dieselbe Regel 
gilt fiir die D,; und eine etwas kompliziertere Regel, bei der auch die 
Orientierung der Zweige beachtet werden mu8, fiir die L,;. 


15. 2m-Pole. Obwohl die vorliegenden Untersuchungen sich in erster 
Linie auf Zwei- und Vierpole beziehen, werden auch iiber 2m-Pole einige 
allgemeine Satze abgeleitet. Der Begriff eines 2m-Pols (m < n) soll deshalb 
hier definiert werden. Dazu betrachten wir ein Gleichungssystem (1’), 
welches aus (1) dadurch hervorgeht, daB man als rechte Seiten der Glei- 
chungen der Reihe nach y,, y,,---; ¥,,09,.--, 0 setzt. Die Matrix der 
Koeffizienten der linken Seite eines solchen Gleichungssystems zusammen 
mit einer Auszeichnung und relativen Orientierung der Zweige 1, 2,..., m 
des zugehérigen Streckenkomplexes bestimmen einen orientierten 2 m- Pol '*>). 
Der Ausdruck relative Orientierung besagt dabei, daB die Orientierung eines 
der Zweige 1, 2,..., m belanglos ist und sich an der Orientierung des 
2m-Pols nichts andert, wenn zugleich alle iibrigen Zweige mit der Nummer 
1, 2,..., m anders orientiert werden. Im ganzen gibt es fiir einen 2m-Pol 
demnach 2”~* Orientierungsméglichkeiten'*>). Fiir Numerierungs- und 
Orientierungsanderungen soll wieder die Vereinbarung (14) gelten. Jeder 
der Zweige 1,2,...,m wird durch ,,Offnen“ ausgezeichnet. Uber die For- 
derungen fiir einen Vierpol hinausgehend verlangen wir fiir ein Funda- 
mentalsystem von Kreisen, daB auch die Zweige 3,4,...,m nur bzw. den 
Kreisen 3, 4,...,m angehdren. Solche Fundamentalsysteme existieren, auBer 
wenn sich der 2m-Pol auf einen 2(m—1)-Pol zuriickfiihren laBt. Der 
Kirchhoffsche Satz \autet fiir 2m- Pole: 


l m 
(15a) > 4, B,,z,= 4, y,.**») 
s,t=1 s=1 


In Verallgemeinerung der Darstellung einer O-Matrix durch Vierpole 
liefert ein 2m-Pol eine ,,Darstellung“ der Koeffizientenmatrix 0” (vgl. fiir 
m = 2 Formel (31)) der rechten Seite des folgenden Gleichungssystems (7a), 


48>) Fiir m=2 wurde bisher die an sich willkiirliche Vorzeichenfestsetzung der 
rechten Seiten von (1) verschieden von der in (1’) gew&hlt und damit Zweig 1 mit 
dem +-Zeichen vor y, vor Zweig 2 mit dem —-Zeichen vor y, ausgezeichnet, so 
da8 sich im ganzen vier Orientierungsméglichkeiten eines Vierpoles ergaben (II, 3). 
Nur bei dieser Vorzeichenfestsetzung gilt die Matrizenmultiplikationsregel (27) fir 
Reihenanordnungen von Vierpolen. 
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das man aus (1’) durch Elimmation der Zweigvariablen z,, , ,, Z,, 95 +++» 2 
erhilt und das eine Verallgemeinerung von (7) bildet: 


i i Chm 
=a, = Hy ty t... + Aey,, 


Ce, c Com 
t= 2% = y+ yt --. aE Pas 


Co Cm | Cm m 
S,, = S,, = hy, + <9 +... + Og 


Erlaubt eine Matrix O* eine Darstellung durch einen 2m-Pol, so soll sie 
eine m-reihige @*-Matrix der Klasse U genannt werden. Der Begriff 
»Darstellung einer zweireihigen @*-Matrix“ (Formel (31)) deckt sich mit 
dem der Darstellung einer O-Matrix (Formel (8)). Es ist aber zu be- 
achten, daB die Formulierung (7a) versagt, wenn c= 0, also z. B. fiir 
,» Transformatoren“ (vgl. den folgenden Absatz), wahrend die Formulierung (7), 
die fiir c,, = 0 versagt, fiir Transformatoren noch giiltig bleibt. 


16. Transformatoren. Spezielle 2m-Pole werden in Abschnitt III 
eine wichtige Rolle spielen. Sie werden durch einen Grenziibergang aus 
2m-Polen von m Freiheitsgraden erzeugt, fiir welche R,, = D,;; = 0***) und 
der Rang der Matrix || Z,;|| gleich 1 ist, und sollen ,,Transformatoren“ 
genannt werden. In einer Matrix vom Range 1 kann man 


(44) L,; = Lee; 


setzen. Ein Transformator entsteht durch den Grenziibergang L—+ oo. Er 
wird durch die reellen Verhiltniszahlen oder ,,Ubersetzungsverhdltnisse“ 
€,:€:...:¢,, Charakterisiert. Es gibt 2”~* Orientierungen des Trans- 
formators, die sich durch die Vorzeichenverhiltnisse der ¢, ausdriicken. 
Der darstellende Streckenkomplex besteht hier aus m unabhingigen ge- 
trennten Kreisen, die man, wenn man will, in einem Knotenpunkt zusammen- 
legen kann (II,1).1°¢) Um mit der gegebenen Matrizendefinition eines 
Streckenkomplexes in Einklang zu bleiben, hat man sich zunichst jeden 
i-ten Kreis z. B. aus zwei (nach Offmung) in Reihe liegenden Zweigen 
bestehend zu denken, derart, daB die Summe der Eigen- oder Verkniipfungs- 


8°) Genau so kénnte man von D,,=L,,=0 oder L,,=R,,=0 ausgehen und 
wiirde analog zu genau demselben Begriff ,Transformator“ gelangen. Die hier vor- 
genommene Auszeichnung von ZL wurde dadurch veranlaft, daB physikalisch eine 
approximative Realisierung der ,,Transformatoren“ nur durch Induktivitaéten L, nicht 
aber durch Ohmsche Widerstaénde oder Kapazitaéten méglich ist. 

184) Das ist nicht ohne weiteres erlaubt, wenn der Transformator einen Teil 
eines anderen 2p- Poles bildet (z. B. Fig. 9b). 














110 W. Cauer. 


elemente L,; betrigt. Das Zusammenlegen der unabhangigen Kreise in 
einem Knotenpunkt und die Zerlegung eines Kreises in mehrere Zweige 
. , ed (II, 5) ist aber belanglos und deshalh in 
“Re of is ON der Figur des darstellenden Streckenkom- 
mm 2 as P plexes fortgelassen. In ihr soll der Grenz- 
° Ma - b iibergang L —- co durch verkettende Kreise 

- . hervorgehoben werden (Transformatorvierpol 
PS ee. und -sechspol in Fig. 6a und b). Durch den 


Grenziibergang L—+oco ergeben sich die Transformatorgleichungen 


m m 
» v — = 
45a)  §,%,= D6, %, =, 
s=1 s=1 
(45b Pe SS lel ee eee 


die an Stelle von (1’) (bzw. (46)) treten. 


Ill. Reduzierung des Problems durch Einfiihrung von Kreisvariablen 
— kanonische Darstellungen — Reziprozititstheoreme. 


1. Reduzierung des Gleichungssystems (1). Das Gleichungs- 
system (15) ist mit 


l 
270i By 2= 115 Ya — Yai Ys 
o= 
gleichwertig und geht nach Einfiihrung von Kreisvariablen in 
> Ry Y B,,%; = 0: 9: — O32 
Eo! 


iiber, was ausgeschrieben heiBt: 


A,, % + Ayg% +... +A, 2% => 
| i i ee oe 
A,, ©, + Agg%_ + ++. + Agy%, = — Ya» 
n 


(46) A,, 2, + Aga % +--- + 4,2, = 9, 

A, ,%, +4,,%+.---+A,,2%, =9. 
Dabei bedeuten die A,; die Werte aus (39). (46) ist das in Kreisvariable 
transformierte Gleichungssystem (1). Aus (46) erhdlt man durch Elimi- 
nation von 2, 2,,...,2%, wieder (7), indem man (37) 2,—2,, 2,=—2, 
beriicksichtigt. Danach kénnen sich die aus dem Koeffizientensystem (46) 
zu bildenden Determinanten a, a,,, G9, 19,392 VON C, C145 Cag Cys Cy 199 
nur um einen konstanten Faktor unterscheiden. Dieser ist (—1)*~*, wie 
z. B. ein Vergleich der Vorzeichen des -Gliedes R, R,...R, in a und c 
zeigt, unabhingig davon, welches Fundamentalsystem von Kreisen zugrunde 
gelegt wird. 





——~ 
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Die Angabe von zu einer Matrixfunktion (skalaren Funktion) gehérigen 
A,;, welche nur den Bedingungen (41), (42), (43) zu geniigen brauchen, 
mége als ,,Darstellung im weiteren Sinne“ bezeichnet werden. Die kleinste 
Zahl n, fiir die eine solche Darstellung im weiteren Sinne méglich ist, 
soll Zah] der Freiheitsgrade der Matrixfunktion (skalaren Funktion) heiSen. 
Die Zahl der Freiheitsgrade einer Funktion soll gelegentlich durch einen 
Index an dem die Klasse bezeichnenden Buchstaben hervorgehoben werden: 
W.,B,,€,, D,. 

Endlich mégen zwei verschiedene Darstellungen im weiteren Sinne 
derselben Funktion, fiir die n denselben Wert hat, dguivalente Darstellungen 
im weiteren Sinne genannt werden. 


2. Bedingungen fiir die Koeffizienten (46). Damit das Koeffi- 
zientensystem (46) zu einer Darstellung gehért, geniigen die notwendigen 
Bedingungen (41), (42), (43) nicht. Zs muB mdglich sein, einen Strecken- 
komplex, und zu diesem ein Fundamentalsystem von Kreisen und somit 
Ypq anzugeben, so dap die Gleichungen (40) fiir nicht negative Werte der 
Elemente R,, D,, bestehen. Unter Hinzunahme von (41) hat man hiermit 
notwendige und hinretchende Bedingungen ftir die Zugehdrigkett der A,; 
zu einem Vierpol oder Zweipol**). Denn die ersten Gleichungen (40) lassen 
sich einfach durch 
(47) L;; = Lj; (t,f=—1, 2,3,..., 2), 

Ps Lij= 0 (t,j—=n+1,n+2,...,0] 


erfiillen, und dann ist wegen (41) auch (4) befriedigt. Da aus (40) und 
der geschilderten geometrischen Bedeutung dieser Gleichungen z. B. fiir 
die R;, als notwendige Bedingung 


R,, => | R,;| (¢ +) 
folgt, sieht man, daB (42) und (43) keine hinreichenden Bedingungen fiir 


die R und D liefern, da (42) z. B. ohne Geltung der letzten Relation 
erfiillt sein kann. 


3. Die affine Gruppe I, der Zweipole. Wir betrachten nun zu- 
nachst Zweipole und stellen uns die Aufgabe, zu untersuchen, ob und 
inwieweit die aus (46) sich ergebende Funktion us = aa, eine Funktion 

1 1 
der Klasse 2% ist, wenn nur die Bedingungen (41), (42), (43) gelten. Zu- 
treffendenfalls sollen kanonische Darstellungen angegeben werden. Dabei 
stellt sich der folgende Satz als giiltig heraus: 





4) Fir die Zweipole Fig. 7b, c,d lassen sich die an Stelle von (42), (43) treten- 
den weitergehenden Bedingungen auch durch die Ungleichungen (6a) und (6b) 8. 4 
(858) loc. cit. 7) ausdriicken. 
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Satz 4. Die tiber die Bedingungen des Positivdefinitseins ((41), (42), 
(43)) hinausgehenden Einschrénkungen der Koeffizienten der drei quadra- 
tischen Formen sind fiir den Charakter einer skalaren Funktion als 
Funktion der Klasse XU (B,C, D) unwesentlich; oder: erlaubt eine skalare 
Funktion eine Darstellung im weiteren Sinne, so ist sie eine Funktion 
der Klasse U. 


Zum Beweis unterwerfen wir die x, unter Auszeichnung von 2, der 
Transformation 
, 
Ty = 1%, 


, Ps , 
Leq = Og, TZ + Gag Ly + eee + Ogn Zn, 


, , , 
; Ly = Mg, Xi + XyqXq t+ +--+ Ogu Xa, 
(48) 
, , , 
Lp = Oy Zy + Ong Ze +... + Onn Zn, 
@,=1. 


Von solchen Transformationen soll angenommen werden, da sie reelle 
Koeffizienten besitzen und nicht singulir sind. Aus einer Darstellung im 
weiteren Sinne einer darstellbaren Funktion F(A) erhalt man durch eine 
Transformation (48) eine ,dquivalente Darstellung im weiteren Sinne“, 
da sich a unda,, mit demselben Faktor multiplizieren, nimlich dem Qua- 
drat der Determinarte | «,, «,, ...¢,,,|- 

Da man sich beim Studium der relativen Invarianten von (48) auf 
Invarianten beschrinken darf, die in den Koeffizienten der quadratischen 
Formen homogen sind, kommt es auf dasselbe hinaus, ob man die Gruppe (48) 
oder die allgemeinere affine Gruppe I, («,, in (48) beliebig) betrachtet. 
Jede Transformation von I’, la8t sich ja aus einer Transformation (48) und 
der Transformation 2;—h2zj zusammensetzen. Hieraus folgt weiter, daf 
mit jeder Funktion F auch die Funktion h*F der Klasse U (B, €,D) 
angehért. (Alle Elemente der Darstellung von F werden mit h* multi- 
pliziert.) 

Durch Transformationen (48) sollen jetzt, wenn man von einer be- 
liebigen Darstellung im weiteren Sinne ausgeht, durch Einfachheit aus- 
gezeichnete kanonische (fiir Funktionen der Klasse & (8, €,D) immer 
mégliche) Darstellungen im weiteren Sinne abgeleitet werden, aus denen 
man leicht zu kanonischen Darstellungen im engeren Sinne iibergehen kann. 

Zu diesem Zweck beachten wir, daB sich jede Transformation (48) 
aus Transformationen einfacherer Art oder ,,elementaren Umformungen“ der 
Matrix || A; || zusammensetzen laBt. Solche elementare Umformungen sind: 

a) Vertauschung der n —1 letzten Reihen und der entsprechenden 
Spalten. 








— 
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b) Multiplikation aller Elemente einer der letzten n —1 Reihen und 
der entsprechenden Spalte mit ein und demselben nicht verschwindenden 
reellen konstanten Faktor. 


c) Addition einer der letzten n —1 Reihen nach vorheriger Multipli- 
kation mit einem reellen konstanten Faktor zu irgendeiner Reihe einschlieB- 
lich der ersten und dieselbe Operation fiir die entsprechenden Spalten. 

Diese Umformungen sollen nun verwendet werden, um die Matrizen 
|| R,,|| und || D,;|| auf eine méglichst einfache Form zu bringen. Zur Ver- 
einfachung wollen wir annehmen, daB a und a,, keinen gemeinsamen 
Faktor erhalten, wenn man alle L, i= 0 setzt. Wenn von vornherein in 
der Darstellung im weiteren Sinne alle L,,—0 sind (Klasse 8), so be- 
deutet diese Voraussetzung Beschrinkung auf Darstellungen mit kleinster 
Zahl n der Freiheitsgrade und ist fiir solche Darstellungen automatisch erfiillt. 

4. Kanonische Darstellungen skalarer Funktionen der Klasse 
B (€,D). Durch eine spezielle Transformation (48), bei der a,, = a, = 


=«,,=0 ist, kann zunichst die fiir z,—0 aus pl Bist Dis A”) x, x; 


entstehende Formenschar auf Hauptachsen transforuatert werden. Wir setzen 
zunachst weiter voraus, daB fiir z,=0 die R- und D-Formen nicht singular 
positiv definit sind. Sodann laBt sich durch elementare Umformungen der 
Art c) erreichen, daB 2B. auch alle D,,; (1 +7) verschwinden, so daB 
nun die Matrix || R,;+4~* D,,|| auBer Gliedern in der Hauptdiagonale nur 
noch R,; in der ersten Zeile und Spalte enthilt. SchlieBlich kann man 
noch durch eine elementare Umfor- 


mung b) R,; = R,,; bewirken, auBer —> 
wenn gewisse R,, oder R, gleich * 


Null waren. Das erste eae... 


der Annahme, da8 2 Ris %2, po- ? 
sitiv definit und nicht t singular sein 


soll. Der Fall R, 1 =0 lauft auf 


den vorhin ausgeschlossenen Aus- ‘ 
nahmefal] eines gemeinsamen Fak- ate * 

















tors von a und a,, hinaus. Damit nt  peseapre 
haben wir eine kanonische Dar- @ = 
stellung im weiteren Sinne. Ein 

zugehériger Zweipol, der einen 

Beweis dafiir liefert, daB jede , . ~ 


. 7. Kanonische Zweipole der Klasse Y,. 
im weiteren Sinne durch die zwei ta pi 


quadratischen Formen (42) und (43) darstellbare Funktion zur Klasse 8 
gehért, d.h. auch im engeren Sinne darstellbar ist, ist durch Fig. 7a ge- 
geben, wenn dort die L-Elemente fortgelassen werden. 

Mathematische Annalen. 105. 8 
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Aus dem Zweipol Fig.7a kann man nach den angegebenen Regeln 
leicht die Werte der Kreiselemente R,;,D;; aus den eingeschriebenen 
Zweigelementen ablesen: 


R,, _ R, + Rais + oo Ryy_as 


ij? 


Ry, = Ry = B41) D,,=D,, 
, Ri, = Ry = B42) Dy, = D,, 
ae. & 63 kh ews : ‘ 
R, = R= Rana D,,.= D,, 
R,; =0 (¢+ 4, t,7>1), D,,=0 (t+). 


Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB es sich wirk- 
lich um einen Zweipol handelt, sind erfiillt, denn wegen (42) und (43) 
fallen D,, D,,.--,D,, Rusia» Rasgs--+» Ry,_, nicht negativ aus, wenn 
man sich die R,; und D,; gegeben denkt. Geometrisch erkennt man es 
einschlieBlich fiir R, daran, daB sowohl die Zweige 1,2,...,m wie die 
Zweige 1, n+1,n-+ 2,...,2m—1 ein System von unabhingigen Zweigen 
bilden (bei ihrer Entfernung bleibt ein Baum iibrig)**). Sowohl in 
S R,z> wie in S’D,z; sind daher die vorkommenden Zweigvariablen 
voneinander unabhingig, so da8 die Forderungen (5) und (6) offensichtlich 
infolge von (42) und (43) erfiillt sind. 

Durch Ausrechnen der Determinanten der kanonischen Darstellung 
oder einfacher und anschaulicher durch Benutzung der in Abschnitt II, 5,6 
gegebenen Regeln fiir Reihen- und Parallelverkiirzung lat sich leicht die 
durch einen Zweipol Fig. 7a (ohne L-Elemente) dargestellte Funktion F(A) 
angeben. Man erhialt die Partialbruchzerlegung 


(50) Pat P+ —$, 
ime 44-4 
R,, 

fiir den Fall der Klasse $. 

Aus der Eindeutigkeit der Partialbruchzerlegung folgt fiir Funktionen 
der Klasse 8, daB die abgeleitete kanonische Darstellung im weiteren 
Sinne eindeutig ist, wenn wir noch durch eine elementare Umformung a) 
die ae der GréBe nach ordnen. Die ze sind fiir i > 2 wegen der Voraus- 

vi ii 
setzung, da8 a und a,, keinen gemeinsamen Faktor enthalten, notwendig 
alle voneinander verschieden. Eine Stetigkeitsiiberlegung zeigt, daB die 


Partialbruchzerlegung (50) mit nicht negativen R, und D,, und positiven 





“*) Fir diese Cberlegung ist der gedffnete Zweig 1 geschlossen, d.h. in Fig. 7a 
sind die beiden a&u8ersten Knotenpunkte links und rechts zusammengelegt zu denken. 
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R,, und D,, fir ¢>1 fiir jede Funktion der Klasse $ gilt, ohne jene 
voriibergehende Kinschrankung am Anfang dieser Nummer, und es versteht 
sich nach dem Vorhergehenden von selbst, daB auch umgekehrt jede in 
dieser Form (50) darstellbare Funktion der Klasse § angehért. Aus der 
Transformierbarkeit jeder Darstellung ohne gemeinsamen Teiler von a und 
a,, (kleinstes n) in die eindeutige Normalform (50) folgt der 

Satz 5. Zwei nach der hier (in III,1) gegebenen Definition dquivalente 
»Darstellungen im weiteren Sinne“ einer skalaren Funktion der Klasse 
B (C,D) sind auch beziiglich der Gruppe (48) dquivalent, d. h. sie lassen 
sich durch Transformationen (48) ineinander tiberfiihren, sofern man sich 
auf Darstellungen mit kleinster Zahl der Fretheitsgrade beschrankt. 

Zusatz zu Satz 5. Hine Funktion der Klasse 8 (€,D) laft sich 
nur so tn reeller Form als Quotient = (in gekiirzter Form) darstellen, 
daB die zugehdérigen quadratischen Formen nicht negativ und fiir x,—0 
positiv definit sind, daB es sich also um eine eigentliche Darstellung im 
weiteren Sinne handelt. Danach eriibrigt sich die zu Anfang dieser Nummer 
gemachte zusitzliche Voraussetzung. Nehmen wir zum indirekten Beweis 


des Zusatzes eine rationale Funktion vom Typus = in gekiirzter Form 


mit reellen Koeffizienten an, welche dieselben (nach (50) notwendig ein- 
fachen und reellen!) Pole wie eine Funktion der Klasse 8, aber eine nicht 
positiv definite Darstellung besitzt, so la8t sich durch eine (reelle!) Trans- 
formation der Gruppe (48) in ahnlicher Weise wie oben geschildert eine 
der Partialbruchzerlegung (50) entsprechende Normalform erzielen. Die D,, 
haben dann notwendig teilweise negatives Vorzeichen. Daher gehért die 
betrachtete Funktion nicht zur Klasse 8. 

Nach dem Zusatz zu Satz 5 erhalt man leicht weitere kanonische Dar- 
stellungen. Z. B. entspricht die Partialbruchzerlegung des reziproken Wertes 
einer Funktion der Klasse 8 

2n 1 
5 1 Di 
eH - Zo, In" 
‘ 





nach den im Abschnitt II, 5,6 fiir Reihen- und Parallelverkiirzung ge- 
gebenen Regeln dem Zweipol Fig. 7b, wenn dort alle L,,=0 sind. Da 
ndmlich die Zweige n-+-1,...,2m unabhdangig sind (d.h. nach threr Ent- 
fernung ein Baum iibrigbleibt) und nach dem eben Ausgefiihrten jede 
reelle Darstellung = notwendig positiv definit ist, miissen alle R, und D, 
positiv sein. Fiir die Zweipole Fig. 7c und 7d kénnen dieselben Schliisse 
gezogen werden. 


g* 

















W. Cauer. 


Alles, was hier iiber Funktionen der Klasse § ausgesagt wurde, gilt 
analog fiir die Klassen € und D, wenn iiberall statt R und D, D und 
L bzw. L und R gesetzt wird. Demnach gilt der 

Satz 6. Die Zweipole Fig. 7a bis d sind bei Fortlassung der L-Ele- 
mente kanonische Darstellungen der Funktionen der Klasse ®,. Die aus 
thnen durch Vertauschung der R- und D-Elemente mit D- und L- bzw. 
L- und R-Elementen hervorgehenden Zweipole sind kanonische Dar- 
stellungen der Funktionen der Klasse ©, bew. D,. 

5. Stieltjessche Kettenbriiche. Fiir den Fall der Klasse 8 (L,,— 0) 
fiihrt der Zweipol Fig. 7c nach den Regeln fiir Reihen- und Parallelanord- 
nungen von Abschnitt II, 5,6 auf die ee ee 
(52) F=R,+—+ 14514 b+. pol. 


|D=3,4 ree | Do2a 


La8t man unendlich viele Freiheitsgrade zu, so ergibt sich der 

Satz 7. Alle Funktionen der Klasse 8 (D) und alle durch i dividierten 
Funktionen der Klasse © unterscheiden sich nur um eine nicht negative 
additive Konstante von einem Stieltjesschen Kettenbruch mit dem Argument 
4(a7*,4*); 
oder: 

In den Funktionen der Klasse U sind die Stieltjesschen Kettenbriiche 
als Sonderjall enthalten™>). 

Ein Beispiel fiir einen unendlichen Stieltjesschen Kettenbruch wurde 
bereits im Abschnitt II, Fig. 3 und Formel (25) gegeben. Ahnlich wie fiir 
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14>) Anmerkung bei der Korrektur: Nach Einreichung des Manuskriptes 
erschien eine Arbeit von Th. C. Fry (Bull. of the Amer. Math. Soc. 1929) tiiber Anwendung 
der Stieltjesschen Kettenbriiche auf Schaltungen. Fry betrachtet in dieser Arbeit 
Stieltjessche Kettenbriiche statt-als Funktion von 4 als Funktion einfacher rationaler 
Funktionen von 1, die ihrerseits als Quotienten zweier Funktionen der Klasse & 
dargestellt werden kénnen. Die von ihm untersuchten Funktionen bilden einen 
Sonderfall der in meiner Dissertation (loc. cit. *)}), Abschn. 10 betrachteten Klasse 
von Funktionen, die auch loc. cit.*) erwa&hnt ist. Fry wandte die Stieltjeaschen 
Kettenbriiche auf Schaltungen zuerst in einem 1921 angemeldeten, aber erst 1926 
bekanntgegebenen amerikanischen Patent an. Eine fiir unser Problem besonders 
wichtige Verallgemeinerung des Stieltjesschen Kettenbruchalgorithmus wurde kirzlich von 
Otto Brune gefunden, der damit den Satz bewies (dessen Umkehrung richtig und 
leicht zu beweisen ist): Jede positive rationale Funktion von 1 gehort zur Klasse % 
(mit endlichem n). Dabei ist eine Funktion als positiv definiert, wenn sie in der 
rechten i-Halbebene regular ist, dort positiven Realteil besitzt und fir reelle 1 
reelle Werte annimmt. Vgl. dazu die Arbeit Brunes Synthesis of a two-terminal 
network whose driving-point impedance is a prescribed function of frequency“, die im 
,Journal of Mathematics and Physics“ Mass. Inst. of Technology erscheint, sowie die 
loc. cit. *) erscheinende Arbeit von mir. 
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Fig. 7c erhalt man fiir den Zweipol Fig. 7d im Fall einer Funktion der 
Klasse 8 die Kettenbruchentwicklung 


eee 1 
(8) F | D, a7 + 


La 1 





os | me 
Lt diliek - indi im ji 

6. Kanonische Zweipole der Klasse &. Aus den ba i 
Darstellungen von Funktionen der Klasse 8 erhilt man unmittelbar kano- 
nische Darstellungen von Funktionen der Klasse U; denn nach Satz 5 gehen 
die kanonischen Darstellungen der quadratischen Formen (42) und (43) 
aus beliebigen (mit den Einschrankungen in 3) quadratischen Formen (42), 
(43) durch Transformationen (48) hervor. Bei einer solchen Transformation 
bleibt aber auch der positiv definite Charakter der quadratischen Form (41) 
erhalten. Nach Ausfiihrung einer geeigneten Transformation (48) lassen 
sich aus einer beliebigen Darstellung im weiteren Sinne weiter kanonische 
Darstellungen im engeren Sinne dadurch erhalten, daB (47) und damit (4) 
befriedigt wird. Somit ergibt sich 

Satz 8. Die Zweipole Fig. 7a bis d, in denen die L-Elemente durch 
Lj;- Elemente (i +7) verkniipft sind, sind kanonische Darstellungen der 
Funktionen der Klasse %,,. 

7. Eigenschaften der kanonischen Zweipole, Verallgemeine- 
rungen. Alle bisher betrachteten kanonischen Zweipole sind einfach“ 
(vgl. Abschnitt II, 7). Jedem der Zweipole der Klasse U liegt ein kanoni- 
scher Zweipol der Klasse 8 zugrunde. Um andere kanonische Darstellungen 
von Funktionen der Klasse 8(€,®) zu erhalten, braucht man nur, wenn 
man mit einer der Entwicklungen (50), (51), (52), (53) begonnen hat, 
diese an irgendeiner Stelle abzubrechen und dann den Rest oder einen Teil 
des Restes durch eine andere Entwicklungsart, sei es Partialbruchzerlegung 
oder Kettenbruchentwicklung, darzustellen. Durch Kombination verschie- 
dener kanonischer Darstellungen von Funktionen der Klasse © erhalt man 
in mannigfaltiger Weise (um so mehr, je gréBer n) neue kanonische Zwei- 
pole der Klasse 8 und hieraus wieder solche der Klasse U. Sie zeichnen 
sich alle dadurch aus, daB in gerade n unabhingigen Zweigen R-, und in 
gerade n unabhingigen Zweigen D-Elemente vorkommen. Es sei betont, 
daB die letzte Eigenschaft wohl notwendig, aber nicht hinreichend dafiir 
ist, daB ein Zweipol alle Funktionen der Klasse 8 (W%) umfaBt und zu- 
gleich keine iiberfliissigen R- und D-Elemente enthilt. 

In Nummer 6 wurde der Ubergang von einem kanonischen Zweipol 
der Klasse @ zu einem der Klasse & dadurch vollzogen, daB gema&S (47) 
in die Zweige 1,2,..., L-Elemente gelegt und durch L,, (6 9) ver 
kniipft wurden. Allgemeiner darf man statt desasen in irgend n 
Zweige (P,,P4,-+-»P,) L-Hlemente legen, welche durch L;,-Elemente (¢ ror 


att 
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verbunden werden. Auf diese Art la8t sich namlich die Gleichung 


W. Cauer. 


n U 

(54) DLyxxzj= SF Lum 

t,j=1 s,t=1 
in den z, bzw. in den 2,,,2Zp,,..., Zp, identisch befriedigen, so daB die 
Forderung (4) infolge (41) erfiillt wird. Z.B. kann man hiernach den 
kanonischen Zweipol Fig. 7b dahin variieren, daB die L-GréBen statt in 
die Zweige 1,2,...,n in die Zweige n+-1, n+ 2,...,2m gelegt werden 
und diese Zweige verkniipfen. Man erhilt so einen kanonischen Zweipol, 
fiir welchen k den kleinsten Wert 2 besitzt und in (1) nur eine Kirchhoff- 
sche Gleichung vorkommt**). 


8. Analogien und Unterschiede zwischen den skalaren Funk- 
tionen der Klassen &,8,€,D. In Parallele zu den Funktionen der 
Klasse $6 und ihren kanonischen Darstellungen stehen die Funktionen und 
Zweipole der Klassen € und D. Zwar kénnen hier in beliebigen Dar- 
stellungen auch Verkniipfungselemente B,,— L,;4 (¢ +7) vorkommen, die 
kanonischen Darstellungen aber entsprechen vollkommen denen der Klasse 8 
(vgl. Satz 6). Die Funktionen der Klasse D gehen aus denen der Klasse § 
durch Vertauschung von 4 mit 4~* hervor und umgekehrt. Die Funktionen 
der Klasse € nehmen nur insofern eine Sonderstellung ein, als die Form 
, ER, z,x; vor den Formen | Shy ©, 2%; und EDs x,x; durch ihre Mittel- 
stellung ausgezeichnet ist. Sie gehen aus denen der Klasse 8 durch Ver- 
tauschung von / mit 4° und Multiplikation mit A hervor. 

Die Funktionen der Klasse MU sind erheblich komplizierter als die 
der iibrigen Klassen. Die kanonischen Darstellungen der Klasse YU, ent- 
halten im allgemeinen, wenn keine besonderen Relationen zwischen den L;; 
bestehen, auBer fiir n= 2 iiberfliissig viele L-Elemente, d.h. mit den 
R- und D-Elementen zusammen mehr, als die Konstantenzahl der rationalen 
Funktion der Klasse & ausmacht**). Die Verkniipfungselemente Lj; (i + 7) 
sind wesentiich. LaBt man sie fort, so bedeutet das eine Einschrinkung 
der Funktionen der Klasse Y. 

Die Pseudogruppe aller Zweipole der Klasse 8 mit den Verkniipfunge- 
regeln, Reithenanordnung und Parallelanordnung (Abschnitt II, 11) laft 


%*) Man vergleiche hierzu auch loc. cit. *), 8. 5 (359). 

*6*) Anmerkung bei der Korrektur: Zwar gibt es in der Tat keine kanoni- 
schen Darstellungen (Def. in I,1) der Funktionen der Klasse &, ohne iiberfliissig 
viele Elemente. Doch liefert der Kettenbruchalgorithmus Otto Brunes (Anm. ***)) fir 
jede rationale Funktion der Klasse &% Darstellungen ohne tiberfliissig viele Elemente. 
Die so erhaltenen Darstellungen kiénnen aber fiir verschiedene Funktionen der Klasse U, 
verschiedene Struktur aufweisen. 
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sich, wie aus den kanonischen Darstellungen (Satz 6) folgt, aus den posi- 
tiven Zahlen R und aus diesen multipliziert mit 4~* (DA~*) erzeugen, 
d. h. alle Elemente der Pseudogruppe entstehen durch die Verkniipfungs- 
regeln aus jenen erzeugenden Elementen. Analoges gilt fiir die Pseudo- 
gruppen der Zweipole der Klassen © und D. Dagegen ergeben sich 
nicht etwa alle Zweipole der Klasse U durch die Verkntipfungsregeln (24a), 
(24b) der Reihen- und Parallelanordnung, wenn man als erzeugende Ele- 
mente LA, R, Di~* mit positiven L, R, D wahlt. 

Ein weiterer fiir die Klasse MU sehr zu beachtender Umstand ist der, 
da8 auch bei Beschrankungen auf den ,allgemeinen Fall“, d.h. auf den 
Fall, wo nicht irgendwelche Kovarianten der quadratischen Formen gegen- 
iiber der Gruppe (48) identisch verschwinden, die Aguivalenz in dem hier 
definierten Sinne (vgl. III, 1) sich nicht mit der Aquivalenz von Dar- 
stellungen gegeniiber Transformationen der Gruppe (48) deckt. Zwar sind 
immer noch zwei gegeniiber (48) fquivalente Darstellungen im weiteren 
Sinne auch nach der hier gegebenen Definition aquivalent, aber nicht um- 
gekehrt. Fiir letzteres ist die Ubereinstimmung simtlicher absoluter In- 
varianten oder der Verhiltnisse von Potenzen der relativen ganzen In- 
varianten der beiden ,,Darstellungen im weiteren Sinne“ gegeniiber der 
Gruppe (45) notwendig. Die wichtigsten relativen Invarianten sind aber 
die Invarianten, welche aus den Diskriminanten a und a,, einer quadrati- 
schen Form durch wiederholte Anwendung des Aronholdschen Prozesses 
entstehen. Im Falle der Funktionen der Klassen 8, €,D sind das einfach 
nur simtliche Koeffizienten der homogen geschriebenen rationalen Funktion. 
Anders ist es bei der Funktionsklasse 2. 


9. Skalare Funktionen der Klasse U,. Macht man wieder die- 
selbe einschrankende Voraussetzung wie bei den kanonischen Zweipolen 
(am Ende von III, 3), so ergibt sich z. B. fir n=2 als notwendig und 
hinreichend dafiir, daB zwei Darstellungen im weiteren Sinne gegeniiber (48 ) 
dquivalent sind: es muB auBer den Verhdltnissen derjenigen relativen In- 
varianten, welche den Koeffizienten a;,b, der hier 








(55) a, 4*+ a, 4°+a,i°+a,h+a, 
b, A°+ byd?+ By A 
L,,L 
lautenden Funktion der Klasse UX proportional sind (aa? = e Pig | usw. 
a1 “a9 | 

\R 
auch noch das Verhdltnis von 5= x *| . Pg zu den genannten In- 

| to, eq 





varianten fiir beide Darstellungen iibereinstimmen (oder auch, da es auf 
einen Proportionalititsfaktor nicht ankommt, a;=a/, b; = bj, d= 6’). Die 
ausfiihrliche Diskussion des Falles n = 2 zeigt, daB es hier gegentiber der 
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Gruppe (48) zwei Klassen von Darstellungen derselben Funktion der 
Klasse U geben kann, falls 


(56) 4b, b, —b2 <0 


ist. Sind dagegen die Pole von (55) komplex, so stimmen auch hier Aqui- 
valenz gegeniiber (48) und Aquivalenz in dem in Nummer 1 definierten 
Sinne iiberein’*). 

10. Die Gruppe I, der Vierpole. Wir gehen nun zur Reduzierung 
des Vierpolproblems durch die Einfiihrung von Kreisvariablen und zu 
kanonischen Vierpolen tiber. Die dem Zweipolproblem analoge Reduzierung 
gelingt nur fiir die Funktionsklassen © und D. Es geniigt, die Klasse € zu 
betrachten (R,;= 0), da fiir die Klasse D ganz entsprechende Verhiitnisse 
vorliegen. Fiir die Kingangsnullcharakteristik Z,,—= ag des darstellenden 
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Vierpols machen wir wieder die Voraussetzung, da Zahler und Nenner 
keinen gemeinsamen Teiler haben. Wir wollen wieder von einer Darstellung 
im weiteren Sinne ausgehen, fiir die nur die Bedingungen (41) und (43) 
erfiillt zu sein brauchen. 

Statt der reellen affinen Gruppe I’, betrachten wir jetzt ihre Unter- 
gruppe I’: # 

By = Oy Hy 

r= Gee Xe 

Hg tgs Zi + Oye 1s + Ogg ZH} +... + Con Zn 
(57) Bg = gy Bi + thee BE + Oy HG +... + Can Tn 
Tn Cys Li + On e%s + Ongey + ... + Onatn- 
Aus einer ,,Darstellung im weiteren Sinne“ einer Matrixfunktion 0 erhilt 
man offenbar durch Anwendung einer Transformation (57) mit «,, = ty, =1 
wieder eine Darstellung im weiteren Sinne derselben Funktion und gelangt 
auf diese Weise wieder zu kanonischen Darstellungen. 

Fiir das Verhiltnis der allgemeineren Gruppe I, zur Gruppe, die 
aus ihr durch Spezialisierung «,, = «,,—= 1 entsteht, gilt Ahnliches, wie fiir 
das Verhiltnis der reellen affinen Gruppe I’, zu der Gruppe (48). Da nur 
allseitig homogene ganze Invarianten und Relationen zwischen solchen Inter- 
esse besitzen, ist es gleichgiiltig, ob man sich mit der durch «,,—«,,=1 
eingeschrankten Gruppe oder der allgemeineren Gruppe I, befabt. Jede 
Transformation der Gruppe I, la8t sich aus einer der eingeschrankten 


16) Der in dieser Nummer behandelte Stoff wird zusammen mit einer Diskussion 
des Falles n = 8 in einer sp&teren Arbeit ausfihrlich dargestellt werden. 
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Gruppe und aus der Transformation 
Ly = Gy 2 
(58) t= es Ze 
a= xf (¢ > 2) 
zusammensetzen. Die letzte Transformation aber macht aus einer Dar- 


stellung von @ eine solche von 0;'9 0; * wo 0, und @, ,, Transformator‘- 
Matrizen (vgl. Abschnitt II, 16) sind. Dabei ist 


-1 
Oy 0 
ike 0 my 
und 
Qee 0 
6 = 
0 a,’ 














Fiir ©, ist das ,,Ubersetzungsverhiltnis“ ¢,:e,—a, fiir 0, ist es 
£,:€,=,,. Durch eine bloBe primaire und sekundire Reihenanordnung 
(Abschnitt II, 10) mit einem Transformator gelangt man also wieder zuriick 
za einem Vierpol, der die urspriingliche Matrix @ darstellt. 


11. Kanonische Darstellungen einer Matrixfunktion der 
Klasse € (®). Ahnlich wie fiir skalare Funktionen der Klassen U, 8, €, D 
1a8t sich fiir Matrizfunktionen der Klassen ©, D zeigen, daB ihr Charakter 
allein durch die Definitheitsbedingungen (41), (43), ((41), (42)), niche 
aber durch die weitergehenden fiir die Darstellung durch einen Vierpol 
notwendigen und hinreichenden Bedingungen (in III, 2 formuliert) be- 
stimmt wird. 


In derselben Weise wie bei ,,Darstellungen im weiteren Sinne“ von 
skalaren Funktionen zeigt man fiir Matrixfunktionen 6, da8 man durch 
eine Transformation (57) mit «,, —a,, = 1 die Matrizen der quadratischen 


Formen Sly z,2, und > D,;x,z; 2. B. zugleich auf die folgende Normal- 
t,j=1 t,jml 
form bringen kann: 


Ty, Ly, Ly Ly, Lan 
Ly, In Ly L,, iat L,., 
Ing Iq Ig 0 «.. 0 

0 


0 















































. ©. 8 ©. un @ 
Dieses Matrixpaar wiirde bereits einem Vierpol entsprechen, wenn nicht 
der Fall D,;< | D,; |(#,7 =1, 2; ¢ +7) eintreten kénnte, in welchem eine 
notwendige Bedingung fiir die Darstellbarkeit im engeren Sinne verletzt 


ware (vgl. III, 2). Wir benutzen jetzt den Umstand, daB die Matrix 


a, 0 


1 
0 «a, 


(61) | 0, = 
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durch einen Transformatorvierpol (II, 16) mit dem Ubersetzungsverhiltnis 
€,:&—=,, dargestellt wird. Zur Beseitigung der eben erwahnten Schwierig- 
keit zerlegen wir die darzustellende Funktion 9 in 0,0, und stellen 
sie durch die Reihenanordnung zweier Vierpole dar (II, 10). Es wird 
6, = 90,;*, dh. O, geht aus © dadurch hervor, daB die erste Spalte 
mit «;* und die zweite Spalte mit «,, multipliziert wird. Demnach gelangt 
man von einer ,,Darstellung im weiteren Sinne“ von 9 zu einer solchen 
von @,, indem man die Transformation 


Ty = Uy, Ly, 
2, = 2j (t + 2) 


vornimmt, bei der die zweite Zeile und die zweite Spalte der Matrix || A, , || 
mit «,, multipliziert wird. 


Wahlt man «,, = Pu (Formel (60)), so ergibt sich daher eine Matiix 6,, 
12 
welche die Darstellung von der Form (59), (60) erlaubt, wo speziell 


Dy, woe Dy; 
(62) D,, = D,; + D,, 
D,>0 


ist. In dem Ausnahmefall D,, = 0 tritt jene Schwierigkeit iiberhaupt nicht 
auf. Dann liefert Fig. 8b eine kanonische Darstellung. Somit gilt der 

Satz 9. Im allgemeinen ist der Vierpol Fig. 8a, in dem Ausnahme- 
fall, daB in (60) D,,=0 ist, aber der Vierpol Fig. 8b eine kanonische 
Darstellung der Matrizxfunktionen der Klasse ©,. Aus diesen kanonischen 
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Vierpolen gehen solche der Klasse D, dadurch hervor, daf alle D- Elemente 
mit R-Elementen vertauscht werden. 


Zur Erlauterung sei gesagt, daB man die Fundamentalkreise (vgl. Ab- 
schnitt II, 13) 1,2,..., erhalt, indem man nacheinander die Zweige 
2,3,...,m; 1,3,4,...,m; 1,2,4,..., usw. aus dem Streckenkomplex 
entfernt’”). Man hat zu setzen: 

Dy = Ty + Dy + Ly +... + Ly , 
Duy = Day + Lag + Li + ... + Law’, 


(63) Ly = Ty, 
Lay = Ley (§> 2), 
Ly = Ly (¢ > 2) 


(vgl. Formeln (40)), um einzusehen, daB der Vierpol Fig. 8a zu (59), (60) 
gehért. Der kanonische Vierpol Fig. 8a besteht nach Entfernung von D,, L, 
und Transformator 2’ 2 
aus einem Zweipol, der 
die Eingangsnullcharakte- 
ristik des Vierpols dar- 
stellt und mit dem Zwei- 
pol Fig. 7a identisch wird, 
wenn man dort L;;= 0 
und statt R,, R,.,,..-; 
R,,,_;, D, die Elemente 
L,, Dg, +++» Lg, Dy, setat 
und den zweiten Kreis 
ganz fortlaBt. Andere ka- 
nonische Vierpole der 
Klasse € erhalt man z. B., 
indem man statt des Zweipols Fig. 7a in analoger Weise einen der Zwei- 
pole Fig.7b,c,d zugrunde legt, oder auch den Transformatorvierpol an 
den Eingang statt an den Ausgang legt. 

12. Diskussion der kanonischen Vierpole der Klasse © (2D), 
Folgerungen. Fiir alle kanonischen Vierpole der. Klasse € (D) ist wesent- 
lich, daB sie ,,Transformatoren“ und Verkniipfungselemente L;, (i + 7) ent- 
halten. Im allgemeinen ist es nicht méglich, die Verkniipfungselemente 
durch eine Transformation der Gruppe I, zu beseitigen. Ein kanonischer 
Vierpo! der Klasse © enthalt gerade 








2 
Fig. 8. Kanonischer Vierpol der Klasse G,. 


Bn = 2 2int) —n(n—2) 


47) Fig. 8a ist hierbei ohne Transformator 2’2 zu denken. 
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Elemente, entsprechend dem Umstande, da8 eine ,,Darstellung im weiteren 
Sinne* 2- afer”) Elemente und eine Transformation der Gruppe I, fiir 


@,, = Gy, = 1 n(n — 2) Koeffizienten enthalt. Die Normalform (59), (60) 
ist eindeutig. Jedenfalls sind es nach dem Vorhergehenden die nach 
Streichung der zweiten Zeile und Spalte iibrigbleibenden Elemente (vgl. diesen 
Abschnitt, 4) und damit a,, und a,,,,. Die n Elemente D,,, L,,, L,;, 
L,,, ---, D,,, aber werden durch die darzustellende Matrix © eindeutig be- 
stimmt. Sie geniigen einem System linearer Gleichungen (mit, wie man zeigen 
kann, nicht verschwindender Determinante), das sich durch Koeffizienten- 
vergleichung der verschiedenen Potenzen von 4* in 4"~*a,, ergibt. Endlich 
folgen die Werte L,, und D,, eindeutig aus a,,. Daraus schlieSt man: 

Satz 10. He gibt nur eine Klasse von ,,Darstellungen im weiteren 
Sinne“ von ein und derselben Matrizjunktion der Klasse © (D) gegen- 
tiber der Gruppe (57) (a,, =, = 1), d. h. Aquivalenz gegeniiber dieser 
Gruppe und Aquivalenz im Sinne von diesem Abschnitt, 1 sind gleich- 
bedeutend. 

Da man demnach durch Abanderung der Elemente in (59) und (60) 
innerhalb der Grenzen (41) und (43) stets die zugehérige Matrixfunktion 
andert, enthalt eine Matrizfunktion der Klasse ©, (D,,) gerade 3n wesentliche 
Konstanten. Die kanonischen Vierpole enthalten also keine iiberflissigen. 
Elemente. 

Im Falle der Klasse ©, mége die Matrix © in der Form 


W. Cauer. 


as 4 
By Aygh 

64 oO= 
(64) as 2 
ays ay, 


geschrieben werden. Darin ist 


a =4* @ =a," +4,é°*+...+4,, 
a, =I" *a,, =de* +b 88+... 45,5, 
(65) a, =l"*a, =o, f"-* +6, 6° *+...+6,_3, 
Byy 404 Qe tee +... tees 
F199 =A" aise =f gP-F +f, GPF +. + f-9 
und 
(66) g=a*. 
Mit diesen Bezeichnungen folgt aus der Bemerkung iiber die Zah] der 
wesentlichen Konstanten und dem Zusatz zu Satz 5 der 
Satz 11. Zwischen den 5n —1 Verhdlinissen der reellen Konstanten 
a,, b,, ¢,, €,, f, einer Matrizfunktion der Klasse € bestehen gerade 2n—1 
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Gleichungen, nadmlich diejenigen, welche durch die Gleichung 
(67) Gy, Dyy — BO si9 = Aly 
zusammengefaBt werden. Besitzen @,, und G,,,, sowie & und G,, keinen 
gemeinsamen Teiler, so gehért die Matrizfunktion dann und nur dann zur 


Klasse ©, wenn die skalaren Funktionen Z,. = “es und Z,,= = der 
Klasse © angehéren und (67) erfiillt ist**). - 5 


13. Kanonischer Vierpol (2m-Pol) der Klasse U. Wie aus dem 
Studium der Klasse € hervorgeht, sind die Verkniipfungselemente L;, fiir 
Vierpole nicht entbehrlich. Es soll nun durch Aufstellung einer kanonischen 
Darstellung, welche Verkniipjungselemente enthalt, gezeigt werden: 

Satz 12. Jede m-reihige Matrizxfunktion @* (A), die eine Darstellung 
im weiteren Sinne gestattet, gehort zur Klasse U (C,D), d. h. erlaubt eine 
Darstellung durch einen 2m-Pol (vgl. die Definitionen in II, 15). Die 
Wichtigkeit dieses Satzes folgt daraus, da8 durch ihn ein wesentlicher Teil 
unserer Problemstellung (insbesondere I, 2) auf Darstellungen im weiteren Sinne 
reduziert wird. Die Streckenkomplexe werden ausgeschaltet und es kommt 
fiir die Lésung unseres Problems nunmehr in erster Linie auf die In- 
varianten der drei positiv definiten quadratischen Formen gegeniiber der 
affinen Gruppe I, und ihrer Untergruppe I, an. 

Die in Aussicht gestellte kanonische Darstellung von m-reihigen Matrix- 
funktionen 9* der Klasse & enthalt als Sonderfille kanonische Darstellungen 
aller bisher betrachteten Funktionen und Matrixfunktionen aufer denen 
der Klasse $, da ja dcrt keine Elemente L,, vorkommen. Die Matrix- 
funktionen der Klasse $8 spielen eine Sonderrolle. Sie werden hier nicht 
weiter untersucht. Schon bei der Klasse € braucht eine Matrix von n Frei- 
heitagraden (ITI, 1) nicht notwendig durch einen Vierpol von n Freihei en 
darstellbar zu sein, sondern, wie wir gesehen haben, nur durch einen Vier- 
pol von n-+1 Freiheitsgraden. Man kann danach vermuten, da8 man durch 
eine Erhéhung der Anzahl der Freiheitsgrade des darstellenden Vierpols 
zu jeder Darstellung im weiteren Sinne einen zugehérigen Vierpol angeben 
kann. In der Tat verhalt es sich so. Zum Beweis benutzen wir wieder 
Transformatoren, und zwar nicht nur Transformatorvierpole, sondern auch 
Transformator-2m- Pole. 





18) Sind a, @,,, Ggg, @,, aus (65) nicht derart, daB (67) besteht, so kann man 
die Giiltigkeit einer Relation (67) stets durch Multiplikation der rechten Seiten von 
(65) mit a,&"*+...+a, bzw. einem Faktor davon, d.h. durch Wahl eines gréBeren n 
erreichen. Dadurch wird aber die Voraussetzung des zweiten Teiles von Satz 11 
verletzt. Allgemeingiiltige notwendige und hinreichende Bedingungen fir a, a,,, Gy, 2,9 
lassen sich ohne Nebenbedingungen der Form (67) aussprechen und werden in einer | 
demnichst erscheinenden Veréffentlichung mitgeteilt werden. 
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Eine Méglichkeit der Darstellung irgendeiner Matrixfunktion der 
Klasse & ist durch die kanonische Darstellung Fig. 9a gegeben. Die zu- 
grunde liegenden drei quadratischen Formen brauchen im wesentlichen 
(Genaueres weiter unten) nur den Bedingungen (41), (42), (43) zu geniigen. 
Im Gegensatz zu den bisher betrachteten kanonischen Zweipolen und Vier- 
polen wird hier keine Transformation der quadratischen Formen vor- 
genommen. Jede der drei 
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ay quadratischen Formen wird 
-... = direkt durch einen 2n- Pol 
e a dargestellt (z. B. Fig. 9b 
& wha re «v0, | ran fiir die Form 3 R,,2,2,). 
éjmt 


Sodann werden je drei gedéff- 
nete Zweige gleicher Num- 
---- mer zu einem geschlossenen 


Kreise vereinigt (Fig. 9a). 
7 Ly=leh 4-lsg ss L hee S In Fig. 9a ist der mit R 
v8 bezeichnete 2n-Pol eine 


' ann i verkiirzte Zeichnung des 

Fig. 9. Kanonischer 2m-Pol der Klasse & (m<n). 2%-Pols Fig. 9b. Dasselbe 

gilt fiir den 2n-Pol L bzw. 

D in Fig. 9a, wenn man noch R und ¢ durch L und « bzw. D und 

ersetzt. Da es fiir unsere kanonische Darstellung unwesentlich ist, in 

welchen Kreis der gedfinete Zweig eines Zweipols oder der Eingangs- und 

der Ausgangszweig eines Vierpols gelegt wird, und die Darstellung zu- 

gleich fiir einen 2m-Pol (m <n) gilt, sind in Fig. 9a keine Offnungspole 
eingezeichnet. 

Die gewahlte Anordnung besitzt n+ 3-(n—1)=—4n—3 Fretheits- 
grade und 3-(n—1) Transformatoren. Diese zerfallen in drei Gruppen, 
wie tiberhaupt jeder Kreis 1,2,..., aus einer Rethenanordnung von 
drei gleichgearteten Teilen besteht, entsprechend den L-, R- und D-Ele- 
menten. Es geniigt fiir die Diskussion vollkommen, wenn wir uns auf eine 
der drei Gruppen, z. B. die R-Elemente beschrinken. 

Der Kreis 1 ist ausgezeichnet. In thm allein liegen die Elemente 
R,, R,,...,R,. An die Elemente R,,...,R, sind Transformatoren an- 
geschlossen. Der erste Transformator besitzt einen Ausgang, der durch 
den Kreis 2 geht. Der zweite Transformator besitzt zwei Ausgiinge, einen 
nach Kreis 2, den zweiten nach Kreis 3, der dritte drei Ausgiinge, usw. 
und schlieBlich der letzte n — 1 Ausgiinge nach den Kreisen 2,3,...,” 
Der letzte ist also ein Transformator-2n-Pol. Entsprechend hat man als 
Ubersetzungsverhdlinisse die des folgenden Schemas (vgl. Fig. 9b): 











—— 
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rn Se Se Se 
Con Ses Sen «+ Some 


Css Cee ht As Can? 
(68) Cu sci. Cane 
Cons 


Jede Kreisvariable x/ eines Primirkreises eines an R, angeschlossenen 
Transformators, d.h. eines Kreises durch R, und den Eingang des Trans- 
formators, la8t sich vermége 


t 

(69a) a Ho alt= 0 (vgl. (45a)) 

co 
aus dem zur Darstellung Fig. 9a gehérigen Gleichungssystem . 

‘ Cue gt 
(69b) Df Resi + (L)+(D)=y% (vel. (45b)) 
t=i , 
mit 
“a= %, 2 =%— 2 (s >1) 


eliminieren. Das nach dieser Elimination und der entsprechenden Elimination 
fir die L- und D-Transformatorkreise entstehende Gleichungssystem ist 
von der Form (46), wo 


A,, = A;,= D,;44+ B+ D,,a-*. 
Speziell ergibt sich 
“y Sin bye By et 
(70) Ry 2 (Si). 
s=j 1s 

Man kann dies durch Anwendung der Parallelverkiirzung (Formeln (21), 
(22), (23)) und nachfolgende Reihenverkiirzung nachpriifen, wobei zunachst 
L als endlich anzunehmen und dann der Grenziibergang L—+ co zu machen 
ist. Z. B. erhalt man fiir n= 2 durch Vereinigung des R, enthaltenden 


Zweiges und des Eingangszweiges des zugehdérigen Transformators mit der 
Abkiirzung A = LA 








, . -A 1° 

(71) Rim Jim a Bey Ry =F, + Ry, 
eee (Alis Ca)"] _ Soe By 

(72) Ros oe im Aloe > son] th ; 
oe ee 

(78) °e~“ Face Ge 
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’ Die R,; in (70) sollen nun mit den R,; einer gegebenen Darstellung 
im weiteren Sinne identifiziert werden. Gelingt das in der Weise, dab R,>0, 
so ist bewiesen, daB Fig. 9a die gewiinschte kanonische Darstellung liefert. 
In der Tat ist das nun im allgemeinen der Fall. Die a(n) Gleichungen (70) 
lassen sich rekursiv nach den n Elementen R, und den a(eo) Verhiilt- 
nissen der ¢,, auflésen. Mit den Abkiirzungen 


R,, Ry eas mS R,,, 
Resse Roasts wt wes Resse 

(74) P,.= Risse Risser -+- Resanl, Passeti =! 
Ry Ra tas Bus 








und den Abkiirzungen A,, und 4,, fiir die hieraus durch Vertauschung 
von R mit L bzw. D hervorgehenden Determinanten ergibt sich als 
Resultat 

Satz 13. Hine kanonische Darstellung fiir alle Matrixfunktionen 9" (1) 
der Klasse U, (vgl. die Definitionen in Abschnitt II, 15; III, 1) lefert der 
2m-Pol Fig. 9a (m =1,2,...,)**) mit den Elementen: 








Ay, 

(75a) L,= = oe (75b) e,,=0,,4,,, 
P?2 

(76a) B8,— pp: (76b) Co = Fe Pes 
A? 

77 D,=—*"—__,, = 6,,4.,, 

( a) a bee Aorvicets (77b) "et tT aT 


WO 9,4, Gg,, Gg, von Null verschiedene Proportionalitatsfaktoren sind. 
Dem Umstand, da8 ¢,, fiir s >¢ nicht vorhanden sind, entspricht es, 
daB die Determinanten P,, fiir s > Null sind. Die Darstellung versagt, 
wenn irgendwelche Determinanten A,,, P,,, 4,, (8 >1) verschwinden™). 
Andernfalls fallen infolge (41), (42), (43) die Elemente L,, R,, D, nicht 
negativ aus. Das letztere konnte von vornherein daraus geschlossen werden, 


*) m=1,2,... oder n, je nachdem in Fig. 9a 1, 2,... oder » Kreise gedffnet 
werden. 

*) Anmerkung bei der Korrektur: Aus P,,=0 folgt P,,=0 (wegen (42)), 
so da8 es sich eriibrigt, noch besonders die Fille P,,=0 auszuschlieBen. Fiir die Aus- 
nahmefidlle lassen sich stets dhnliche Darstellungen mit Transformatoren angeben. Vgl. die 
eingehenderen Ausfihrungen hierzu in einer in der ,Elektrischen Nachrichtentechnik“ 
geplanten Verdffentlichung ,Realisierung von gegenseitigen Kapazitéten (Ohmschen 
Widersténden, Induktivitéten) mittels streuungsloser Transformatoren“. 
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r 


daB S’B,,z,z, gegeniiber Parallelverkiirzung invariant bleibt, d.h. die 
Gleichung 
n 9 n 
DR = SR, , 2,2; 
s=1 i,j=1 
besteht, worin 2] = 2;, z; = 2%,— 2, (8 >1) die Zweigvariablen der die R, 
enthaltenden Zweige sind, die wegen (69a) sich linear und homogen mit 


reellen Koeffizienten durch die Kreisvariablen x; der verkiirzten Darstellung 
ausdriicken. 


Durch Ableitung unserer kanonischen Darstellung Fig.9 ist Satz 12 
bewiesen *°). 

Die Anordnung von Fig.9 lapt sich beziiglich der L-Elemente und 
threr zugehérigen Transformatoren wesentlich vereinfachen (Fig. 9c), wodurch 
sie dann allerdings unsymmetrisch wird. Der die erste quadratische Form 
darstellende 2n-Pol la8t sich namlich in einen aquivalenten 2n-Pol iiber- 
fiihren, indem man jedes L,-Element zusammen mit dem zugehdérigen 
Transformator durch einen 28-Pol ersetzt, fir den wieder R,; = D,; = 0 
und die Matrix || Z,;|| vom Range 1 ist, und auch die Verhiltniszahlen ¢, 
dieselben bleiben, aber kein Grenziibergang vorgenommen, sondern 


(78) Lei, = L, 


gemacht wird. Die R,, R,,..., R, in Fig. 9b entsprechenden Zweige fallen 
dann aus der Anordnung ganz fort (vgl.den 2n-Pol Fig. 9c), so daB die 
neue kanonische Darstellung nunmehr nur noch 


n+ 2(n —1)=3n—2 
Freiheitsgrade besitzt. 


14. Reziprozitatstheoreme. Die kanonische Darstellung Fig. 9a 
erlaubt ein Reziprozitaétstheorem in allgemeinster Form fiir 2m-Pole, 
speziell Vierpole, abzuleiten. Das Theorem besagt 

Satz 14. Mit jeder m-reihigen Matrixfunktion 9*(2) (m=1, 2,3, ...) 
gehért auch die Matrizxfunktion O*~*(i) zur Klasse U (vgl. die Definition 
in Abschnitt II, 15). 


Fiir den Beweis mége vorausgesetzt werden, daB die drei quadratischen 
Formen (41), (42), (43) nicht singuldr sind. Es ist zu beachten, daB mit jeder 
quadratischen Form nach dem Vorhergehenden auch die reziproke Form, 
welche ebenfalls positiv definit ist, sich mit Hilfe von Transformatoren direkt 
darstellen la8t. Der Einfachheit halber betrachten wir statt eines 2n- Pols, der 
eine quadratische Form reprisentiert, einen aquivalenten verkiirzten 2n- Pol 
(vgl. Abschnitt IT, 5,6), der nur aus m unabhiangigen Zweigen mit den 
Eigen- und Verkniipfungselementen L;; bzw. R,; oder D;; besteht. Solche 

9 
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verkiirzte 2n-Pole sind in Fig. 10a die n L bzw. n R oder die n D ent- 
haltenden Zweige, die durch L,;- bzw. R,;- oder D,; ;-Elemente verkniipft 
zu denken sind. Die kanonische Darstellung Fig. 10a, die einfach aus n 
nicht durch Knotenpunkte verbundenen unabhingigen Kreisen besteht, ist 
eine Verkiirzung von Fig. 9a. Die verkiirzte Darstellung Fig. 10b ist zu 10a 
reziprok und liefert den Beweis fiir den obigen Satz 14. Die drei bei 


geeigneter Orientierung gleich- 


sinnig in Reihe liegenden Zweige 
e ? Rn eines jeden Kreises von Fig. 10a 
sind in Fig. 10b zu n Teil- 
streckenkomplexen gleichsinnig 
P iy } ? parallel zusammengefiigt. Die 
zu (43), (42) und (41) rezi- 

7 n 


proken Formen bestimmen bzw. 

Fig. 10. Zum Reziprozititstheorem Satz 14. die Eigen- und Verkniipfungs- 

elemente der die L-, R- und 

D-GréBen enthaltenden Zweige von Fig. 10b. Der Fig. 10a ist eindeutig 

eine m-reihige @*-Matrix der Klasse & (m<n) zugeordnet. Sie wird 

durch einen verkiirzten 2m-Pol dargestellt, der durch Offnen der m ersten 

Kreise von Fig. 10a an beliebiger Stelle entsteht. Ein die reziproke 

Matrix verkiirzt darstellender 2m-Pol geht aus Fig. 10b dadurch hervor, 

daB man die Knotenpunkte der m ersten Teilstreckenkomplexe zu (ffnungs- 
polen macht. 


DaB Fig.10b in der Tat eine zu Fig. 10a reziproke Darstellung gibt, 
ist leicht einzusehen. Bedeutet ndamlich ||f,,|| die zu || B,,|| reziproke 
Matriz, so werden die in Abschnitt I1,5,6 gegebenen Regeln fiir die Rethen- 
und Parallelverkiirzung einfach vertauscht, wenn man die B,, an Stelle 
der B,, setzt. Zum Beweis dieser Behauptung kann man die Gleichungen 


Bpp Bpp + 5 Bre Bos =1, 
Rip Bip + 3 Bis Bu =1, 
(79) Bop Bey + 3 Boe Bur =0, 
Bip Bip + > Bar By, = 0, 
Bip Bpp + > but By = 0, 


in denen r,8,¢+p ist, verifizieren. Nach obiger Festsetzung stimmen 
nun die reziproken Elemente f,, fiir Fig.10b mit den Elementen B,, fiir 
Fig.10a tiberein. Die zu || B,,|| reziproke Matrix || f,,|| existiert fiir die 
verkiirzte Darstellung Fig.10a, da die drei quadratischen Formen als nicht 
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singular vorausgesetzt werden. (Ist ein Zweig speziell mit anderen Zweigen 
nicht verkniipft, so erhalt der reziproke Zweig den reziproken Funktions- 
wert.) Daher beweist eine Reihenverkiirzung in Fig.10a, die nur n durch 
B,,- Elemente verkniipfte Zweige iibrigliBt, und eine entsprechende Parallel- 
verkiirzung in Fig.10b das Reziprozitatstheorem Satz 14**). 


Fiir einen Vierpol im besonderen ergibt die Verkiirzung von Fig. 10b 


“Y + “2, =» 
(80) 


< 2, + “* x, == —Vo, 
also fiir 2,0 die Eingangsnullcharakteristik (vgl. Abschnitt II, 9) 
Zo, er > - ou 
und fiir y, = 0 die EingangskurzschluBcharakteristik 


44> 4 — = 
und durch Vertauschung von 1 und 2 entsprechend die Ausgangsnull- 
charakteristik und die AusgangskurzschluBcharakteristik. Da diese Cha- 
rakteristiken bis auf eine Orientierung einen Vierpol bestimmen, kann man 
danach dem Satz 14 fiir m= 2 auch die Fassung geben: 


Satz 14a. Zu jedem Vierpol existiert ein reziproker Vierpol. Die 
Nullcharakteristiken des reziproken Vierpols sind gleich den reziproken 
Werten der KurzschluBcharakteristiken des urspriinglichen Vierpols, und 
umgekehrt sind die KurzschluBcharakteristiken des reziproken Vierpols 
gleich den reziproken Werten der Nuilcharakteristiken des urspriinglichen 
Vierpols. 

Um MiBverstandnisse zu vermeiden, sei noch erwahnt, da8 in einem 
zu Fig. 10b gehérigen Vierpol die Knotenpunkte der Teilstreckenkomplexe 
3,4,..., unverbunden -bleiben, waihrend in dem reziproken zu Fig. 10a 
gehérigen Vierpol die Kreise 1, 2 geéffnet, dagegen die Kreise 3,4,..., 
geschlossen sind. 

Satz 15. Ein anderes Reziprozititstheorem besagt: Mit einer m-rethigen 


Matrixfunktion 9* (4) (m =1, 2, 3,...) gehort auch die m-reihige Matriz- 
funktion @* (3) zur Klasse U (vgl. die Definition in Abschnitt II, 15). 


*1) Eine ausfihrlichere Behandlung des fiir den Elektrotechniker wichtigen Rezi- 
prozitatstheorems Satz 14 und reziproker Darstellungen unter Beriicksichtigung von 
VerkniipjungsgriBen (gegenseitigen Induktionen) ist beabsichtigt. Dabei darf die hier der 
Kiirze halber fortgelassene Einfiihrung der zu z, x,y reziproken Variablen nicht fehlen. 

9* 
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Dieser Satz folgt sofort aus der Gleichberechtigung der quadratischen 
Formen (41) und (43) beziiglich der Matrizen 9“, die durch Abschnitt ITI, 13, 
Satz 12 bewiesen ist. 

Nehmen wir zu den Siatzen 14a und 15 Orientierungsinderungen und 
Reihenanordnungen mit Transformatoren hinzu, so lassen sich die Rezi- 
prozitatstheoreme fiir Vierpole auch in folgender Weise aussprechen: 

















Mit einer Matrix | Te Pio gehoren stets zugleich die Matrizen 
A(i) Sal ||? (4) B(A) [*. A(A) o BC) | || D(A) “3 A) | 
1 oe. | | C(4) A(a)|| | S~*e(4) R-*D(a)|| || B(a) A(a)]) 
A(A qd *) 
und jae) D(i-*) | zu Klasse A. 





(Eingegangen am 16. 9. 1930.) 

















Il problema dei valori ai limiti studiato in grande per le 
equazioni differenziali del secondo ordine. 
Von 
Giuseppe Scorza Dragoni in Neapel. 


In questa Nota espongo (migliorandone la penetrazione e aumentan- 
done la portata) alcuni risultati perseguiti di recente’) per le equazioni 
differenziali del secondo ordine nello studiarne in grande (cioé senza imporre 
limitazioni all’intervallo d’esistenza degli integrali) il classico problema dei 
valori ai limiti. 

Alcuni dei criteri possono ritenersi come noti*). Perd credo sempre 
di aver portato un certo contributo, oltre che per la semplicité dei mezzi 
con cui questi sono ritrovati, per la novita degli altri teoremi, per i casi 
singolari che vengono esaminati e perché (cosa che non si richiede di rado 
nelle applicazioni) allintervallo in cui si dimostra potersi definire un inte- 
grale vien lasciata la liberté di coincidere con una semiretta o con tutto 
Passe delle ascisse. 


§ 1. 
1.° Le equazioni alle quali mi riferird saranno della forma 
(1) y"=f(2, yy"), 


e la f sara continua nel suo insieme di definizione. 

2.° Allora é noto che: 

Se f é definita nello strato 

S: %s2rs%, —-w<y<+oa, -—-coo<y’<+o00, 
(—co<%, %,< +00), 

1) Vedi la mia Memoria ‘in corso di stampa nel «Giornale di Battaglini» e in- 
titolata come la Nota presente. 

*) Birkhoff and Kellogg, Invariant points in function space. American M. 8. Trans. 


28 (1922), pp. 96—115. — R. Caccioppoli, Un teorema generale sull’esistenza di elementi 
uniti nelle trasformazioni funzionali. Rendiconti dei Lincei (6) 11, maggio 1930. 
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e vi é limitata, esiste sempre un integrale della (1), y(x), che verifichi 
le condiziont 
(2) Y (Xp) = Yo» y (x) =%, 
8€ % € X,, (%y< 2), sono compresi fra Z, e Z, e y, e y, sono al finito*). 
3.° Gli altri criterii d’esistenza relativi alla medesima equazione si co- 
struiscono facilmente sulle basi fornite da questo teorema. 
Al sostrato delle ipotesi comuni aggiungeremo le seguenti: 


«) f @ definita e limitata nell’insieme 
EB: FyoSrsi,, I(x) Sy, (2), —eo<y’< +o, 
(—co<%,, 7,< +00), 


dove ¥,(z) e ¥,(y) sono continue nel segmento 7,< 2 < Z, e, per sem- 


plicita, due volte derivabili nell’intervallo Z,< x < Z,; 
8) riesce 
(3) oleae be 
91 (x) S f(z, 9, (x), y’), 
Allora: 


Se per i numeri 2X5, Yo, X,Y, @ 


sc 2,<2<2,, 95 
eo 2<2<8,, x2 


(4) HSxwy< ASF, Iol(%)SHLSI(%), Holm) SHLy(%), 
la conclusione del teorema precedente é sempre vera. 

Per dimostrarla tale porremo 

hL=f, in E, 
A(z, y,y')=f(2, Holz), y’), se y< H(z), 
f(z, y,y')=f(z, 0, (2), y’), se y>¥,(z). 

Con cid esiste un integrale dell’equazione y” = f,, y,(x), che verifica 
le (2); faremo vedere che, se i numeri arbitrarii é compaiono nelle (2) 
sono soggetti alle (4), questa soluzione rappresenta una curva contenuta 
in £; e, poiché in EZ f ed f, coincidono, ne verra il teorema. 

E infatti y,(z) non pud mai esser minore di ¥,(2). Poiché se in 2’ 
si ha y,(x’) < 9, (2’), detto z” il punto a sinistra di x’ e ad 2’ pid pros- 
simo in cui riesca y,(x) = 9, (2), nell’intervallo x” < x < 2’ deve esistere 
un punto Z tale che sia 

9:(%)<9(%), y1(%)< 95(). 
E quindi (giacché %, < 2” < %< 2’< 7,) 


(5) vil) = A(, y,(Z), yi (Z)) = F(Z, Jo(Z), ys (Z)) S Jo (Z). 


*) Confronta le Note gia citate di Birkhoff-Kellogg e di Caccioppoli. 
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A destra di % sara, almeno in un intorno, 

Vo(x) — ws (%) ] Fo(Z)— 4 (%)>9, Fo(x)—yi (x) = Ho(%)—yi(Z) >0, 
e sara ancora 9j(z)>yji(x). E si comprende che in queste condizioni 
la y,(z) non potrebbe mai rimontare la 7,(z) in modo da aversi in z, 
y,(%,) = ¥, = Jo(%,)- Dunque é 9,(x) < y,(z). 

Allo stesso modo si riconosce che é y,(x)< 9,(x); e il teorema é 
dimostrato. 

4.° Le (3) possono esser sostituite rispettivamente da 

Yo(%) Sj f(z, H(z), y’), 8 B<xe<%, y’'2H(z), 
Ui (2) Sf(@, ¥(@),y’), 8 Z<e<%, y'SH;(z). 

In questo caso le diseguaglianze a cui si mirava nel numero prece- 
dente vanno ottenute procedendo da x, verso sinistra. 

Per esempio sia 9j(2) > f(z, J,(x), y’) se y’ = H5(x) e x varia nel- 
lintervallo Z,< 2 < %, ed ammettiamo che in un 2’ di z,x< r< 2, possa 
aversi 

y,(2") < Jo(z’). 

Se 2” é il primo punto a destra di x’ in cui riesce y,(x) = , (2), 
nell’intervallo z’< 2 < 2” esiste un Z tale da aversi 

=e F(Z) >y(Z), Fo(Z) <1 (2) 

e quindi 
9: (Z) = F(Z, yx(2), ys (@)) = F(Z, Yo(®), wi (Z)) S Hol(Z), 


e a sinistra di Z sara ancora 


9o(%) — 93(%) SHo(%)—y,(Z%)<0, Jo(x)—y,(%) > Go(%) —y,(%) > 9, .... 
5.° Si pud vedere di ampliare la portata dei teoremi precedenti elimi- 
nando, p. e., Pipotesi che la f sia continua in tutto S o H; ma presenti 
invece delle discontinuité o manchi addirittura di definizione nei punti dei 
piani = %,, x = Z,, pur mantenendosi limitata o minore in valore asso- 
luto di una funzione della sola x sommabile in %, < 2 < Z,. 
Cosi nella mia Memoria citata é dimostrato con tutto rigore che: 


Se v(x, y, y’) é definita nell insieme 
SB’: A<2<%,, —w<y<+o0, —w<y’<+o0, 
vi é continua e si ha 
lp(z,y,y¥’)|Sg(z), (%<2%<H,), 
dove g(x) é@ non negativa e sommabile in %,< x < Z,, e se t rapport 
incrementali di p rispetto a y e y’ sono limitati in ogni porzione chiusa 
e limitata di S’, esiste sempre un integrale, y(x), della y" =o che ri 
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sulti definito in x,< «<2, e verifichi le condizioni 


(6) lim y(z)= yo, jimy(z)=y,, 


2>2, 
se é i, 4%,< 2,5 %, & yy & y, sono due numeri reali arbitrarii. 
Di qui si trae facilmente un teorema analogo a quello del n.° 3, suppo- 
nendo la  definita in 


EB’: %<2<%,, §,(z)SySI,(z), —w<y’<+o. 


Inoltre non deve esser difficile liberare questi criterii da ogni residuo 
di ipotesi sui rapporti incrementali della gy, per esempio ricorrendo ai me- 
todi di Caccioppoli e Birkhoff. Del resto nella mia Memoria é gia dimo- 
strato senza far nessun uso di ipotesi del genere il seguente criterio di 
unicita: 

Se »(x,y, y’) non decresce rispetto a y ed é monotona rispetioa y’, 
tutti gli integrali della y" =p che verifichino le (6) coincidono nell inter- 
vallo z,< 2< 2. 


§ 2. 

6.° Per Pequazione differenziale lineare del secondo ordine*) é ormai 
classico il risultato: 

Se 9,(x) e 9,(x) sono due suoi integrali, e Z, e Z, due zeri conse- 
cutivi della differenza §,(z)— 9,(x)*), per due punti (x, Yo), (2%, 4;); 
Zo< x,, delPinsieme 

%Sts%,, H(t) SySF,(z) 
passa sempre un’alira sua soluzione. 

Questo teorema presenta affinita notevoli col criterio enunciato nei 
n. 3 e 4, quando il coefficiente di y’ o non é mai negativo o non é mai 
positivo; ma non rientra affatto in esso. 

Quindi bisogna procedere per altre vie se si vuol dissipare lo strano 
isolamento in cui questo teorema é rimasto finora. 

Ora le ragioni essenziali per cui esso vale sono che gli integrali del- 
Pequazione lineare vengono determinati in modo unico dai valori iniziali, 
ne dipendono con continuitaé e si mantengono limitati; e che, per quanto 
Z, 8i& prossimo a 2,, esistono due integrali y,(z) e y,(z), tali, che sia 
Yo(%>) =%s(%>) = Yo © Yol2’)—=To(2"), ¥s(2”)— F(a"), con x’ e 2” 
contenuti nell’intervallo aperto z,< xz < z,. 


*) Lequazione y”= p(x)y’+q(z)y+r(z); p(z), 9(z), r(x) sono supposte 
continue. 


®) Supporremo che fra %, e %, sia sempre ¥, (27) < 9,(x). 
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Cosi, p e., 
Se la funzione f(x,y, y’) @ assegnata nel cilindro 
C: %&<27SF,, 9o(t) Sy S¥,(z), —w<y’<+o0, 
vt é continua e limitata, vi soddisfa alla condizione di Lipschitz rispetto 
ay ey’, e Pequazione 
(7) of F 
ha (x) e ¥,(2) come integrali in tutto Z,< 4< %,*) essa ammette 
sempre una soluzione, y(x), per la quale sia 
¥(%)=—%» y(%)=—%, 

8€ X,< x, € 8 (%, Yo), (X,, ¥,) @ppartengono alla base — diciamola B — di C. 

7.° Supponiamo (2, y,), (#,, y,) entrambi interni a questa base. 

Allora é@ evidente che da (2,, y,) esce una semiretta r di equazione 
y =r(z) che incontra la curva @,, diagramma di 9,(z), in un punto di 
ascissa F< z, e non incontra la curva @, di equazione y = 9,(z) prima di 
aver incontrato la @, (analiticamente cid vuol dire che in % @ r(%) = 9, (Z) 
e che in 4, S22 @ r(x) < §,(z)). 

E se y(x) é un integrale della y” =f per cui sia y(z,) = y, con 

y'(%) <1’(%) — m(Z,— 2%) ’), 

é sempre a destra di z, 


(2) =v") +f rl 9, ywat 
<_1’(x_) — m(%,— %) + m(% — 2%) <1'(%q), 
y(2) =v tS y'(t)at 


< 7 (a) + fr yas = r(x); 


quindi fra le due verticali z = 2, x = Z la curva c di equazione y = y(z) 
non potra mai incontrare la @,, e poiché la curva 


y=y(z), y’=y'(z) 
si pud prolungare fino all’incontro della frontiera di C*), y(x) si potra de- 


*) In conseguenza delle ipotesi fatte, nell’insieme 7,<7<Z, deve essere 9,(x)<J9,(x). 

") m @ Vestremo superiore di | f(z, y, y’)| in C. 

*) Questo teorema nelle ipotesi pid generali é stato enunciato da Kamke in una 
Memoria comparsa nel volume del 1929 degli Acta Mathematica 52, pp. 327 —339. 

Nel caso nostro, poiché la derivata y’(x) di un integrale y (x) della (7) é sempre 
finita, la frontiera di C sara raggiunta dalla curva y=y(z), y’=y'(z) solo quando 
é 2=%,, 2=%,, oppure quando in un 2’ riesce y(x’)=%,(z’), 0 y(z’)=%(2"). 

In quest’ultimo caso la c incontrer& ¢, o ¢, in un punto della verticale z= 2’. 
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finire finché la ¢ non abbia raggiunto la @,, come dovra accadere di ne- 
cessita, per la (8) e la r(%) = 9,(Z), a sinistra della verticale z = 7Z, e, 
quindi, a sinistra della retta z = z,. 

Allo stesso modo si vedrebbe che da un certo vaiore in su del coeffi- 
ciente angolare della tangente nel punto (z,,y,) tutte le curve del tipo 
y=y(zx), dove y(x) é un integrale della (7) con y(z,) = yp, incontrano 
la @, a sinistra della verticale x = z,. 


8.° Evidentemente una curva integrale, uscente dal punto (2,, Yo) 
interno a B, che inconiri la é, a destra della x=x,, a destra dellax=2, 
non potra incontrare la Z,; e viceversa. 

Infatti se una curva integrale c di equazione y = y(zx)- della (7) che 
esce dal punto (z,,y¥)), interno a B, incontra per la prima volta la @, 
in un punto di ascissa Z, sara 

y"(Z) < Ho(%) *); 
se invece incontra la @, sara 
y'(Z) > 9: (2). 

In ogni caso y(z) non si pud definire a destra di Z; e di qui segue 
il teorema e si trae anche che 

Ogni curva integrale della (7) che unisca t due punti (2,, yo), 
(2,, ¥,) intern a B é interna a B finché x varia nel segmento x,<2<2,; 

e che 

Sein Z, (x4,< F< -2,), @ y(¥)< ¥,(Z%), si ha y(x) < ¥,(x) in tutto 
Ly 4 F; un teorema analogo sussistendo nel caso che sia y(Z)> ¥,(Z). 

9.° Consideriamo delle curve integrali della (7) uscenti da (2, y) 
quelle tali, che, presane una, essa e tutte quelle che hanno in (z,, y,) una 
tangente di coefficiente angolare minore o incontrano la é, fra le due verti- 
cali r= 2, = 2,, 0, potendosi definire per x = z,, in z, hanno un valor 
minore di y,. 

Indichiamo con {c}’ quest’insieme di curve; con J’ l’insieme dei coeffi- 
cienti angolari in x, corrispondenti; con {c}” e J” gli insiemi delle rima- 
nenti curve integrali uscenti da (z,, y,) e dei relativi coefficienti angolari 
iniziali. 

Dall’analisi fatta nel n.° 7 segue che: 

I’ non é vuoto, ed 2 limitato superiormente. 


*) Infatti @ evidente che in Z non pud essere 9j(Z)>y’(Z), perché a sinistra 
di  & 9, (z)<y(xz). E non pud nemmeno essere 9/(7%)=y’(Z%), perché altrimenti 
per il teorema d’unicité si avrebbe y(z)=9,(z), mentre @ y(2) =¥%>¥Yo(%); 
quindi.... 
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Sia yj Pestremo superiore di J’. Io affermo che: 
Se y,(a) é Vintegrale della (7) definito dalle condizioni 
Yo(%)= Yo Yo(%) = Yo» 
Yo(x) st pud definire in tutto il‘ segmento x,<lx< x, e in x, vale y,: 


y (2) =%.- 
10.° Mostriamo che la curva c, di equazione y = y,(x) non pud in- 
contrare né @, né é, finché 2 si mantiene < 2, e > 2. 
Poniamo che per un % < 2, sia y,(%) = 9,(Z) e quindi 
(9) h = yo(%) — o(%) <0. 
Allora in tutto z,< 2 < riesce (n°. 8) 


9,(z) — % (x) >0, 
e, siccome 9,(x) e y,(z) sono continue, sara di pit 


9,(z) —y (x4) 2>y>0, (9 = cost. ); 
dato poi che le soluzioni della (7) dipendono con continuita dai valori 
iniziali, possiamo fare in modo che sia 
(10) v(2)—y(x) > 
in tutti i punti di z,< # <Z in cui si pud definire l’integrale (2) della (7) 
col semplice mantenere y(2,) = y, e y'(%,) poco distante da yj(2,), po- 
niamo meno di un numero positivo 4. 


Inoltre con lo scegliere opportunamente 6 potremo fare in modo che 
in tutti gli stessi punti sia 


ly(z)—y(z)|Se, |y"(x)—yo(x)|<e. 
dove « é un numero positivo prefissato a piacere*®). 

Cid posto, le curve integrali che consideriamo, o incontrano la ¢@, in 
un punto di ascissa < Z; o altrimenti, poiché per un <7 non possono 
incontrare nemmeno la @,, — per la (10) —, si potranno definire in tutto 
il segmento z,< 2% <i. 

Per queste ultime, collo scegliere 6 in modo opportuno possiamo far 
si che la differenza y’(Z) — 9j(Z) sia prossima quanto vogliamo al numero 
negativo h; e la differenza y(%) — 9,(Z) = y(Z%) — yy(Z) piccola quanto 
ci pare. 





1”) Su questo modo di enunciare il teorema della dipendenza continua dai valori 
iniziali, cfr. la mia Memoria: Sulle condizioni sufficienti per T'unicita.... Rendiconti 
del Circolo Matematico di Palermo, 1930. 
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Inoltre sara, a destra di , 


(11) y(z) — g(x) = 9() — yol2) +f y(t) — 9e(e)lat 


zr 


= (%) — 9o(2) +f {y'(2) — o(z) + J [y"(u) — ge (u)} au} at 


<y(¥) — 9o(2) +S {y'(z) — 90(Z) + 2m(t—z)} at 
= y (2) — 56(2) + [y’(®) — 96(2)] (2 — 2) + m(x — 2)’. 
Noi possiamo supporre che sia . sy'(%)—-H(Z)s ; <0; cid posto 
determiniamo un 7’ < zx, e > & per cui si abbia 


z’-—=z 


4 





m(z’— #)*<|h| 


€ supponiamo ancora, come é lecito, che y(Z%) — 9,(Z%) sia tanto piccolo 
da risultare minore di |h|7~. 
Inoltre se %’ 6 abbastanza prossimo a Z noi possiamo supporre che 
in tutto F< xr< Z’ sia 
= = frre —— 
¥,(2) — Jo(z) >} 51% (%) — Ho(%)J>9™), 
e 


y (x) — Jo(%) S y(%) — Ho(Z) + | y’(Z) — Ho(¥) | (Z’ — Z) + m(Z’— =)" 


<|e\2>* + 2a (@ —2) + |b|2 =? < F (1, —-H®): 





e quindi 
y(z)< 9, (2), (i<2z<7Z’), 


di guisa che le curve ¢ di equazione y= y(z) non possono incontrare la 
é, in un punto che abbia l’ascissa contenuta nel segmento 7< 2 < 2’. 

Allora tutte queste curve si potranno prolungare a destra di Z finché 
non abbiano incontrato la @,**) come deve accadere di necessita a sinistra 
della verticale z = %’, poiché per x = %’ Pultimo membro della (11) é ne- 
gativo, in virtad di quanto abbiam supposto. 

In definitiva delle curve considerate, (che son tutte quelle che hanno 
in z, una tangente di coefficiente angolare superiore a yj e a yo abbastanza 
prossimo ), quelle che non incontrano la @, a sinistra di x = Z o sulla z = Z, 


1*) Si rammenti che ne!l’intervallo 3<2<3, é sempre ¥,(z)> (x); cfr. la 
nota °). 
**) Cfr. il n.° 7 e la nota *). 





f 
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Yincontrano a sinistra della x = Z’ cioé della x = z,; ma allora yj non é 
Yestremo superiore di J’. 

Allo stesso modo si vede che c, non pud incontrare @, in un punto 
di ascissa minore di z,. 

Quindi y,(z) si pud definire in tutto z,<2< 2, e posto 


Yo (4) = lim % (x) 


si riconosce facilmente che la (7) é valida anche per x= 2,; cioé y,(x) 
si pud definire anche per x = z, **). 
11.° Dico che in x, non pud essere y,(2,) << y,. 
Perché altrimenti in z,< 7 < x, 6, — n.° 8 —, y(x) < 9, (x) e quindi 
anche **) 
y(x)<9,(%)— 7, 


con 9 positivo e piccolo; e le soluzioni della (7), y(z), che hanno in 
Z una derivata > y, e abbastanza prossima a y, si debbono mantenere 
minori di #, (x) — $i quindi, o si ha y(z) = 9,(2) in qualche punto di 
% eZ -x,, oppure le y(x) si possono definire in tutto z,< rf, e, 
data la dipendenza continua dai valori iniziali, se y’(x,) — yj é sufficiente- 
mente piccolo, queste soluzioni avranno in z, un valor minore di y,. 

E di nuovo y/ non é l’estremo superiore di J’. 

Allo stesso modo si ha che in x, non pud essere y,(z,) > y,;--.- 


12.° Nel caso che uno dei punti (x, y,), (2,, y,) vada alla frontiera 
di B, si pud vedere di applicare direttamente i ragionamenti fatti, per 
giungere alla stessa conclusione; oppure, e cid é pid conveniente, si possono 
approssimare (2), ¥,) € (%,,Y,) con due successioni di punti P,, P,,...; 
P{, P,... imterni a B, considerare una successione di integrali passanti 
per le coppie P,, P;; Ps, Pz; ..., estrarne, trattandosi di funzioni equicontinue 
insieme con le derivate prime, una successione convergente insieme con 
quella delle derivate e passare al limite*®). 

Con questo artifizio si pud tentare di introdurre nell’ambito dei nostri 
criterii casi singolari supponendo che la f manchi di definizione nei punti 
dei piani r= %,, x = 7,. 

Inoltre facendo tendere all’infinito negativo Z, e all’infinito positivo 7,, 
contemporaneamente o non, si hanno teoremi relativi a integrali definiti 
in una retta o in una semiretta. 


18) Cfr. la mia Memoria, loc. cit. *), n.° 2. 

4) Data la continuita di y,(x) e 9, (x). 

15) In questo procedimento non @ necessario che P,, P,,... appartengano ad 
una stessa verticale, e ad un’altra P/, Pj, .... 
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§ 3. 

13.° Questo passaggio al limite pud effettuarsi anche partendo dai ri- 
sultati del § 1; fra gli altri si ottengono questi teoremi. 

Se w(x, y,y') é continua nel semistrato 

S,: %<z<+o, FSySI,, —K<y’< +o, 
(—-w<%, —O<F, J,< +0), 
con 
iv(x.y.y')|Sg(z), 

dove g(x) é definita in tutta la semiretia T,< x ed é sommabile in ogni 
intervallo limttato; 

se * rapportt incrementali di wy rispetto a y e y’ sono limitati in 
ogni porzione chiusa e limitata di S,; e se é w(x, y,y’) >9, p(x, %,0)=0 
e w(x, ¥, y') & funzione monotona di y’, 

dato un punto (2%, Yo), Con Fg %, Fol yo I esiste almeno un 
integrale dell’equazione y”"=wy, y(x), per il quale” sia jim -Y (x) = % 
e che st possa definire in tutta la semiretia x,< x. 

Nel caso nostro esiste anche il limite 


= lim y(z). 


rZe+o 


Orbene: 

Se wy non decresce rispetto a y ed & monotona rispetio a y’, y(x) 
é determinato in modo unico da y, e y,; 

anzi: 

Se w non decresce rispetto a y e y’, esiste un solo integrale della 
y” =y che verifichi la jim y (x)= y, e st possa definire per ogni x>x,. 

Tutti questi teoremi sono dimostrati nella mia Memoria. Insieme con 
essi vengono dati dei criterii che permettono in certi casi di indicare a 
priori il valore del limite y,. 

In questi casi il problema: dati z,, y,, y,, determinare un integrale y (2) 


definito in z,< 4 < +e per cui sia Jim y (x )=y,- lim y(x)=y, non 
>+o 
ammette in generale soluzione. : 


In base a questi criterii si ha, p.e., che lequazione 
y"=y(z,y¥,y') 
ammette un integrale, y(x), che verifichi le condizioni 
lim y(2) =o, lim, y(2)=0, 
se w(x, y, y’) verifica tutte le condizioni dianzi indicate nell’insieme 
0<z, O<sy<Sj,, —w<y’<+a0"), 





**) Naturalmente sara 0 < y < 9, 
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ed inoltre é della forma 


y,(z,y,y’)-y,(z, yy’), 


dove y, non é mai inferiore a una funzione della sola z, g,(z), che assume 
solo valori positivi o nulli e per la quale riesce 


zr 
{KG — +0, 


e w, 6 tale, che fissato a piacere 9 nell’intervallo semiaperto 0 < y < jj,, 
si possa determinare un Z > 0, in modo che il suo estremo inferiore nel- 
Vinsieme 
Sz, ySysy,, —w<y’<+o 

sia maggior di zero*”’), 

P. e. tutte queste condizioni sono soddisfatte se y é la funzione 

y?-a* (p>0, —1<q<0), 

dove come valori di y”? e z* si intendono assunte le determinazioni posi- 
tive di queste potenze. 

Napoli, 3 agosto 1930. 


*”) Cfr. il 4.° cap. della mia Memoria, loc. cit. *). 


(Eingegangen am 9. 11. 1930.) 











Uber die Kriimmung einer V,, in V,; eine Revision der 
Krimmungstheorie. 


Von 


J. A. Schouten in Delft und E. R. van Kampen in Den Haag. 


Einleitung. 


Bekanntlich gipfelt die Kurventheorie in V, in dem aus den Frenet- 
schen Gleichungen folgenden Satze, da8 eine Kurve durch die als Funktion 
der Bogenlange gegebenen Kriimmungen und gewisse Anfangsbedingungen 
in V,, ohne diese Anfangsbedingungen aber bis auf Bewegungen und Spie- 
gelungen in S, festgelegt ist. Die Theorie der V,, in V, gestaltet sich 
weniger einfach. Zwar fiihrt die GauB-Codazzi-Riccische Theorie zu dem 
Satze, daB eine V,, in S, bis auf Bewegungen und Spiegelungen festge- 
legt ist, wenn ein System von n—m symmetrischen Tensoren und 
4 (n — m)(n — m—1) Vektoren, das den Gaub-Codazzi-Riccischen Glei- 
chungen geniigt, als Funktion der Parameter der V,, gegeben ist, dieses 
System hat aber die Eigentiimlichkeit, daB es nicht eindeutig bestimmt ist, 
sondern nur bis auf orthogonale Transformationen in n — m Hilfsindizes. 

Nun hat schon VoB 1880') auf die Existenz einer fiir die erste 
Kriimmung wichtige Differentialform vierten Grades in der V,, hinge- 
wiesen, und Bompiani hat 1921*) gerade dieser Differentialform eine ein- 
gehendere Arbeit gewidmet. Zu einer Revision der Kriimmungstheorie 
fiihrte aber dieser Ansatz nicht. Eine solche Revision ist erst kiirzlich 
von Mayer*) durchgefiihrt. Es gelang ihm, ein System von symmetrischen 
GréBen 4-ten, 6-ten usw. Grades aufzustellen, die fiir die V,, dieselbe 
Rolle spielen wie die skalaren Kriimmungen der V,, und zu zeigen, dab 


*) A. VoB, Zur Theorie der Transformation quadratischer Differentialausdriicke 
und der Kriimmung héherer Mannigfaltigkeiten, Math. Annalen 16 (1880), S. 129—178. 

*) E. Bompiani, Studi sugli spazi curvi; la seconda forma fondamentale di una 
V,, in V,, Atti Ist. Veneto 80 2 (1921), S. 11183—1145. 

*) Duschek-Mayer, Lehrbuch der Differentialgeometrie 2, Riemannsche Geo- 
metrie von W. Mayer, insb. 8. 201—232; eine frithere, uns nicht zugingliche Publi- 
kation findet sich Monatshefte f. Math. u. Phys. 35. 
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die V,, durch diese GréBen und durch ihren Fundamentaltensor in 8, bis 
auf Bewegungen und Spiegelungen bestimmt ist. Die GroBe vierten Grades 
des erwahnten Systems korrespondiert mit der VoBschen Form vierten 
Grades‘). Leider hat der Autor bei der Ableitung dieses sehr schénen 
Resultates nicht grundsitzlich kovariant gerechnet und infolgedessen aller- 
hand weniger gliicklich gewahlte Hilfsnotationen eingefiihrt, die den an 
sich eigentlich recht einfachen Sachverhalt bis zur Unkenntlichkeit ver- 
dunkeln*). Es werden z. B. die Fille der R, und der S, in ganz un- 
notiger Weise ein jeder fiir sich durchgerechnet, und es werden dabei 
nichtkovariante hdhere Differentialquotienten benutzt, die durch Unter- 
streichung iibergehen in ihre kovarianten Projektionen. Ferner treten 
Koeffizienten ..4C, auf, die fiir gewisse Werte von « und # Bestimmungs- 
zahlen einer GréBe (eines héheren Kriimmungsaffinors), fiir gewisse andere 
Werte aber Parameter einer Ubertragung (der Ubertragung der V,, in bezug 
auf ein bestimmtes System von Mafvektoren) sind. Es soll daher im 
folgenden eine rein kovariante Darstellung der neuen Kriimmungstheorie 
gegeben werden. Hilfsnotationen werden dabei natiirlich von selbst iiber- 
fliissig, und die Verwendung der neuen auf v. d. Waerden und Bortolotti 
zuriickfiihrende D-Symbolik fiihrt zu gréBter Kiirze und Priagnanz. Nach 
einem kurzen vorbereitenden, die notwendigsten Voraussetzungen rekapitu- 
lierenden Paragraphen werden im § 2 die bei Mayer fehlenden Kriimmungs- 
affinoren definiert und die der Frenetschen analogen Gleichungen aufge- 
stellt. Die Integrabilitatsbedingungen dieser Gleichungen, die die Gleichungen 
von GauB, Codazzi und Ricci umfassen, werden im §3 abgeleitet. Auf 
diesen Bedingungen baut sich im §4 die neue Kriimmungstheorie auf. 
Aus den Kriimmungsaffinoren H ergeben sich zunichst die auch bei Mayer 
(mit der Bezeichnung A) vorkommenden GréBen J, aus denen sich die H 
und die Parameter der Ubertragung in der V, zuriickberechnen lassen. Es 
ergibt sich dabei eine merkwiirdige Ungleichung zwischen den Dimensionen- 
zahlen der sukzessiven Kriimmungsgebiete. Aus den J ergeben sich so- 
dann die ZL (£ bei Mayer), die wiederum Riickberechnung der J gestatten, 
und aus den Z die symmetrischen reinen Gréfen L’ der V,, (bei Mayer 
treten nur die zugehérigen Formen auf), aus denen sich schlieBlich alles 
ableiten 148t. Eine zum Schlu8 aufgestellte Frage nach der Méglichkeit 
der freien Wahl der L’ wird verneinend beantwortet. 


*) Dieser Zusammenhang scheint Mayer entgangen zu sein. 

5) Diese Kritik gilt nur der Methode, nicht dem Werk, vielmehr kann man es Herrn 
Mayer nicht hoch genug anrechnen, daB er mit solchem fast unbrauchbarem Werk- 
zeug ein so schénes Resultat hat erreichen kénnen, manchem Jiingeren, der mit dem 
schénsten kovarianten Formelapparat nur leeres Stroh zu dreschen vermag, mége er 
direkt als Vorbild hingestellt werden. 


Mathematieche Annalen. 105, 
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$1. 
Aligemeines. 
Die Urvariablen einer V,,*) seien mit ¢’, » =1,..., m, bezeichnet. In V, : 
sei eine V,, m <n, gegeben mittels der Parametergleichungen 
(1) ga E"(n°); a, G = 1,-0.2 M- 


Diese 7° kénnen als Urvariablen in der V,, verwendet werden. Die Be- 
stimmungszahlen 





» 03° 
\ 2) Ba 2 av, 
des Einheitsaffinors B der V,, vermitteln die Beziehungen zwischen den 
V,,- und den V,-Bestimmungszahlen eines kontravarianten Vektors v° 
der V,,: 

(3) vo” = Biv". 


Die zu den »° gehérigen kontravarianten MafSvektoren e° haben also 
als Vektoren der V, betrachtet die Bestimmungszahlen 
(4) e’= Bye’ ’). 
Sie bilden eine R,,, die lokale R,,, die alle kontravarianten Vektoren der V,, 


im betreffenden Punkt enthalt. Ist a,, der Fundamentaltensor der V,, 
so ist der Fundamentaltensor b,, der V,, gegeben durch die Gleichung 


(5) bay = Biba, 
und aus 6 leiten sich die Bestimmungszahlen Bf von B ab: 
(6) Bi = b° Bi a,,, 


die die Beziehungen zwischen den V,- und den V,-Bestimmungszahlen 
eines kovarianten Vektors der V,, vermitteln: 


(7) w, = Biw,. 

Sind Ij, die Parameter der Ubertragung der V,: 

(8) V0 =a,0' +Ti,0', 

so ist die Ubertragung der V,, gegeben durch die Gleichung 
(9) Vv’ = Bi V0" 


*) Wir verstehen unter X, eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit, unter V,, eine 
Riemannsche X,, unter C, eine konformeuklidische V,, unter S, eine V, mit kon- 
stanter Kriimmung und unter R, eine euklidische V,. 

*) Die Einbettungstheorie wird hier nur kurz gestreift, eine ausfiihrliche exakte 
Darstellung findet sich in unserer Arbeit Zur Einbettungs- und Kriimmungstheorie 
nichtholonomer Gebilde, Math. Annalen 103 (1930), 8S. 752—788. 
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und es lassen sich die Parameter Aj, der letztgenannten Ubertragung aus 
dieser Gleichung oder auch aus den b,, berechnen. Fiir den hier ver- 
folgten Zweck ist folgendes Verfahren einfacher. Neben den MaBvektoren e” 
a 
werden in jedem Punkt der V,, m’ =n — m beliebige linear unabhangige 
MaBvektoren e", p,--..-w=m-+1,...,n, senkrecht zur V,, eingefiihrt. Sie 
bilden die lokale R,,. Das System der n MaBvektoren e", h,.... m= 1,...,9 
wird in beliebiger Weise iiber V,, fortgesetzt und die Bestimmungszahlen 
in bezug auf dieses System werden mit den Indizes 1,...,n bezeichnet. 
Der kovariante Differentialquotient in V, lat sich dann auch in bezug 
auf dieses System schreiben: 


(10) V,v* =a,v'+ Tijv'; a= 


bod 


— 


a 
¢ Ons 


und es zeigt sich leicht, deB die A den korrespondierenden, in dieser Weise 
entstandenen I" mit den Indizes 1,...,m gleich sind: 


(11) Aly =I. 


In allen Formeln ohne Differentiation und in allen Formein mit V und V’ 
gilt die Regel, daB die laufenden Indizes a@,...,@ und h,...,m tberall 
auftreten kénnen, die Indizes a,...,g aber nur an Stellen, wo der Aus- 
druck in V,, liegt, d.h. sich durch Uberschiebung mit B nicht dndert. 
Tangiert also ein tiber V, definierter kontravarianter Vektor v’ die V,, 
so haben v”, v* und v° einen Sinn, ebenso Vv" und Vy v’, aber nicht Vv’, 
i v° und V,v°. Ebenso kénnen die Indizes p,...,w nur dort auftreten, 
wo der Ausdruck in R,,, liegt, d.h. Uberschiebung mit C = A — B vertrigt. 

Anders ist dies bei Verwendung der D-Operatoren *), deren Bedeutung 
im Gegensatz zu V und VW’ von der Wahl der Indizes abhangt und die 
folgendermaBen definiert werden: 


12a) 128) 12y) 
Dip =Vup Dep = BEV. p Dyp = C7 Vup 
D,u’ =V,,u" Dy u" = BYV,,u" D,u’ = CV," 
D, v° = BV," Dyv' = BY Vv" =Rv° Dv’ = Ch BEV," 
D,w’ = C7 V,, w’ Dyw" = BE CPV, w’ Dyw" = C7/V,,w", 


wo v in der V, und w in der lokalen R,,, liegt. Hier treten Indizes 
a,...,g baw. p,...,w auch nur dort auf, wo der Ausdruck Uberschiebung 
mit B bzw. C vertrigt, ste diirfen aber nicht mehr durch a,...,@ ersetzt 
werden, da hierbei eine ganz andere GréBe entstehen wiirde, z. B. D,u’ 
aus D,u’. 


5) Vgl. die oben zitierte Arbeit itber Einbettungs- und Kriimmungstheorie. 
10* 
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Ist ¢” tangierender Einheitsvektor einer Kurve der V,,, so ist 
(13) u’= iH i° =i’ D, i 


der erste Kriimmungsvektor der Kurve in bezug auf V,, oder der relative 
erste Kriimmungsvektor, der fiir eine geoditische Linie der V,, ver- 
schwindet, und 


(14) "= 8", i" =i" D, i” =i°D,i" 


der erste Kriimmungsvektor in bezug auf V, oder der absolute erste 
Kriimmungsvektor (vgl. R.K., 8. 182). Infolge (12) ist nun 


(15) u”=i°D,(i*By) = u'" + 2°i°D, Bz. 
Die GroBe 
(16) H;;"= D, B; 


heiBt der erste Kriimmungsaffinor der V,,, sein »-Gebiet*) steht senkrecht 
zur V,, und enthalt die absoluten ersten Kriimmungsvektoren samtlicher 
geodatischer Linien der V_. Der Kriimmungsvektor «” bestimmt mit 7” 
zusammen die oskulierende R, der Kurve, das »-Gebiet von H bestimmt 
also mit der lokalen R,, eine R, die die oskulierenden R, saimtlicher Kurven 


der V,, durch den betreffenden Punkt enthalt und durch diese bestimmt ist. 


Um spiitere Unterbrechung des Gedankengangs zu vermeiden, formu- 
lieren wir in diesem Paragraphen zum Schlu8 zwei Hilfssitze, die im 
folgenden éfters Verwendung finden. 

Wird eine bestimmte Gruppe von gq Indizes einer GréBe (p+ q)-ten 
Grades ausgezeichnet, z. B. 4, u,¥ von vj"? ”, so kann man die anderen 
p Indizes, hier a, 8, abdrosseln (d. h. mit den zu é” gehérigen MaBvektoren 
iiberschieben) und erhalt dann eine Anzahl von héchstens n”’ GréSen 
q-ten Grades. Alle méglichen GréBen dieser Art bilden eine lineare Mannig- 
faltigkeit H,», in welcher sich eine jede als Vektor auffassen lat. Die 
q Indizes lassen sich bei dieser Auffassung durch einen einzigen Gruppen- 
index ersetzen, hier also v;**, wo a die Indizes 1, 4, v ersetzt. Die linear 
unabhangigen unter diesen durch Abdrosselung entstandenen GréBen und alle 
aus diesen linear ableitbaren bilden das Gebiet in bezug auf die ausgezeich- 
neten Indizes, ihre Anzahl heiBt der Rang der GréBe in bezug auf diese 
Indizes. Ist dieser Rang r, so ist das Gebiet also eine Z, in der Ey. 
Es gelten nun folgende Hilfssatze: 


*) Unter Gebiet in bezug auf einen Index verstehen wir das Gebiet, das simtliche 
Vektoren umfa8t, die entstehen, wenn alle anderen Indizes mit allen méglichen 
Vektoren iiberschoben werden, unter Rang in bezug auf denselben Index die Dimen- 
sionenzahl dieses Gebiétes. 

















Eine Revision der Kriimmungstheorie. 
1. Die Gleichung 
(17) Pe Xen = Qua, 


wo a, 8 und c Indizes sind, die in der oben angegebenen Weise Gruppen 
von gewohnlichen Indizes vertreten, besitzt eine und nur eine Lésung nach X, 
die die Form 

(18) Xen = P:* Quo 


hat, vorausgesetzt, daB P den héchsten Rang in bezug auf c hat und aufer- 
dem das B-Gebiet von Q in dem B-Gebiet von P enthalten ist. P ist die 
Umkehrung von P, (18) die zur Uberschiebung (17) gehérige Division. 
P ist eindeutig bestimmt, wenn Q den héchsten Rang in 8 hat. 

2. Hat (17) eine Lésung und hat P den héchsten Rang in bezug auf ¢, 
so gibt es nur eine Lésung, und das 8-Gebiet von Q ist in dem B-Gebiet 
von P enthalten. 

Der Beweis dieser beiden Siatze ist so einfach, daB er iibergangen 
werden kann. 


§ 2. 
Das Analogon der Frenetschen Gleichungen fiir ¥V,, in V,. 
In jedem Punkte der V,, sei jetzt in der lokalen zur V,, senkrechten Ry» 


2 8 k 
ein System von gegenseitig senkrechten R gegeben, R, R,..., R mit den 
Dimensionszahlen m,,...,m,, und es sei 


(19) m* = m'— m,—...—m,>0. 


1 
Von jetzt an schreiben wir R fiir die lokale R, von V,, und ™, statt m 
- fiihren neben den m, zu den n° gehdrigen MaBvektoren e” in jeder 


R, 1=2,...,k, ein System von m, gegenseitig senkrechten LHinheits- 
vektoren ¥ als Ma®vektoren ein. Es sei erlaubt, statt a,...,h auch 


Pry +++) Wy ad verwenden, so daB die e" auch geschrieben werden kénnen e’. 


Die zu den laufenden Indizes p,,...,w, gehérigen — Indizes wits 
1 l 

1,...,m,. GréBen, die an einer bestimmten Stelle in R liegen, kénnen 
dann an dieser Stelle sowohl einen griechischen Index als einen Index aus 
der Reihe p,,...,w, tragen. Einheitsaffinor und Fundamentaltensor in 


i “a l 
R, l=1,..., k, seien mit B,' bzw. bp a, bezeichnet. Offenbar ist dann 


t ly 
(20) by «, = Boa, 


a, 
1% Am 


0% 
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Die Bedeutung des bereits im vorigen Paragraphen definierten Ope- 
rators D, erweitern wir folgendermaBen 


«) Dev = BYU, e’, 


(21) ‘ 
B) D, Wp, = Bey, V, Ww, 


fiir die ganz in R liegenden Felder v", wy. Es zeigt sich leicht, daB 

auch fiir den in dieser Weise erweiterten Operator sowohl die gewdhnlichen 

Regeln fiir die Differentiation von Produkten gelten, als die fiir die 

Differentiation der &k-+1 verschiedenen méglichen Uberschiebungen, die 

den k+-1 verschiedenen Arten von Indizes: «,...,@; @,...,93 Dy +++) W;3 
= 2,..., & entsprechen. 


l 
Die R, die bis hier noch beliebig gewahlt waren, sollen jetzt auto- 
matisch entstehen aus der Betrachtung der héheren Kriimmungen der V,, 
in V,. Statt (2) kommt jetzt 











1 
(22) D,é" = B; |, 





1 
und statt (16), wenn wir von jetzt an Hj,” schreiben statt H;,”: 


1 1 

(23) Hiya” = Dy Bi. 

2 1 
Fiir R wihlen wir jetzt das »-Gebiet von H;,". Dann ist 

1 2 2 1 1 
(24) B; D, B;, = — By, Hy*, = — Hy" », 
und 
a. o. a a .. >. 2 ¥ °. 

(25) BoD, Bt, = BY! D, Bi = — BY’ D,(4f— Bi) =0, 


so daB das »-Gebiet von D, es ee wofiir wir Hj,” schreiben, 
sowohl senkrecht zu R als zu R steht. Fiir R wahlen wir jetzt eben 
dieses Gebiet. In dieser Weise fortfahrend sei B; als Einheitsaffinor des 
y-Gebietes von EE, festgelegt. Dann bestimmt sich Hy;’ aus der 
Gleichung (vgl. (24) und (25)) 

(26) D, By + Hi 2, = iz’. 

sofern die linke Seite nicht identisch verschwindet. Fir R wird das »-Gebiet 


i 
von H gewahlit. Man zeigt leicht, dab die oskulierende R, jeder Kurve der 


V,,, als Kurve der V, betrachtet, in der Ry, ...4m, enthalten ist, die durch 
1 


i 
R,..., R aufgespannt wird. Da bei jedem Schritt eine neue R senkrecht 








~ Ae oO emrEy 
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zu den vorigen hinzukommt, mu8 die linke Seite von (26) nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten, sagen wir fiir / = k, identisch verschwinden, 
und die SchluBgleichung lautet dann 


ky k-1, 
(27) Dy Bp. = — Hy. »,- 


Die Gleichungen (23), (26) fiir 1<1<k und (27) lassen sich in eins 
zusammenziehen : 





I I-1 l 
(20) Dy By, = — Hy"»,+ Hix? (1=1,...,k); 


0 k 
H=0; H=0 











und bilden die Verallgemeinerung der Frenetschen Gleichungen einer Kurve 
der V,, fiir eine V,, in V,. Aus der Definition der H folgt, daB der v-Rang 


1 t+1 

von H;,” gleich m,,, ist und also den Adchsten in R erreichbaren Wert 
hat. In derselben Weise wie (28) leitet sich das iibrigens mit (28) gleich- 
wertige Gleichungssystem 














(29) D, Bi'= — yi + FG" (t=1,..., k) 

ab. Aus (28) und (29) folgt aber 

(30) D, Bi = i", +i’ — a — Bi” (l=1,...,&), 
und daraus ergibt sich 

(31) D,(Bi+...+ Bi) =o. 


Geometrisch bedeutet dies fiir m*>0, daB die R,» sich lings der V,, 
pseudoparallel verschiebt, in einer S, also, daB die V,, in einer ebenen 
S,—m* enthalten ist. ; 

Aus (20) und (28) folgt fiir den Fundamentaltensor in R 


i is 
(32) Dy by, o, = De By, Bj a1, = 0 
oder, ausgeschrieben : 
r uy r t 
(33) Dp\p by, ¢, + Too bp,1, = 9 (2==1,...,&), 


eine fiir spater wichtige Formel. 


§ 3. 
Die Integrabilitatsbedingungen. 
Die Integrabilitaétsbedingungen von (22) lauten infolge (23) 


1 
(34) Hic} = 0. 
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Zur Aufstellung der Integrabilitétsbedingungen von (28) verwenden wir 
zwei Hilfsformeln, eine fiir einen kontravarianten Vektor der V,: 


(35) Dj Dov" = Da BV .0" = — FBR Ks ,i" 0’, 
wo K die KriimmungsgréBe der V, bedeutet (R.K., 8. 167), und eine fiir 


1 
einen kovarianten Vektor der R: 


r r 
(36) Da Ds; Wp, = Dia Dy wep, = 4 Da Do; &, 
1 
= 5 Kain, uy, (¢=1, »k), 
wo 
€ ™ 7 t; tT, q, 
(37) Kéby,' = — 4aT\p,\0) — Vaal \p,\01 


i 
. oo * o . . r . 
eine zur R gehérige Kriimmungsgréfe ist, die nur von den I’,', und ihren 


1 
alternierten ersten Differentialquotienten abhaingt. XK ist offenbar mit der 
KriimmungsgréBe der V,, identisch. 


i 
Differentiation von B, fihrt nun laut (28) zu einer GréBe, die mit 


= +1 
dem Index » in der durch R und R bestimmten R mit der Dimensions- 


zahl m_, + m., liegt. Nochmalige Differentiation kann also niemals iiber 
1-2 i+2 

R und F hinausfihren. Infolgedessen lassen sich die aus (35) und (36) 
hervorgehenden Integrabilitétsbedingungen von (28) 

, ‘ s 1 ” oF ) ae ‘. 

(38) Dia Dy, By, = — 5 Bat Kini” By + 5 Kai, Br 


fiinffach zerlegen. Da aber zwei dieser Zerlegungsstiicke fiir jeden Wert 
von / mit einem der drei anderen fiir einen benachbarten Wert identisch 
sind, gibt es eigentlich nur drei Gleichungen fiir jeden Wert von 1: 


i+1 i = 1 as i +2 
(39) Ha\o,,.7,,,; Hire, 7. om 7 Bar By Br Kawi (t=1,..., k); 
g 1 S ois btn 
(40) Da Apip,7,,, a 2 Bi b By, B; Kosice (0 —_ 1, sary k); 
I I ‘ i-1 et 
(41) Ha\r,r,,,\ Hoip, ** + Ha\q,_,7,\ Hei», 


1 Sop 8 ae 1 U 
= 5 Bad By, Kouir — 5 Kavp,s, (2 =1,..., k). 


Bekanntlich verschwinden in einer C,, also auch in einer S_, alle ortho- 
gonalen Bestimmungszahlen von K,,,,, mit vier ungleichen Indizes. In 
einer C, verschwinden also die rechten Seiten von (39) und (40), und 
fiir 1 >1 auch der erste Term rechts in (41). Fiir 11 ist (41) gleich- 
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wertig mit der GauBschen Gleichung (R.K., 8.198, (158)) und geht in 
diese Gleichung iiber bei Abdrosselung der Indizes r,, da fiir die MaBb- 


2 
vektoren in R gegenseitig senkrechte Einheitsvektoren gewahlt sind: 
o e 1 1 a 
(42) 2 hia \e\ hore = 5 Bi Th a g Kavac; hee = Haog,e. 


Durch die besondere Wahl von & hat sich hier die Anzahl der Tensoren h 
von n — m, auf m, reduziert. Die Gleichung (40) ist fiir 1] —1 gleich- 
wertig mit der Codazzischen Gleichung (R.K., 8.200 (168b)) und geht 
bei Abdrosselung der Indizes r, in diese Gleichung iiber: 


1 2 ew tt ¥ 2 
(43) Dh. = — 3 ba Kopire” — hoje Pa; Be = (Dae) &,. 


Die Anzahl der Vektoren % hat sich hier von 34(n — m,)(n —m, set 


auf }m,(m, —1) reduziert, was wieder auf die besondere Wahl von & 
surtickeufidheen ist. Die Gleichungen von Ricci (R. K., 8. 200, (170b)), die 
in der GauB-Codazzi-Riccischen Theorie das System schlieBen, entstehen 
durch Abdrosselung aus (41) fiir / = 2. 


§ 4. 
Die neue Kriimmungstheorie. 


Der Mangel der GauB-Codazzi-Riccischen Theorie ist, da8 sie der 
HilfsgréBen A und wv bedarf, die nicht nur von der V,,, sondern auch noch 
von der Wahl der lokalen MaBvektoren auBerhalb der V,, abhingen. Man 
kénnte nun meinen, daS dieser Mangel durch die Gleichungen (40) und 


(41), die keine dieser GréBen mehr erkennen lassen, behoben wire. Dies 


ist aber nur Schein, da H und K keine GréBen der V,, sind, und also 
beim Ausschreiben von (40) und (41) die h und w doch wieder auftreten. 
Die Gleichungen sind gleichsam nur komprimiert, aber nicht wesentlich 
anders geworden. Es ist nun Mayer gelungen, aus den H eine Reihe von 
GréBen zu bilden, die reine GroBen der V, sind und aus denen sich, 
wenigstens fiir V,—S,, die H, K und die I" zuriickgewinnen lassen. Im 
Gegensatz zu Mayer, der die H nicht kennt und dagegen nicht kovariant 
mit gewissen merkwiirdigen Systemen C arbeitet, deren Bestimmungszahlen 
zum Teil mit denen der H, zum Teil aber mit den I zusammenfallen, 
lassen wir hier diese GréBen in kovarianter Weise entstehen. Zunichst 
bilden wir als Zwischenstufe eine Reihe von GréBen J mittels der rekurrenten 
Gleichung 


U i i-1 0 
(44) Jiy...i0 = ia” Jue T= Bo. 
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Aus den J bilden wir sodann die reinen GréBen der V,, 


I U P i . i+1 
(45) Dpy...0,04)...4,¢ = Tyy...b,0 143di,. due "7A b 


Gea Me 
Es gelten dann folgende algebraische Hilfssitze: 
1. In einer C,, sind die J symmetrisch in den in V,, liegenden In- 
dizes. Dies folgt unmittelbar aus (39). 
i l+1 $+) 8 
2. J hat den héchsten Rang m,,, in R. Laut (44) ist J=H, der 
Satz ist also bewiesen fiir /—1. Ist er bewiesen fiir ]—j, dann ist 
‘ j+1 a. me @ 
(46) Joj.1t0 = Ayu, Fy...809 7" 
j+1 i+2 
Ware nun der Rang von ‘J in R nicht der héchste, so gabe es 
me 
wenigstens einen Vektor der R, der bei Uberschiebung J annulliert. Der- 
i+ j+i 
selbe Vektor kann aber HH nicht annullieren, da ‘H den hichsten Rang 
in R hat. Rechts in (46) wiirde also ein nicht verschwindender Vektor 


j+1 
der R entstehen, der j annullierte, was der Voraussetzung widerspricht. 
Da infolge (44) 
i-1 


i l - 
(47) Ji,...b,a” = ya” Hs 
geht aus dem eben bewiesenen Satze hervor, daS in C, nicht nur die 


Symmetrie der J eine Folge von (39) ist, sondern, daB auch umgekehrt 
(39) aus der Symmetrie der J folgt. 


l i 1 
3. Die B,... H lassen sich aus den J,..., J berechnen. 
Beweis. Da die V,, gegeben ist, besitzen die Gleichungen (44) 


e's q 
t—a M1 Toya. .-bra i. 


i-1 
wenigstens eine Lésung nach den H. Ferner hat J den héchsten Rang 
i 1 
in R und infolge des im § 1 bewiesenen Hilfssatzes la8t sich also H aus 


J und J " berechnen. 

Es ist zu beachten, daB die J zu einer V,, in V, gehéren miissen 
und nicht in beliebiger Weise vorgegeben werden diirfen. Vorgegebene J, 
von denen man nicht wei, ob sie zu einer V,, gehéren kénnen oder nicht, 
miissen infolge des ersten im §1 formulierten Hilfssatzes folgenden Be- 
dingungen geniigen, damit die Gleichungen (44) eindeutige Lésung nach 
den H gestatten: ; 

1. Das b,_, ...b,a-Gebiet von J muB in dem b,_, ...b,a-Gebiete 


i-1 ° 
von J enthalten sein, ] —1,..., k. 


1 b+ 
2. Der Rang von J in R mu8 der héchstmégliche sein. 
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I t 
4. Der b,...b,a-Rang von L und von J sind gleich. 
t 
Beweis. Laut (45) kann der b,...b,a-Rang von L nicht gréBer 


U 
sein als der von J. Ware er aber kleiner, so gabe es wenigstens eine 
symmetrische kontravariante GréBe (1-+-1)-ten Grades der V,,, die bei 


Uberschiebung L, aber nicht J annullierte. Laut (45) wiirde also ein 
nicht verschwindender Vektor der R existieren, der J bei Uberschiebung 
annullierte. Dies ist aber unméglich, da J den héchsten Rang in R hat. 

5. Die m,,, durch Abdrosselung des Index r,,, entstehenden GréBen 


br, 1 


r 
° + -@ i+) 
(48) y,...b,0 = Jb,...b,0'** eu. 


lassen sich bis auf orthogonale Transformationen in dem Index 1r,,, 


aus L berechnen, | =1,..., k. 

Beweis. Wir schreiben (45) unter Verwendung der im §1 erklarten 
abkiirzenden Indizes 

Lrg, Lrt4s 
(49) Lse= SS Jo bb. 
T+. 

L,5 ist dann in ab symmetrisch, positiv definit und infolge des Hilfs- 
satzes 4 vom Range m,,,. (49) ist also nichts anderes als die Zer- 
legung eines positiv definiten Tensors m,,,-ten Ranges in m,,, Vektor- 
potenzen, und eine solche Zerlegung ist bekanntlich stets ausfiihrbar und bis 
auf orthogonale Transformationen in dem Index r,,, eindeutig bestimmt. 

Es ist zu beachten, daB die L zu einer V,, in V, gehéren miissen 
und nicht in beliebiger Weise gegeben werden diirfen. Vorgegebene L, von 
denen man nicht weiS, ob sie zu einer V, in V, gehdren oder nicht, 
miissen symmetrisch in ab und positiv definit sein, damit eine bis auf 
orthogonale Transformationen bestimmte Zerlegung der Form (49) zustande 
kommen kann. 


6. Bei einer V,,, m>1, in C,, lassen sich die T;!, mittels (46) aus 
i-1 1 
den Feldern H,...,H und den If, berechnen, 1=1,...,k. (Fir m=1 
sind die I',, 1 >1, alle Null.) 


Beweis. Um die oft vorkommenden Indizes mit 14-1 zu vermeiden, 
gehen wir beim Ausschreiben der Gleichung (40) eine Stufe herunter: 


I-1 i-1 i-1 q 
(50) Oa App, = — Moin,“ Yr, q,\a) + Hp \o,_ 1,09) 1a (1 = 2,..., k); 
wo 


l 
(51) ¥1,9,4= Or» Via (i= 2,..., &); 


i 
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i-1 
Uberschiebung von (50) mit H,, ”' liefert 


i-1 i-1 i-1 
(52) Hes," Hi, Yeas es," (— Ga Bory, r+ Hie, 1, Tha) 


= Gy», ote (1=2,...,), 
wo wir zur Abkiirzung der weiteren womans ‘a fiir die rechte Seite 


t-1 


eingefiihrt haben. «a hangt nur von i. den alternierten Differential- 
i-1 
quotienten a4 Hy), +, und den er ab. Da infolge (33) 


(53) Yr,qa= 0 (}=2,...,k), 
gilt neben (52) 

i-1. 
(54) Aes, " Byy 7 “vy, i= —%, ‘s (¢=2,..., 2). 


Schreibt man zu (52) noch die beiden iiiheai hinzu, die aus (52) 
bzw. (54) entstehen, indem cbd durch bde bzw. cdb ersetzt wird (erster 
Mayerscher Kunsigrif{), so ergibt sich bei Addition 

1-1 i-1 
(55) Hees," Ap, ty ¥r,4,4 = %s,_p, edd 3 Ms, ,P,_, bdo — Gp, 4, aed 


(2 == 2,..., B). 
i-2 
Durch Uberschiebung von (55) mit zwei GréBen J entsteht © 
i-1 i-1 
(56) Tee,\e,_so--6sl" 7, be Ira = =f. "% (b=2,...,k), 


t-1 
be die £8 nur von H,. A, den ettemniorten Seeeatialgnetienion der 


Bos, rf, und den I,’ ho y abhingen. Nun ist 7 in einer C, symmetrisch 
in v., schreiben wir ‘also die Gleichung (56) an mit den Indizesfolgen 
(zweiter Mayerscher Kunstgri}f) 


[e, |e_,- c,|b, Jb_,. b, 


(57) [¢,_,|¢_4---¢,b,|b,_,]B,_,. tb 1% 
[e, |b, > b,|b, Je, i Cy, 

so folgt bei Addition, da y, 44 in r,q, alternierend ist, . 
ee | 

(58) Te jeosty * Tb. bs Yr, g,8 = Ye,.-.0:0,-06 ts 


wo die y von denselben geometrischen Objekten. eit wie die § in 
(56). Da die V,, gegeben ist, besitzen die Gleichungen (58) wenigstens 


i-1 i 
e Lésung nach den y. Da ferner J den héchsten Rang in F hat, 
lassen = 9 ¥r,4,4> Ps 2,..., %, und — ™ ry a in eindeutiger Weise 


1 
aus J,.. a ‘eid den ‘2. d. h. also aus H.. AL den alternierten Diffe- 








' 
f 
| 
j 
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i-1 r 
rentialquotienten a4 Hyp, +, und ris berechnen. Da sich aber I,'', 


i 
i-2 
selbst wieder aus H, ..-» H und den alternierenden Differentialquotienten 


aa ‘By »,,7,., berechnen lassen usw., ist der Satz bewiesen. 

Da die Gleichungen (56) eine Folge von (50) sind, kann die Anzahl 
dieser Gleichungen nicht geringer sein als die Anzahl der Unbekannten 
yr,q,@- Daraus folgt fiir m,>1 die Ungleichung 
(59) m2 a (1=2,...,k), 
die die Méglichkeiten fiir die Dimensionen der R, 1>1, sehr einschranken. 

Aus den Hilfssitzen 3, 5 und 6 folgt, daB sich bei einer in C, 
gegebenen V, die H und die Ts'e. l= 2,...,k, schlieBlich aus den L 
berechnen lassen. Es sind dabei aber nur die Gleichungen (39) und (40) 
zur Verwendung gelangt, die Gleichung (41), denen die H und I auch. 
noch zu geniigen haben, ist noch gar nicht zur Sprache gekommen. Daraus 
geht hervor, daB die Z noch ein Zuviel an Gegebenem enthalten miissen, 
und es entsteht die Vermutung, daB dieses Zuviel durch geeignete Ver- 
wendung von (41) ausgemerzt werden kann. Da aber der erste Term 
rechts in (41) nur in einer S, vom Ort unabhingig ist, ist dieses Ver- 
fahren nur in einer S, médglich. In der Tat ist es Mayer gelungen, die L 
fiir R, und auch fiir S, durch eine andere GréBenreihe zu ersetzen. Wir 
beweisen den Hilfssatz 

7. Bet einer V,, in S, lassen sich die L (zusammen, nicht einzeln) 
aus thren symmetrischen Teilen berechnen. 


t 
Beweis. JL laBt sich in eine Reihe entwickeln, die auBer dem er- 
wahnten symmetrischen Teil 





i I 
, 
(60) Dp,...0,0 d;...d,¢ = Ley...b,0 4;...4,0)° 


1 

nur GréBen enthilt, die aus LZ entstehen durch Alternation iiber einen der 
1+-1 ersten Indizes und einen der /+-1 letzten. Wird nun eine solche 
GréBe, Z. B. 

(61) Lag, \05_, .-:b:014d.».€,09 

in den H ausgedriickt, so ergibt sich infolge (41) 


1 l i int I-1 

- *@ ° . ° ° 
(62) Dip, ...d0)dil..dse = Appar: *? Hae, Fras dye Fay ..dye 
1-1 


i-1 @_, 1 i Le 1 I 
— (- A \o,_,7, Ai. % + 3 Bo, Bar, Kou ay 3 Kuan) 


iran 


i-1 ast i. 
~< Jp, _,...d,0 | a> . 
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I-1 
Der erste Term zwischen den Klammern rechts hingt nur von H ab, der 
zweite ist fiir 1 >1 Null und fiir /—1 nur abhangig von der Wahl der 


Koordinaten der V,,, von m und der Kriimmung der S,, also insbesondere 
unabhingig von der Lage der V,, in der S,, der dritte lat sich fiir / —1 aus 


den If, und fiir 1 >1 imfolge (37) und des Hilfssatzes 6 aus den I’f, und 
i-1 


1 1 
Sia H berechnen. Wir fangen nun mit L’ an. Aus L’ und den I‘, 
1 1 
ergibt sich L (Hilfssatz 7), aus i und den I; aber sowohl H als te | aa 
(Hilfssitze 3, 5, 6). Aus L’, H und den Tx ergibt sich dann L ( Hilfs- 


satz 7), aus L und den Ij, aber sowohl H als die I°;*, (Hilfssitze 3, 
5, 6), us 

Aus ‘a bewiesenen Hilfssitzen folgt also schlieBlich, daB sich die H 
und die Ty's, 1=2,...,4, einer V,, in S, aus den L’ berechnen lassen 
und daB die Resultate dieser Berechnung den Integrabilitaitsbedingungen 
(39), (40), (41) geniigen. Wird nun bei gegebenen L’ und If, ein 
beliebiger Punkt a der S, gewahlt, in diesem Punkt beliebige lokale 


Runs Rm, «++> Rm, (nachdem m,,...,m, aus den L’ berechnet sind) senk- 
recht zueimander, so kann man die Aufgabe stellen in S, eine V,, mit den 
vorgegebenen L’ zu konstruieren, die mit einem vorgegebenen Punkt "° 


in é° fallt, — ~ m,-Richtung von R,,, hat und deren lokale inale: 


faltigkeiten .. LR in &” mit den eben gewiahlten R,,,,..., Rm, zusammen- 
i) 
fallen. Die e” in 7° sind bekannt. Sie bestimmen bis auf Drehungen und 
bad 0 


Spiegelungen ein kongruentes System in &” in R,,. Ein beliebiges, aber be- 
0 


stimmtes dieser Systeme sei gewahlt und mit e” bezeichnet. Dazu wihlen 


wir auch in R,,,, | = 2,..., &, aus den bis auf Drehungen und Spiegelungen 
bestimmten Systemen von ita senkrechten Einheitsvektoren ein 


beliebiges, aber bestimmtes e” . Es ist dann das System von Differential- 
gleichungen " 


a” = B, 
(63) Ee r i. ¥ un 1, r 
0 By — T>}> Br, + Vi, By By = — A," Pn B;,_ + Bs +? By, 
0 


k 
H=0; H=0 (t=1,..., k) 
zu lésen mit den Anfangsbedingungen . 


Ti4y? 


(64) g=— 2"; Bo=e"; By me” 
0 


b 1D, 
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und den Integrabilitétsbedingungen (39), (40), (41). Da die H und Iy', 
in diesem System aus den L’ berechnet sind, geniigen sie den Integrabili- 
taitsbedinguugen und es existiert - in der Cmgens von 5 eine einzige 


Lésung. Anderung der Wahl der e” und der e in ‘f bedentet Drehung 
eventuell mit Spiegelung der ganzen V,. Kalane ven e bedeutet Be- 


wegung in S,. Damit ist das Mayersche Theorem achines: 
Eine V,, in 8, ist bis auf Bewegungen und Spiegelungen eindeutig 
1 k 
festgelegt durch die Reihe der GréBen der V,: L’,..., L’. 


§ 5. 
Schlu8bemerkung. 


Bekanntlich gibt es zu jedem System von als Funktionen der Bogen- 
lange gegebenen k Kriimmungen, k < n —1, eine Kurve der S,, die eben 
diese Kriimmungen aufweist. 

Es erhebt sich da die Frage, ob sich auch zu jedem System von 
beliebig als Funktionen der »° gegebenen L’ und (Riemannschen) IY, 


1 
eine V,, in S, konstruieren JaBt. Aus L' und den IY, ergibt sich mittels 
1 1 
(62) ohne weiteres L. Um aber zur Zerlegung (49) von ZL gelangen zu 


kénnen, mu L positiv definit sein, und zur Berechnung der I°;*, ist es 
notwendig, daB (56) fiir 1 = 2 eine Lésung besitzt. Im weiteren Verlauf 
der Rechnung gesellen sich noch dazu die Bedingungen fiir die Berechnung 
der H. Es ist nicht zu erwarten, daB beliebig gewahlte L’ allen diesen 
Bedingungen zu geniigen vermégen und die aufgeworfene Frage ist daber 
verneinend zu beantworten. 


(Eingegangen am 13. 9. 1930.) 











Uber die Approximation einer komplexen Zahl durch 
Zahlen des Kérpers &(¢). 


(Zweite Mitteilung.) 
Von 


Oskar Perron in Miinchen. 


§ 1. 
Historische Richtigstellung. 


Bei Abfassung meiner ersten Mitteilung') war mir eine im Jahr 1925 
erschienene Arbeit des Herrn Ford®), iiber die ich im Jahr 1927 ein bis 
heute nicht erschienenes Referat fiir das Jahrbuch iiber die Fortschritte 
der Mathematik geschrieben hatte, leider ginzlich aus dem Gedichtnis ent- 
schwunden. Auch als ich bald nach dem Erscheinen meiner Arbeit durch 
eine freundliche Mitteilung des Herrn Fujiwara veranlaBt wurde, von der 
Fordschen Arbeit erneut Kenntnis zu nehmen, kehrte die Erinnerung an 
die friihere Lektiire nicht zuriick. Meine Bestiirzung war daher nicht ge- 
ring, als mir vor wenigen Tagen ein Korrekturabzug jenes vergessenen 
Referates zuging und mich den argen Lapsus memoriae gewahr werden 
lieB. Ich habe hiernach richtigzustellen, da der in Approx. I bewiesene 
Approximationssatz nicht, wie dort behauptet, neu, sondern bereits von 
Herrn Ford entdeckt und in der erwihnten Arbeit bewiesen war. Neu war 
aber wenigstens mein Beweis, der nicht die geringste Ahnlichkeit mit dem 
Fordschen Beweis zeigt. Wahrend letzterer sich hauptsichlich auf die 
Theorie der Picardschen Gruppe und die zugehérige invariante Pentaeder- 
teilung des Halbraumes stiitzt, war bei mir das wesentliche Hilfsmittel ein 
Satz iiber Cassinische Kurven, der sich durch ganz elementare, wenn auch 


*) Math. Annalen 103 (1930), 8.533—544. Im folgenden zitiert unter ,,Approx. I“. 
*) L. R. Ford, On the closeness of approach of complex rational fractions to a 
complex irrational number. Transactions of the American mathematical society 
27 (1925), 8. 146—154. 
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etwas umstindliche Rechnungen herleiten lieB. Dieser Hilfssatz kann noch 
in mannigfacher Weise modifiziert werden, und es kommt nur darauf an, 
unter den verschiedenen brauchbaren Formen eine zu finden, die sich 


schneller beweisen la8t. Im folgenden will ich eine solche Modifikation 
angeben. 


§ 2. 
Der modifizierte Hilfssatz iiber Cassinische Kurven. 
Wie in Approx. I sollen zwei komplexe Zahlen z,,z, homolog heiben 
(in Zeichen z, = z,), wenn ihre Differenz eine ganze Zahl des Kérpers § (7) 


ist. Der modifizierte Hilfssatz, der djesmal rein analytisch formuliert werden 
soll, lautet dann: 


Ist a irgendeine komplexe Zahl, so gibt es zu jeder komplexen Zahl z, 
eine homologe Zahl z, fiir welche die Ungleichung 


je*@-a|*S +a" 


besteht, und zwar mit dem Kleinerzeichen, aufer in den beiden Fiillen 


3 i 
I, code 1 4= 3° 
3 1 
I. ) ie q’ 24= a: 
in denen Gleichheitt gilt. 
Beweis. Setzt man 
(1) a=a+iB, 


wo «, B reell, so geniigt es, sich auf den Fall « >0 zu beschrinken, weil 
der Fall «<0 durch die Transformation z =z’, durch welche ja zwei 
homologe Zahlen z wieder in zwei homologe Zahlen z’ iibergehen, auf den 
Fall « > 0 zuriickgefiihrt wird. Durch diese Transformation gehen auch 
die beiden Ausnahmsfille ineinander iiber. Sei also jetzt «>0, so dab 
insbesondere von den beiden Ausnahmsfillen nur noch der erste in Be- 
tracht kommt. 


Zu jeder Zahl z, gibt es unendlich viele homologe Zahlenz =. + iy, 
fiir welche 


(2) - 


1 
<9¥S35 


r| = 


ist, und unter diesen wieder genau eine, fiir welche 


(3) -s+ z—-9* <2S5t+Vz-s9 


Mathematische Annalen. 105. 11 
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ist. Setzen wir nun, wenn z=2z-+iy eine Zahl des durch die Un- 
gleichungen (2), (3) charakterisierten Bereiches*) bedeutet, 
|z*— a|*—|a|*=P, 
(4) |\(z —1)*—a|*—|a|*=Q, 
\(z +1)*—a|*—|a|*=R, 
so wird es geniigen zu zeigen, daB wenigstens eine der drei Zahlen P, Q, R 
kleiner als a und nur in dem Ausnahmsfall a = 5, Z = jede gleich a 
ist. In ausfiihrlicherer Schreibweise ist 
P=2'+22*y*+ y'—2[2*— y*]Ja—4zry8, 
(5) } Q=(e@—1)* +2 (e@—1)?y* +y* —2[(x—1)*—y*]a—4(e—1) yf, 
R=(x+1)*+2(r4+1)*y*? +y* —2[(x+1)*—y*]o—4(2+1)y8. 
Hieraus bilden wir die beiden Linearkombinationen 
(6) f l—2)P+2Q=u—3u*+ 2uv+v°+2(v—u)a, 
\ wobei e=mz—z*, vy’, 


l , ee 
i pi Diicic iPh Seck ke M atts 
‘) ” 

=y*?— 327+ 3y'+ 6y*2z?+ 32'. 


Nach (3) liegt nun z in einem der beiden Intervalle 


1 1 P 
(A) hg z-y'*<2S55- , tee 0 
1 = wee " 
(B) y-Va-w'<2s5t ae i 


Im Fall (B) ist jedenfalls 0<2<1, so daB in (6) die Multi- 
plikatoren von P und Q nicht negativ sind, und auBerdem ist 


0<(2-3) S7-s*, das heiBt: y*<2—2*<i, 


oder mit der in (6) eingefiihrten Bezeichnung: »v < u < 7 Da nun die 
rechte Seite von (6) 
gibt sich aus (6) 


Min (P,Q) <(1—2)P+2Q 


wegen « >0 eine wachsende Funktion von v ist, er- 


u—3u*+2uv+0°+2(v—u)a 
u—3u?+2uu+u?+2(u—u)ea 


IA Il 


1 7 
*) Er ist in der komplexen Zahlenebene oben und unten von zwei geraden 
Strecken der Lange 1 und rechts und links von zwei nach rechts konvexen Halb- 
kreisen vom Radius } begrenzt. 
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Im Fall der Ungleichung (A) ist jedenfalls | x | <3 und auBerdem 
(5 +2) >5-y%, das heiBt: 2z*+y*ta2o0. 
Daher sind jetzt in (7) die Multiplikatoren von P,Q, R nicht negativ 
und, da ihre Summe gleich 1 ist, schlieBt man aus (7) 
Min (P, Q, R) S y*—32°+3y'+ 6y*2z*+ 32". 

Hieraus folgt weiter, da die rechte Seite eine wachsende Funktion von y? 
und da y<i ist, 


Min (P,Q, R)< wernt +32‘ 


z- 
=p —Fe'(1—22%). 
Daher ist schlieBlich 
(8) Min (P,Q, R)< 3. 
und zwar Gleichheit héchstens fiir y =>: z=j0; dh. z= 5 In diesem 


Fall geht aber Formel (7) iiber in 
3 1 1 7 
aPt+ gt gk=ig 
Folglich gilt in (8) das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn 


P=Q=R ist, dh. wegen z= +: 





(=) —|=|(¢—1) -|=|(¢ +1) -¢ 


Das besagt aber, daB in der komplexen Zahlenebene der Punkt a von den 
drei Punkten 


fs\* 1 i \% 38 P i 8 3 , 
G)—=-g (F-1)=7-% G+1)<7+8 
gleichen Abstand hat, d. h. es ist a=%. Das ist aber genau der erste 

Ausnahmsfall, womit der Hilfssatz vollstindig bewiesen ist. 


§ 3. 
Beweis des Hauptsatzes. 


Am Beweis des ersten Teiles (Approx. I, § 2) andert sich nichts, Beim 
Beweis des zweiten Teiles (Approx. I, § 5) tritt jetzt an Stelle der dortigen 
Formel (13) dem neuen Hilfssatz entsprechend die Formel 

his, 2) Wut 
Se) |(2+3) ie|~ et igor 

11* 
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und daher an Stelle von (15) die neue Formel 

|d,|* . 
(15a) | 0, | <xl6l" + ota 
Die damals an (15) gekniipfte SchluBkette modifiziert sich jetzt in folgen- 
der Weise (sie wird um zwei Glieder linger): 


Es ist unendlich oft |d|"< 4. Wenn dabei |4|*>2 ist, so folgt 
aus (15a) 


7 1 
19,/*< Max (ig2 +793) = 104 + ea <2: 
Daher ist von den zwei Zahlen |4|*, |5,|* mindestens eine kleiner als 2; 


also ist unendlich oft |d|*< 2. Wenn dabei |6|*>1 ist, so folgt aus (15a) 
1. 1 
|, |" < Mex (ig2 + 63) — 6? +763 <!- 


Daher ist unendlich oft auch |d|"<1. Wenn dabei jo*>5 ist, so folgt 
us (15a) 
7 1 1 
\4,|"< Be (toe+ ws) = + r= 3 
Daher ist unendlich oft auch |5|*< = Wenn dabei |4|*> 
folgt aus (15a) 
7 1 7 2 3 
J0,|"< Max (ig2+ igs) ~ie' 2 + 15 <7 
Daher ist unendlich oft auch |5|°< 4 Wenn dabei \o>5 ist, so 
folgt aus (15a) 


pl 


[0,|*-< | Max (ie z+7,-). 


Diesmal wird das Maximum an A, Enden des Intervalles erreicht und 
ist gleich +: Also ist jetzt |4,|°< + Somit ist unendlich oft auch 


jal*<-. W. z. b. w. 


3 


( Eingegangen am 3. 2. 1931.) 
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Uber den algebraischen Inhalt topologischer Dualititssitze. 
Von 
L. Pontrjagin in Moskau. 


Zusammenfassung. 


U und T seien zwei Abelsche Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden, 
M cine (endliche oder unendliche) zyklische Gruppe. Die Gruppen U und V 
bilden ein Gruppenpaar in bezug auf M, wenn je zwei Elementen u und v von 
U bzw. V ein Element m von M, das Produkt der beiden Elemente « und v, 
zugeordnet ist und dabei die Distributivgesetze in bezug auf die Addition (als 
Gruppenverkniipfung in U und I’), d.h. die Relationen (u,+ u,)-v = u,-0+ u,-v 
und u-(v,-+ vv) = 4-0, uv, gelten. Das Gruppenpaar U,V heiBt primitiv, wenn 
zu jedem von Null verschiedenen Element der einen Gruppe ein solches Element 
der zweiten gefunden werden kann, daB. das Produkt der beiden Elemente 
von Null verschieden ist. 

Sodann gilt folgender algebraischer Dualititssatz; zwei Gruppen, die ein 
primitives Gruppenpaar bilden, sind isomorph. 

Wenn U und J’ die r- und (n—7r)-dimensionale Bettische Gruppe einer 
n-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit sind und man als u-v dic 
Schnittzahl (bzw. die Schnittzahl nach cinem festen Modul ») der zugehérigen 
Zyklen versteht, so bilden U und V ein primitives Gruppenpaar (wobei M ent- 
weder die Gruppe aller ganzen Zahlen oder der Restklassen mod uw ist), sind 
also isomorph (Dualitiitssatz von Poincaré). 

Wenn man fiir U und V die r- bzw. (n—r—1)-dimensionale Bettische 
Gruppe eines Komplexes KC R* bzw. seiner Komplementirmenge R* -- K 
w&hit und anstatt der Schnittzahlen die Verschlingungszahlen ins Auge faBt, 
bilden die Gruppen U und V wiederum cin primitives Gruppenpaar, sind also 
ebenfalls isomorph (Dualititssatz von Alexander). 

In analoger Weise erhalt man alle bis jetzt bekannten topologischen Dualitats- 
sitze (die als Verallgemeinerungen der obigen beiden anzusprechen sind). 


Einleitung. 


Poincaré hat 1895 in seiner beriihmten Arbeit ,,Analysis Situs“*) das 
heute seinen Namen tragende Dualititsgesetz entdeckt, nimlich die Tatsache, 
dal bei jedem +r die r-te und n — r-te Bettische Zahl einer orientierbaren 
n-dimensionalen Mannigfaltigkeit einander gleich sind. Ungefahr um die- 


1) Journ. Ec. Pol. 1895. 
Mathematische Annalen, 105. 12 
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selbe Zeit hat Jordan zum erstenmal seinen Kurvensatz ausgesprochen. 
Damals aber ahnte kein Mensch, da8 diese beiden so total verschiedenen 
Satze in einen und denselben Ideenkreis gehéren und daB insbesondere der 
zweite mi ganz weiten und duBerst bedeutungsvollen Verallgemeinerungen 
fiihren wird. Der Weg dieser Verallgemeinerungen ist in aller Kiirze der folgende. 

1912 hat Brouwer*) den Satz von der Invarianz der geschlossenen 
Kurve bewiesen, der.den Jordanschen Satz als einen sehr speziellen Fall 
enthalt und allgemein besagt, daB die Anzahl der Gebiete, die eine ab- 
geschlossene Menge in der Ebene bestimmt, nur von den topologischen 
Eigenschaften dieser Menge selbst abhangt. Auf diese Weise wurde zum 
erstenmal die prinzipielle Méglichkeit gegeben, den Begriff der geschlossenen 
Kurve von der Ebene loszulésen und invariant zu definieren. Damit wurde 
schon der Weg der Ubertragung der Invarianten der sogenannten kombi- 
natorischen Topologie auf allgemeinste abgeschlossene Mengen angedeutet, ein 
Weg, der in den letzten fiinf Jahren zu einer Fiille neuer Erkenntnisse gefiihrt 
hat, die man in erster Linie Alexandroff, Lefschetz und Vietoris verdankt’). 
Alle diese Ergebnisse lassen sich in das allgemeine Dualitdtsgesetz fiir 
abgeschlossene Mengen einordnen, welchem das dritte Kapitel der vorliegenden 
Arbeit gewidmet ist. 

Aber es handelt sich bei diesen Untersuchungen nicht nur um Uber- 
tragung von fiir elementare Gebilde bewiesenen Siatzen auf Gebilde all- 
gemeinster Art, sondern auch um eine Verallgemeinerung in bezug auf die 
dimensionellen Verhaltnisse: das, was der Jordansche Satz in bezug auf die 
Dimensionen 2 (die Ebene) und 1 (die Kurve) behauptet, wird mutatis 
mutandis fiir m und r formuliert und bewiesen. Den ersten Schritt in dieser 
Richtung verdankt man Lebesgue, der 1911 als erster erkannt hat‘), da8 
die Eigenschaft einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit (also fiir n = 1 
einer Jordanschen Kurve), den n +-1-dimensionalen Raum zu zerlegen, ein 
Spezialfall der Eigenschaft einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit im n- 
dimensionalen Raum, eine n — r — 1-dimensionale Verschlingung zuzulassen, 
ist. Auf diese Weise hat Lebesgue einen Teil des n-dimensionalen Jordan- 
schen Satzes bewiesen; den Beweis der iibrigbleibenden Teile sowie eine 
vollstandige und invariant begriindete Theorie der Verschlingung hat um 
dieselbe Zeit Brouwer erbracht’). 


*) Math. Annalen 72 (1912), 8. 422—425. 

*) Alexandroff, Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen, Ann. of Math. (2) 30 
(1928), S.101—187. Dort befinden sich auch Hinweise auf die einschlagigen Arbeiten 
von Lefschetz, Vietoris u. a. 

*) Comptes Rendus Acad. Sciences Paris 154, séance du 27 mars 1911. 

*) Brouwer, Beweis des Jordanschen Satzes fiir n-Dimensionen, Math. Annalen 
71 (1911), 8. 314—319 und On looping coefficients, Proc. Akad. Amsterdam 15 (1912), 
8. 118—122. 
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Einen wesentlich neuen und die weitesten Perspektiven eréfinenden 
Schritt verdankt man Alexander®), der in einer ungewohnlich einfachen und 
eleganten Weise bewiesen hat, daB die (n — r—1)-te Bettische Zahl des 
Komplementirraumes zu einem beliebigen Komplexe (im R")*) gleich der 
r-ten Bettischen Zahl des Komplexes selbst ist (Alexanderscher Dualitats- 
satz). Das war eine gewaltige Verallgemeinerung aller bis damals bekannten 
Saitze aus dem Ideenkreise des Jordanschen Satzes, insofern sie sich auf 
topologische Bilder von Polyedern (und nicht auf allgemeinere abgeschlossene 
Mengen) bezogen. Die Ubertragung des Alexanderschen Dualititssatzes auf 
beliebige abgeschlossene Mengen wurde dann von Alexandroff*) 1927 und 
ungefihr um dieselbe Zeit von Lefschetz und Frankl geliefert®). Lefschetz 
hat dabei Resultate erhalten, die sich auf den Fall der abgeschlossenen 
Teilmengen beliebiger Mannigfaltigkeiten beziehen; das wesentliche Hilfs- 
mittel, das er gebraucht, ist eine weitere Ausbildung der Verschlingungs- 
theorie, d. h. letzten Endes der Theorie der sogenannten Kroneckerschen 
Schnittzahlen, die er in einer solchen Allgemeinheit entwickelt, wie fiir die 
neueren Probleme der Topologie nur irgend erwiinscht werden kénnte. 

Andererseits hat Veblen’) bereits 1923 die Theorie der Schnitt- 
zahlen zum Beweise und zur Verallgemeinerung des Poincaréschen Dualitiits- 
satzes angewandt: er zeigt namlich, daB man die r-te und n—r-te 
Bettische Basis einer n-dimensionalen geschlossenen Mannigfaltigkeit stets 
so wahlen kann, da8 die Matrix der Schnittzahlen der Elemente der beiden 
Basen die Einheitsmatrix ist, eine Tatsache, die den Satz von Poincaré 
offenbar enthalt und wesentlich verallgemeinert. Wenn man den so formu- 
lierten Poincaré-Veblenschen Dualititssatz mit einer Verallgemeinerung des 
Alexanderschen Dualititssatzes vergleicht, welche behauptet, daB man die 
r-dimensionale Bettische Basis eines Komplexes im R” und die n — r — 1- 
dimensionale Bettische Basis des Komplementirraumes R” — K stets so 
waihlen kann, daB die Matrix der Verschlingungszahlen der Elemente der 
beiden Basen die Einheitsmatrix ist**), springt eine gewisse Analogie zwischen. 
diesen beiden Siatzen ohne weiteres in die Augen. 

In der vorliegenden Arbeit wird diese Analogie vollstdéndig gekldrt, 
indem die beiden Dualitdtssdize — der Alexandersche sowie der Poincaré- 


*) A Proof and Generalisation of the Jordan-Brouwer Theorem, Trans. Amer. 
Math. Soc. 23 (1922), 8S. 383—349. 

*) Mit R" wird in dieser Arbeit durchweg der durch den unendlich fernen Punkt 
erginzte n-dimensionale Euklidische Raum bezeichnet. 

*) Gott. Nachr., Math.-Phys. KI., 25. Nov. 1927. 

*) Lefschetz, Ann. of Math. (2) 29 (1928), 8.232; Frankl, Wien. Ber., Dez. 1927, 
8. 689. 

10) Trans. Amer. Math, Soc. 25 (1923), 8. 540. 

11) Pontrjagin, Gott. Nachr., Math.-Phys. Kl. 25. Nov. 1927 und Frankl a. a. 0.°). 

12* 
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Veblensche — auf die Anwendung eines und desselben rein algebraischen 
Prinzips auf die Bettischen Gruppen der entsprechenden Dimensionen 
zuriickgefiihrt werden. Dieses algebraische Prinzip besteht darin, daB man 
fiir zwei Abelsche Gruppen U und V (die man sich als additive Gruppen 
denkt, d. h. die Gruppenoperation als Addition deutet) eine neue Operation, 
die Multiplikation eines beliebigen Elementes u von U mit einem beliebigen 
Element v von V einfiihrt, wobei das Produkt u-v stets ein Element einer 
dritten Gruppe, des Moduls M ist; M ist dabei eine endliche oder unendliche 
zyklische Gruppe**). 

Die Einfiihrung der soeben geschilderten Multiplikation verwandelt das 
System der beiden Gruppen U und V in ein Gruppenpaar nach dem Modul M; 
dabei heiBt ein Gruppenpaar primitiv, wenn es zu jedem von Null ver- 
schiedenen Element « bzw. v der einen Gruppe ein Element w der anderen 
Gruppe gibt, derart, daB u-w bzw. w-v von Null verschieden ist. 

Der Hauptsatz von den primitiven Gruppenpaaren besteht darin, daB 
die beiden Gruppen eines solchen Paares untereinander isomorph sind. Nun 
ist ja in den letzteren Jahren ziemlich allgemein erkannt worden, daB nicht 
die Bettischen Zahlen, sondern dariiber hinaus die Bettischen Gruppen den 
Hauptgegenstand algebraisch topologischer Untersuchungen bilden**) und 
da8 man dabei auch die sogenannten Bettischen Gruppen modulo yp zu 
beriicksichtigen hat. Um terminologischen Verwirrungen aus dem Wege zu 
gehen, stelle ich hier kurz diese Grundbegriffe zusammen. Die r-dimensionalen 
orientierten Teilkomplexe eines gegebenen Komplexes sind Linearformen 
mit ganzzahligen Koeffizienten in den r-dimensionalen Elementen des Kom- 
plexes; sie bilden (in bezug auf die Addition) eine Abelsche Gruppe mit 
endlichvielen Erzeugenden, welche L’ heiBen mége. Wenn man die Ko- 
effizienten in den obigen Linearformen modulo einer ganzen Zahl u > 1 
reduziert, entsteht die Gruppe L/, die Gruppe aller Teilkomplexe mod wy. 
Fiir jeden Teilkomplex ist sein Rand als algebraische Summe der Rander 
seiner Elemente definiert™), ebenso ist fiir einen Teilkomplex mod j der 
Rand mod « definiert. Teilkomplexe, die den Rand Null haben, heiBen 
Zyklen; dergleichen fiir Teilkomplexe mod y. Die Zyklen bzw. die Zyklen 


mod s« bilden eine Untergruppe Z’ baw. Z von L’ bzw. Li. Die Gruppe 
Z’ baw. Z/, enthilt eine Untergruppe H’ baw. Hj, derjenigen Zyklen, die 
als Rander (bzw. als Rainder mod «) von (r+ 1-dimensionalen) Teil- 


#2) Die unendliche zyklische Gruppe (also dic Gruppe aller ganzen Zahlen) wird 
gelegentlich auch als die zyklische Gruppe von der Ordnung Null bezeichnet. Diese 
Redeweise wird sich im Laufe dieser Arbeit wicderholt als sehr bequem erweisen. 

9) Vgl. hierzu z Bb, H. Hopf. Eine Vecrallgemecinerung der Euler-Poincaréschen 
Formel, Gitt. Nachr., Math.-Phys. K1., 1928. 

4) Siehe dic Literaturangaben unter *). 








Topologische Dualitatssitze. 169 


komplexen (bzw. Teilkomplexen mod y) auftreten. Die Gruppe H’ baw. H,. 
soll schlechtweg die Gruppe der berandenden r-dimensionalen Zyklen (bzw. 
der berandenden Zyklen mod ) hei®en. Die Faktorgruppe Z"|H” heiBt 
die volle r-dimensionale Bettische Gruppe des gegebenen Komplexes, wihrend 
die Gruppe Z/|H! die Bettische Gruppe mod « hei&t. Die volle Bettische 
Gruppe ist direkte Summe zweier Untergruppen: der Torsionsgruppe, die 
von allen Elementen endlicher Ordnung erzeugt wird, und der reduzierten 
Bettischen Gruppe, die von den Elementen unendlicher Ordnung der vollen 
Bettischen Gruppe erzeugt wird. Einfachheitshalber bezeichnen wir die 
reduzierte Bettische Gruppe als die Bettische Gruppe modulo Null, so dab 
jetzt die Zahlen 0, 2,3,... als Werte von « auftreten*). 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir die von uns erzielte Ver- 
allgemeinerung des Poincaréschen Dualitatssatzes einfach so aussprechen: 
die r-te und n—r-te Bettische Gruppe mod mu bilden in bezug auf die 
zyklische Gruppe von der Ordnung « als Modul**) ein primitives Gruppen- 
paar. Als Produkt zweier Elemente ist die Schnitizahl der in Frage 
kommenden Zyklen zu betrachten, wobei im Falle u +0 diese Schnittzahl 
modulo u zu reduzieren ist. In einer ganz analogen Weise erhalt man 
auch den Alexanderschen Dualitatssatz in folgender Form: wenn XK ein im 
R" liegender Komplex ist, bilden die r-te Bettische Gruppe von K und 
die n — r — 1-te Bettische Gruppe von R” — K ein primitives Gruppenpaar, 
wenn man als Produkt die Verschlingungszahl der in Frage kommenden 
Zyklen betrachtet. Dabei gelten in bezug auf die verschiedenen Moduln 
dieselben Verabredungen wie im Falle des Poincaréschen Dualitatssatzes*"). 


15) Offenbar kénnen dabei die Gruppen L”, Z", H” als die Gruppen Ly, Zi» H’ 
mit «= 0 betrachtet werden (Teilkomplexe, Zyklen, Berandungen modulo Null). Es 
empfiehlt sich ferner im Falle « = 0 noch die Gruppe H’= Hj aller derjenigen Zyklen 
I’ einzufihren, fiir die es positive ganze Zahlen k+ 0 derart gibt, daB & J” berandet 
(also in A’ = Hj enthalten ist). Wenn man ganz allgemein eine Untergruppe U einer 
Abelschen Gruppe @ Untergruppe mit Division nennt, falls aus der Inklusion kx C U 
(x ein Element von G, k eine positiv ganze Zahl) die Inklusion xz C U folgt, kann 
man H; als die kleinste Untergruppe mit Division tiber Hf definieren. Man sieht 
leicht ein, daB die reduzierte Bettische Gruppe (also die Bettische Gruppe modulo Null) 
nichts anderes als die Faktorgruppe Z;|H; ist. Wir setzen jetzt definitionsgem&8 fir 
e+0 Ai = Ay und fiihren im Falle eines beliebigen un = 0, 2,3,... fiir saimtliche 
Elemente von H/; die Bezeichnung homolog Null (in Zeichen ~ 0) ein. Im Falle « +0 
ist also ein Zyklus dann und nur dann homolog Null, wenn er (mod ) berandet, 
wahrend wir im Falle ~« = 0 sagen werden, daB I” homolog Null ist, wenn es eine 
von Null verschiedene ganze Zahl k gibt, so daB k I” berandet. Bei jedem « kann 
also die r-te Bettische Gruppe modulo yu (den Fall «= 0 nicht ausgeschlossen) als die 
Faktorgruppe Z/,| Hj, definiert werden. 

1®) Im Falle « = 0 wird sogar cin schirferes Ergebnis bewiesen, nimlich die 
sogenannte Orthogonalitét der beiden Gruppen, eine stirkere Eigenschaft als die 
Primitivitat, auf die es uns aber im Augenblick nicht weiter ankommt. Es sei 

(Fortsetzung der FuGnote '*) auf nichster Seite.) 
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Den soeben ausgesprochenen Satz nenne ich den Alexanderschen Satz 
im engeren Sinne: er bezieht sich auf Komplexe, die im R” liegen. Wir 
untersuchen aber auch den viel allgemeineren Fall eines Komplexes, welcher 
in eine beliebige M” eingebettet ist. Auch hier ergibt sich eine vollstandige 
Lésung des Problems; den entsprechenden Satz nenne ich den Alexander- 
schen Dualitdtssatz im weiteren Sinne; er ist als eine Verallgemeinerung 
der von mir fiir den Fall ,modulo 2“ schon friiher bewiesenen Formel zu 
betrachten*’). Nebenbei sei bemerkt, daB in der ganzen vorliegenden Arbeit 
der Mannigfaltigkeitsbegriff im viel allgemeineren Sinne verstanden wird, 
als bis jetzt iiblich: es werden naimlich durchweg die sogenannten h-Mannig- 
faltigkeiten betrachtet, deren Definition ungefaihr gleichzeitig von ver- 
schiedenen Autoren, darunter Alexander, van Kampen, Vietoris und dem 
Verfasser, als eine allein auf dem Homologiebegriff beruhende und deshalb 
leicht als invariant erkennbare Verallgemeinerung des klassischen Mannig- 
faltigkeitsbegriffes gefunden und im §1 des zweiten Kapitels wiedergegeben ist. 

Nachdem der sozusagen klassische Fall der in Mannigfaltigkeiten ein- 
gebetteten Komplexe erledigt ist, wende ich mich zu dem Fall einer 
beliebigen abgeschlossenen Menge. Man kénnte auch hier sofort den all- 
gemeinsten Fall einer abgeschlossenen Menge in einer beliebigen Mannig- 
faltigkeit behandeln (,,Fall F in M"“). Da aber alle prinzipiellen Schwierig- 
keiten algebraischer Natur bereits im Falle ,K in M"“ und alle mengen- 
theoretischen Schwierigkeiten im Falle ,F in R”“ auftreten, habe ich mich, 
um technische Komplikationen zu vermeiden, auf den letzteren Fall be- 
schrinkt. Der Fall der abgeschlossenen Mengen wird den algebraischen 
Methoden dieser Arbeit dadurch zuginglich gemacht, daB man sich konse- 
quent der Darstellung einer abgeschlossenen Menge mittels der Alexandroff- 
schen Projektionsspektren bedient™*). Man hat auf diese Weise fiir jede 
Dimension r anstatt einer einzigen Abelschen Gruppe eine Folge solcher 
Gruppen, von denen jede endlichviele Erzeugenden besitzt; diese Gruppen 
sind die r-ten Bettischen Gruppen der im Projektionsspektrum vorkommenden 


hier noch bemerkt, daB man in der Formulierung der beiden Dualitatssitze notwendig 
auf die hier gegebene Definition der Bettischen Gruppen modulo 0 als der reduzierten 
Gruppen angewiesen ist: es 148t sich nimlich mit denselben Methoden zeigen, da8 
die r-te Torsionsgruppe von M* nicht zu der n—r-ten, sondern zu der n —r —1-ten 
Torsionsgruppe isomorph ist; ebenso ist die r-te Torsionsgruppe von K zu der 
n —r — 2-ten Torsionsgruppe von R* — K isomorph (wenn K ein in R” liegender Kom- 
plex ist). Infolgedessen ist im allgemeinen weder die n —r-te volle Bettische Gruppe 
einer M* zu der r-ten vollen Bettischen Gruppe derselben Mannigfaltigkeit, noch die 
n—r—1-te volle Bettische Gruppe von R"— K zu der r-ten Bettischen Gruppe von 
K isomorph. ‘ 

1”) Gétt. Nachr. 1927, 8. 323. 

1%) Alexandroff, a. a. O. *), 8. 107. 
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approximierenden Komplexe; die Gruppen sind miteinander durch homo- 
morphe Abbildungen verbunden, die den simplizialen Abbildungen im 
Projektionsspektrum entsprechen. Auf diese Weise entstehen die sogenannten 
,inversen Homomorphismenfolgen“, die fiir die Zusammenhangseigenschaften 
der abgeschlossenen Menge ma&gebend sind. Diese Homomorphismenfolgen 
sind zwar mit Hilfe eines willkiirlich gewahlten Projektionsspektrums de- 
finiert, es erweist sich aber, daS Projektionsspektra, die homéomorphe 
Mengen definieren, in einem gewissen Sinne dquivalente Homomorphismen- 
folgen besitzen, so daB man berechtigt ist, den Inbegriff aller untereinander 
aiquivalenten Homomorphismenfolgen als eine neue topologische Invariante 
die r-dimensionale Zyklosis der Menge einzufiihren. Es ergibt sich ferner, 
daB die r-dimensionale Zykiosis, die ja selbst keine Gruppe ist, in ein- 
deutiger Weise eine Gruppe definiert: die zu der Zyklosis duale Gruppe. 
Und diese Gruppe ist mit der n — r — 1-dimensionalen Bettischen Gruppe 
des Komplementarraums R" — F isomorph. Die ganze Untersuchung laBt 
sich wieder nach einem beliebigen Modul yw fiihren, wobei, wie immer, man 
im Fall « =0 unter der Bettischen Gruppe modulo Null des R"— F die 
reduzierte Bettische Gruppe zu verstehen hat. Die wichtigste Folge aus 
dieser Theorie ist zweifellos der in ihr enthaltene Beweis der Tatsache, da8 
die reduzierte Bettische Gruppe des Komplementdrraumes zu einer ab- 
geschlossenen Menge eine topologische Invariante dieser Menge ist. Man 
kénnte iibrigens mit Hilfe derselben Methoden auch die Invarianz der 
Torsionsgruppe von R"— F beweisen; dagegen bleibt die Frage wiber die 
Invarianz der vollen Bettischen Gruppe von R" — F gegéniiber topologischen 
Transformationen von F unentschieden: im allgemeinen hat ja eine Bettische 
Gruppe von R"— F keine endlichviele Erzeugenden, und sie braucht auch 
nicht als direkte Summe ihrer reduzierten Gruppe und der Torsionsgruppe 
darstellbar zu sein. 

Die Invarianz der Bettischen Gruppen modulo 2 des R"— F wurde 
schon von Alexandroff bewiesen**), Der Beweis gilt wortlich auch fiir eine 
beliebige Primzahl als Modul. Fiir den Fall modulo Null ist ein Invarianz- 
beweis in den Sitzen von Lefschetz®*) enthalten, der aber nur dann gilt, 
wenn die Gruppen endlichviele Hrzeugenden haben: in den erwahnten 
Fallen folgt namlich die Invarianz der Gruppen aus der Invarianz ihrer 
Range (es werden ja im Falle mod 0 nur die reduzierten, also in diesem 
Fall die freien Gruppen betrachtet). Dagegen folgt im allgemeinen Falle 
der unendlichvielen Erzeugenden die Isomorphie der Gruppen keineswegs 
aus der Gleichheit der Range, selbst im Falle, wo es keine Elemente end- 
licher Ordnung gibt: schon die (additive) Gruppe aller rationalen Zahlen, 








*) a. a. O. %). 
%) Lefschetz, a. a. O. *). 
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ebenso wie die Gruppe aller dyadischen Briiche, liefern uns Beispiele von 
zwei nicht-isomorphen Gruppen, deren Rang Eins ist, die aber kein Element 
endlicher Ordnung enthalten. Es wird iiberdies im Anhang III bewiesen, 
da8B jede aus abzahlbar vielen Elementen bestehende Abelsche Gruppe ohne 
Elemente endlicher Ordnung als Bettische Gruppe eines R" — F (sogar fiir 
n = 3) auftreten kann. Die Invarianz dieser Gruppen kénnte mit Methoden, 
die nur die Bettischen Zahlen, also die Range beriicksichtigt, prinzipiell 
nicht bewiesen werden, so daB unser Satz durchaus keine selbstverstandliche 
Erweiterung der bekannten Invarianzsatze fiir Bettische Zahlen ist, sondern 
grundsitzlich tiefer liegt. Um so mehr diirfte es von Interesse sein, auch die 
Invarianz der vollen Bettischen Gruppen der R" — F zu beweisen. 

Ich méchte noch zum SchluB erwahnen, daB diese Arbeit im hohen 
Ma8e durch eine Vorlesung von Herrn Alexandroff iiber kombinatorische 
Topologie und eine Vorlesung von Fraulein Ermmy Noether iiber abstrakte 
Algebra angeregt worden ist (beide Vorlesungen wurden im Winter 1928/29 
an der Universitat Moskau gehalten). Ich verdanke auch Herrn Alexandroff 
mehrere Ratschlage bei der endgiiltigen Redaktion der vorliegenden Abhandlung. 
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Kapitel I. 
Die algebraischen Grundlagen. 
1. U und V seien zwei Abelsche Gruppen mit endlich-vielen Erzeugenden 
und M eine zyklische Gruppe von der Ordnung y; falls u = 0 ist, so soll 


*t) Die Ausfiihrungen des Kap. II beziehen sich auf Polyederkomplexe; der Fall 
stetiger Komplexe (d. h. topologischer Bilder von Polyederkomplexen) wird im An- 
hang I behandelt. 
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das heiBen, daB M die unendliche zyklische Gruppe, d.h. die freie Gruppe 
mit einer Erzeugenden ist. Wir denken uns die Gruppen U, V, M additiv 
geschrieben; da in dieser Untersuchung M durch eine beliebige isomorphe 
Gruppe ersetzt werden kann, treffen wir ein fiir allemal die Verabredung, 
M sei im Falle « =0 die (additive) Gruppe aller ganzen Zahlen, wahrend 
fiir «> 0 die Gruppe M durch das System der kleinsten nichtnegativen 
Reste modulo u repriisentiert werden soll. In diesem Sinne ist ein Element 
von M stets eine ganze Zahl. 


2. Definition I. Zwei Gruppen U und V bilden ein Gruppenpaar in 
bezug auf (den Modul) M, wenn jedem geordneten Elementenpaar zx, y — 
wobei x ein Element von U und y ein Element von V ist — ein Element k 
von M, das Produkt der beiden Elemente x und y: 

k=a-y 

zugeordnet ist, wobei stets 

(e+2’)-y=a-yto'-y (1. Distributivgesetz) 
und 

a(yty)=a2-y+a-y’ (2. Distributivgesetz ) 
gilt (daraus folgt insbesondere, daB 
(1) z:0=0=0-y 
bei jeder Wahl von z bzw. y ist). 


3. Definition II. Hs set A eine beliebige Untergruppe von U; die Gesamt- 

heit aller Elemente y von V von der Eigenschaft, daf fiir jedes x aus A 
x-y=0 

ist, heiBt der Annullator von A in V und wird mit (V, A) bezeichnet. 
In analoger Weise definiert man den Annullator (U, B) fiir eine beliebige 
Untergruppe B von V. 

Es folgt zunichst aus dem 1. bzw. 2. Distributivgesetz, daB bei jeder 
Wahl von z und y 

x:0=0=0-y, 
(—2)-y=—a-y baw. 2-(—y)=—zy 

ist, so daB gleichzeitig mit z-y=0 auch (—x)-y und x-(—y) Null ist; 
m. a. W.: ein Annullator enthaélt mit + auch —z, mit y auch —y, und 
es gehért zu ihm auch das Nullelement; es gilt somit der Satz: 

I. Der Annullator ist eine Untergruppe von U bzw. von V. 

Definition III. Hin Gruppenpaar U,V heiBt primitiv, wenn der 
Annullator jeder der beiden Gruppen in der anderen nur aus dem Null- 


element besteht: 
(U,V)=0, (V,U)=0. 
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Wir sagen auch éfters, daB U und V zuweinander primitiv (in bezug auf M) 
sind. Es gilt sodann folgender Satz: 

Il. Falls U und V ein primitives Gruppenpaar bilden, so lassen sich 
diese Gruppen derart in direkte Summen von zyklischen Untergruppen 
(2) U=A,+A4,+...+A,, 

(3) V= B+ B,+...+B, 
zerlegen, daf fiir die Erzeugenden a,,a,,...,a, und b,,b,,...,6, der 
Gruppen A, und B; die Relationen 
(4) a,b; = 0 (fiir ¢ +7), 

a,-b, =k, > 0 
mit k,,,= 0 (mod k,) gelten; dabei sind die k, Teiler von u, und + ist die 
Ordnung von A; und B,. ; 

Bevor wir zum Beweis des Satzes II iibergehen, bemerken wir, daB 
ihm zufolge die Gruppen U und V sich als direkte Summen von einer und 
derselben Anzah] zyklischer Gruppen bzw. gleicher Ordnung darstellen lassen, 
so da8 man folgenden Zusatz formulieren kann: 

Zueinander primitive Gruppen sind isomorph. 

4. Beweis des Satzes I]. Man bezeichne mit a, bzw. 6, solche 
Elemente von U bzw. V (solche , Werte“ von x und y), daB die Zahl z-y 
einen méglichst kleinen positiven Wert k, enthilt. 

Zunichst ist bei jeder Wahl von y bzw. von z k, ein Teiler von a,-y 
und von z-b,; wenn namlich z. B. 

a,-y=qk,+r=q(a,-b,) a ed 
mit r > 0 ware, ware 
a,-(y—qb,)=r, r<k,, 
also wire b, falsch gewahlt. 

Man bezeichne mit A, bzw. B, die von a, bzw. von b, erzeugte 
zyklische Gruppe und betrachte ein beliebiges < U. Aus dem soeben be- 
wiesenen folgt die Existenz eines solchen g, daB x-b, = qk, = q(a,-b,), also 
(2 —qa,) 6, =0 ist; somit ist z — ga, ein Element x” von (U, B,), und es ist 
(5) z=2'+2", 
mit 2 ¢ A,, 2" (U, B,). Ebenso la8t sich jedes Element y von V in der 
Form y= y'+y” mit y’C B,. y”C(V, A,) darstellen. Es sei a ein gemein- 
sames Element von A, und (U, B,)=U,; wir wahlen irgendein y V, 
y=y'+y". Sodann ist a-y=—a-y’+a-y”. Nun ist aber a-y’=0, denn 
a ist in (U,B,) und y’ in B, enthalten. Andererseits ist wegen a A,, 
y’<(V, A,) auch a-y”=0; somit ist bei jedem yCV a-y=0, woraus 
vermége der Primitivitat des Gruppenpaares U,V die Identitét a = 0 folgt. 
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Hiermit ist bewiesen, daB U direkte Summe von A, und JU, ist. In der- 
selben Weise beweist man, da V direkte Summe von B, und (V, A,) = J, ist. 


Wir beweisen jetzt, daB die Ordnung von A, bzw. von B, gleich r 


ist. Fiir «= 0 ist dies klar: wenn in der Tat die Ordnung von A, gleich 
+0 ware, ware 


8k, = 8(a,-b,) =sa,-b,=0, 
was unméglich ist, denn k, ist ja von Null verschieden. 

Man betrachte jetzt den Fall 1 +0. Es sei s die kleinste positive 
Zahl von der Eigenschaft, daB sk,=0 (mod yu), dh. sa,-b,=0 ist; da 
dann das Produkt von sa, mit einem beliebigen Element von B, Null ist; 
ist sa, (U, B,), folglich ist, da A, und (U, B,) nur die Null im Durch- 
schnitt haben, sa,—0. Somit ist die Ordnung von A die kleinste Zahl s 
von der Eigenschaft, daB u in sk, aufgeht; da aber u = 0 (mod k,) ist”), 


ist diese Zahl gleich & 


Die Gruppen U, und V, bilden, wie leicht ersichtlich, wieder ein 
primitives Gruppenpaar, und das obige Verfahren ergibt die Zerlegungen 


U,= A, + (U,, B,), V, = B,+ (V,, A,). 
Auf diese Weise fortfahrend erhalten wir die direkten Summenzerlegungen 


U=A,+4,+...+4,+ U,, 
‘ V=B,+8,+...+B,+ 3, 
mit 
Din. = (Uys Bisa)» Vig = (Vir Ajaa)s O5= Aisa t+ Ujaa Y= Bu tVis, 
wobei bei jedem ¢ U, und V;, zueinander primitiv sind. Das Verfahren 
bricht nach endlich-vielen Schritten ab (denn U und V hatten ja endlich- 
viele Erzeugende), d. h. fiir ein bestimmtes n ist etwa V, die Nullgruppe; 
da aber U, und V, ein primitives Gruppenpaar bilden, muB auch U, die 
Nullgruppe sein. Somit bricht das Verfahren in den U, und in den V; 
gleichzeitig ab, und man erhilt schlieBlich U=—A,+A,+...+A,, 
V=B,+-B,+...+B,,. 
Bleibt nur noch iibrig zu zeigen, daB k,,,=0 (mod &;) ist; nun 
wiirde aber aus k,,,=a@;,,°b;,,=d-k,+1r, mit 0<r<k,, folgen, dab 


(—da,+ a,,,)°(6,+5,,,) = —d(a,-b,) +4,,,°5,,= —dk,+k,,=r, 
was der Definition von a; und b, widerspricht. 
Der Satz II ist somit in allen seinen Teilen bewiesen. 


te 


%) Wenn «+0 modk,, also etwa u=qk,—r (mit positivem r<k,) wire, 
hatte man gk, = q(a,-6,)=u+r,d.h. ga,-b,=r<k,, die Elemente a,, b, waren 
also falsch gewahlt. 
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5. Definition IV. Die Summenzerlegungen (2), (3) bilden — falls sie 
die Bedingungen des Satzes II erfiillen — eine charakteristische Darstellung 
des Gruppenpaares U,V. Die dabei auftretenden Konstanten k, heiSen 
die invarianten Faktoren des Gruppenpaares. 


Der Terminus ,,invariante Faktoren“ wird durch folgende Bemerkung 
gerechtfertigt. Es seien z,,2,,..., 2, und ¥,,¥,---, y, zwei linear unab- 
hangige Erzeugendensysteme der Gruppen U und V. Der Satz II besagt, 
da8 man von den z, und y; zu neuen Erzeugenden a, und b, iibergehen 
kann, so daB dabei a;-b; = 0 (bei +7), a,-b,— k, und k,, , = 0 (mod k,) 
ist. Da aber der Ubergang vom einem Erzeugendensystem zu einem anderen 
durch unimodulare Substitution erfolgt, bedeutet das nichts anderes, als 
den folgenden 

Zusatz Il zum SatzIl. Die Zahlen k; sind die Elementarteiler der 
Matrix (x;-y;), wobet die x; baw. y, ein beliebiges linear unabhdngiges 
Erzeugendensystem von U bzw. V bilden. 

Die invarianten Faktoren des Gruppenpaares sind also durch dieses 
Gruppenpaar eindeutig bestimmt. 

6. Man betrachte jetzt: ein Gruppenpaar U, V, eine Untergruppe A 
von U und eine Untergruppe B von V. Wenn AC (U,V) und BC (V, UV) ist, 
und die Elemente z und zx’ von U, sowie die Elemente y, y’ von V zu der- 
selben Restklasse nach A bzw. nach B gehéren, so ist (wenn «= 2’—2 CA 
und p=y'—yCB gesetzt wird) 


xz: p=a-y=a-p=0, 
folglich 
a’. y'=(x+«a)-(y+f)=2y. 

Im Falle AC(U,V), BC(V,U) induziert somit das Multiplikations- 
gesetz des Gruppenpaares U,V ein Multiplikationsgesetz (nach demselben 
Modul) fir die Faktorgruppen U| A und V| B. Wenn insbesondere A = (U, V) 
und B=(V,U) ist, so ist das Gruppenpaar U| A, V|B primitiv. 

7. Wir betrachten jetzt ausfiihrlicher den Fall «0 und fihren zu- 
nachst folgende Definition ein. 

Definition V. Im Falle u=0 heift ein primitives Gruppenpaar 
orthogonal, wenn seine invarianten Faktoren sdmtlich gleich 1 sind. 

Eine einfache Rechnung zeigt, daB, wenn im soeben formulierten 
Sinne U, V zueinander orthogonal sind und man ein linear unabhingiges 
Erzeugendensystem, etwa 2,,2,,...,%, der einen Gruppe, etwa U, hat, 
man ein Erzeugendensystem y,,y,,..-,y,, der anderen Gruppe so finden 
kann, daB z;-y;=,; ist, wobei — wie iiblich — 6,,=0 fir i+j und 
5g = 1 ist. 
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(Wenn a, und b,; die Erzeugenden der charakteristischen Darstellung 
sind und x; = ia; die zx; durch die a, ausdriickt, so hat man fir die 
yi =u! b, die Bestimmungsgleichungen 

Py it mi = dix, 
W”) 
die (wegen \| 2] = 1) eindeutig und ganzzahlig lésbar sind.) 

Man kénnte natiirlich den Begriff der Orthogonalitat in genau derselben 
Weise auch fiir den Fall ~ > 0 einfiihren; es wird sich aber zeigen, dab 
dies unzweckmaBig ist, weil in diesem Falle schon die gewohnlichen primi- 
tiven Gruppenpaare dasselbe leisten wie die orthogonalen Gruppenpaare im 
Falle « =0. In der Mehrzahl der folgenden Satze werden also primitive 
Gruppenpaare mit « > 0 parallel mit den orthogonalen Gruppenpaaren mit 
wu =0 auftreten, was dadurch zum Ausdruck gebracht wird, daB wir 
»primitiv und in Klammern ,,orthogonal“ schreiben, wobei ein fiir allemal 
die Verabredung getroffen wird, daB sich das erstere Adjektiv auf den 
Fall « > 0, das letztere auf den Fall « = 0 bezieht. 

Definition VI. Wenn fiir ein Gruppenpaar U, V im Falle » =0 die 
Faktorgruppen U\(U,V) und V\(V,U) nicht nur zueinander primitiv, 
sondern auch orthogonal sind, so heiBt U,V ein konjugiertes Gruppenpaar. 

Im Falle «> 0 leisten alle Gruppenpaare bereits dasselbe wie im 
Falle « =0 die konjugierten Gruppenpaare. Dementsprechend wird im 
folgenden von ,,Eigenschaften (konjugierter) Gruppenpaare* gesprochen in 
dem Sinne, daB die betrefiende Eigenschaft im Falle « > 0 fiir alle Gruppen- 
paare, im Falle ~ = 0 dagegen im allgemeinen nur fiir konjugierte Gruppen- 
paare stattfindet. 

Wir bemerken schlieBlich noch, daB im Falle « = 0 unter einer Unter- 
gruppe A von U stets eine Untergruppe mit Division®*) verstanden wird. 

8. Es sei U, V ein (konjugiertes) Gruppenpaar und z(v) eine homo- 
morphe Abbildung von V in die Gruppe M, bei der stimtliche Elemente 
von (V,U) auf das Nullelement von M abgebildet werden. Dann lift sich 
dieser Homomorphismus durch ein Element x, von U erzeugen in dem 
Sinne, dap fiir sdémtliche vc V 

z(v) =2,-0 
ist. Falls dabei das Gruppenpaar U,V primitiv (orthogonal) ist, lapt 
sich das Element x, nur auf eine Weise bestimmen. 

Man nehme zuerst an, U und V seien zueinander primitiv (orthogonal). 


Es seien a,,a,,...,@,, bzw. b,, b,,...,b, die Erzeugenden der charak- 
teristischen Darstellung von U und V, k,, k,, ..., k,, ihre invarianten Faktoren. 


**) Untergruppen mit Division sind in der FuBnote *) definiert. 
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Man setze h;=2z(b;) und beweise zuniachst, dab k; in h,; aufgeht. Fiir 
uw = 0 ist dies klar, denn &, ist ja in diesem Falle —1. Wenn yu > 0 ist, 
so hat man — da + die Ordnung von b, ist — 


0=2(£d)—£2() =“ (mod ) 


woraus folgt, daB yu in en aufgeht und somit a eine ganze Zahl ist. 
Man setze jetzt ; 


n 
wenn v = = a; 8, ein beliebiges Element von V ist, so ist 


se Sha d= Salad) = DE Mab) 


=) h,u;,=2 (> nb) =2(v), 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 

Wenn es zwei Elemente x und x’ gibe, die der obigen Bedingung 
geniigen, so wire fiir jedes v (x — x’)v = 0, was nur dann mit der Primi- 
tivitét des Gruppenpaares U, V vertriglich ist, wenn xz = 2’ ist. 

Es sei jetzt U, V ein (konjugiertes) — jedoch nicht notwendig primi- 
tives — Gruppenpaar. Aus den Bedingungen unseres Satzes folgt unmittelbar, 
daB fiir alle v, die zu derselben Restklasse nach (V, U) gehéren, z(v) den- 
selben Wert hat, so daB die Abbildung z eine homomorphe Abbildung der 
Faktorgruppe V, = V|(V, U) definiert, welche unseren Bedingungen geniigt; 
V, ist aber zu U,= U|(U,V) primitiv (orthogonal), folglich existiert ein 
Element &, von U, derart, da8 fiir jedes » aus V, &-7 —2(m) ist. Aus 
der Multiplikationsdefinition fiir Restklassen (§ 6) folgt sodann, da8 fiir 
alle zur Restklasse &, gehérenden Elemente x, von U und fiir jedes Element 
y von V 

Zy'y = Fon =2(n) =2(y) 
ist, wobei » die Restklasse bedeutet, zu der y gehért. Unser Satz ist hier- 
mit bewiesen. 

9. Hilfssatz. Wenn U,V ein primitives (orthogonales) Gruppen- 
paar und A eine Untergruppe von U ist, so ist A,V ein (konjugiertes ) 
Gruppenpaar. 

Fiir « +0 ist der Hilfssatz trivial. Im Fall « =0 sei u,, w,,..., u 
ein linear unabhiangiges Erzeugendensystem von U, welches so beschaffen 
ist, daB etwa u,,..., u, die Untergruppe A erzeugen. Nach §7 laBt sich 
dann das Erzeugendensystem »,, v,,...,v, 80 bestimmen, daB w,-v; = d;; 
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ist. Da bei beliebigem t<r und A>r u;-v,=—0 ist, gehdren die 
V,,3>-++ ¥, samtlich zu (V, A); wenn andererseits v=c'v, irgendein 
Element von V ist derart, da8 fiir ein h <r c” von Null verschieden ist, 
ist u,-v von Null verschieden. Somit gehéren zu (V, A) alle und nur die 
von U,,,,-+-, v, erzeugten Elemente; m.a.W. v,,,,...,, bilden ein un- 
abhangiges Erzeugendensystem von (V, A). 

Da offenbar (A, V) nur aus dem Nullelement besteht, haben wir zu 
zeigen, daB A, V|(V, A) ein orthogonales Gruppenpaar ist. Bei der homo- 
morphen Abbildung von V auf V|(V, A) gehen die von v, ,,,..., v, erzeugten 
Elemente nach dem soeben bewiesenen in Null, die v,,...,v, dagegen in 
lauter von Null und voneinander verschiedenen Elemente £,,..., 8, iiber, 
die ein Erzeugendensystem von V|(V, A) bilden. Da ferner (fiir ¢, 7 < r) 
u,b, = u,-v; = 6] gesetzt werden soll, sind die Gruppen A und V/(V, A) 
zueinander orthogonal, und der Hilfssatz ist bewiesen. 

10. Satz III. Wenn U, V ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar, 
A eine Untergruppe von U und B =(V, A) ist, so ist A=(U, B). 

Man bezeichne mit A’ die Gruppe (U, B); zunichst folgt aus der 
Definition von B, daB bei jeder Wahl der Elemente xC A, yC B x-y=0 
ist, so daB jedenfalls die Relation A < A’ gilt. Um die umgekehrte Inklusion 
zu beweisen, betrachte man — in der Annahme, daB sie nicht zutrifit — 
irgendein Element z von A’—A. Fiir dieses Element z und ein beliebiges » 
aus V ist das Produkt z-v eindeutig bestimmt, wobei fiir simtliche y aus B 
z-y = 0 ausfallt. Somit ist eine homomorphe Abbildung z(v) = z-v definiert, 
auf die der Satz des § 8 angewandt werden kann, wobei jetzt A die Rolle 
von U iibernimmt (was erlaubt ist, denn die Gruppen A und V sind ja nach 
dem Hilfssatz zueinander konjugiert). Somit existiert ein Element x, von A 
derart, daB fiir simtliche yC V 2,-y =2z-y, also (2 —z)-y =0 ist; da die 
Gruppen U und V zueinander primitiv sind, folgt aus der letzteren Gleichung, 
daB z= 2, A ist, entgegen der Definition von z. Durch diesen Widerspruch 
ist Satz III bewiesen. 


11. Als Veraligemeinerung des Hilfssatzes des § 9 beweisen wir noch 
den folgenden 


Satz IV. U und V mégen ein (konjugiertes) Gruppenpaar bilden; 
wenn A und B Untergruppen von U und V sind, welche die Annullatoren 
A'=(U, B) und B’=(V, A) bzw. enthalten, so bilden (auf Grund des fiir 
U und V erklarten Multiplikationsgesetzes) auch A und B ein ( konjugiertes ) 
Gruppenpaar. 

Beweis. Im Falle u +0 ist die Behauptung trivial. Es sei also u = 0. 
Wir beweisen zunichst unseren Satz in der Annahme, daB U und V nicht 
nur konjugiert, sondern orthogonal sind. 
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Es seien 
(1) By» Ags +s Dyer Bei gs seer Begs Beep gar seer By» 
(2) b,, b,, eeeg b,, bya oees boy 04-41 cong b,., 
zwei Erzeugendensysteme von U baw. V mit a,-b;=0;;. Wir numerieren 
die Elemente der Systeme (1) und (2) so, daB a,, ..., a, ein Erzeugenden- 
, é ° . 
system von A und 4a,,...,a,,, ein Erzeugendensystem von A ist. 


Da definitionsgemi8 A’=(U, B) ist, so ist vermége des Satzes III 
B =(V, A’). Ein Element b von V gehért somit dann und nur dann zu B, 
wenn fiir alle a; mit i< k a;-b=0 ist; dieser Bedingung geniigen aber 
nur die Linearkombinationen der b; mit j > k; folglich bilden die letzt- 
genannten b; ein Erzeugendensystem von B. In analoger Weise gehdrt b 
zu B’ = (V, A), wenn fiir alle a, mit? < k +r a,-b =0 ist, woraus wiederum 
folgt, daB die b,,,,,,...,6, ein Erzeugendensystem von B’ bilden. 

Wir betrachten jetzt die beiden Faktorgruppen A|A’ und B|B’ und 
die zugehérigen Homomorphismen. Es seien bei diesen Homomorphismen 
«, das Bild von a,, B; das Bild von b;; dabei ist «, =... = «, = 0, wihrend 
die @,,,,--+,@,,, voneinander und von Null verschieden sind und ein unab- 
hangiges Erzeugendensystem von A| A’ bilden. Ebenso ist f,,.,,=...=/, = 0, 
und die £,,,,.-.,8,,, bilden ein unabhangiges Erzeugendensystem von 
B\B’. Ferner ist «,-B; = a,-b, = dj, so dab A|\A’ zu BB’ orthogonal 
ist. Im Spezialfall des orthogonalen Gruppenpaares U, V ist der Satz hier- 
mit bewiesen. 

Es sei jetzt U,V ein konjugiertes Gruppenpaar, von dessen Ortho- 
gonalitat nichts vorausgesetzt wird. Wir bezeichnen mit A” bzw. B” die 
beiden Annullatoren (U,V) bzw. (V,U). Man hat dann die Inklusionen 

AX A'C A, = BC B'CB, 
wobei alle diese Gruppen Untergruppen mit Division sind. 
Wir bilden jetzt die Faktorgruppen [ =U|A” und T=V|B” und 
betrachten die zugehérigen Homomorphismen f und g: 
U=f(U), V=g(V¥). 
Es sei dabei 
A= f(A), 1’=f(4’) und B= g(B), B= 9(B’); 
diese Gruppen sind wieder Untergruppen mit Division. 

Wegen des ersten Isomorphiesatzes*') ist 1 |A’ mit A| A’ sowie B| B’ 
mit B|B’ isomorph. Ferner sind (’ und J” zueinander orthogonal, und es 
gelten die Relationen 


A’'=(U,B)cA; - B’=(¥,A)cB. 





*4) Vgl. etwa E. Noether, Math. Zeitschr. 30, S. 648. 
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Aus der Orthogonalitat von U,V folgt sodann auf Grund des soeben 
Bewiesenen die Orthogonalitét von A|A’ und B| B’, woraus sich — ver- 
mége der Isomorphie zwischen A| A’ und A|A’ und zwischen B|B’ und 
B|B’ — die Orthogonalitét von A|A’ und B|B’ ergibt. Dadurch ist der 
Satz IV vollstindig bewiesen. 


Kapitel II. 


Die verallgemeinerten Dualititssitze von Poincaré-Veblen und von 
Alexander. 


I. Geometrische Hilfsbetrachtungen™). 


1. Es sei K" ein simplizialer Komplex; a’ sei ein Simplex von K, 


a}',a;,..., a; seien die Simplexe von K", die a” auf ihrem Rande tragen; 
diese Simplexe bilden den Stern um a’; die Gesamtheit der dem Simplex a’ 
gegeniiberliegenden Seiten der a;’ bildet den Umgebungskomplex Z"~"~*(a") 
von a’ in K”. 

Ein zusammenhaingender Komplex M” heiBt eine Mannig/altigkeit, 
wenn samtliche Umgebungskomplexe in ihm Spharen der entsprechenden 
Dimension homéomorph sind. Da die topologische Invarianz der soeben 
formulierten Definition (d. h. ihre Unabhangigkeit von der speziellen Sim- 
plizialzerlegung, in der M" vorliegt) bis jetzt unbewiesen bleibt, werden 
wir uns im folgenden des allgemeineren Begriffes der sogenannten h-Mannig- 
faltigkeiten **) bedienen. 

Ein zusammenhingender Komplex M” heiBt eine h- Mannigfaltigkeit, 
wenn an jedes n — 1-dimensionale Element von M” genau zwei n-dimen- 
sionale Simplexe anschlieBen, wahrend der Umgebungskomplex eines jeden 
a* (k << n—1) folgende Eigenschaft hat: Z"~*~*(a*) ist ein zusammen- 
hangender Komplex, in dem der r-dimensionale Zyklus (0 << r<n—k—1) 
berandet und im wesentlichen ein einziger n — k — 1-dimensionaler Zyklus 
existiert, welcher dortselbst nicht homolog Null ist. Die Invarianz dieses 
Begriffes 1aBt sich leicht nachweisen **). 


*) Wegen der Grundbegriffe der Topologie der Komplexe und Mannigfaltigkeiten 
vgl. etwa E. R. van Kampen, Die kombinatorische Topologie und die Dualititssitze, 
Dissertation, Leiden 1929, sowie Alexander, Combinatorial Analysis Situs, Trans. 
Amer. Math. Soc. 28 (1926), 8S. 301—329 und Ann. of Math. (2) 81 (1930), 8S. 292—320 
und Lefschetz, Intersections and transformations of complexes and manifolds, Trans. 
Amer. Math. Soc. 28 (1926), S. 1—49. Weitere Literatur bei van der Wacrden, Kom- 
binatorische Topologie, Jahresber. d. D. M. V. 39 (1930), S. 121. Man beachte im 
‘folgenden die terminologischen Festsetzungen der Einleitungen, insbesondere die der 
FuBnote **). 

26) Vgl. Alexander, Ann. of Math. (2) 31, 8.307 und Vietoris, Monatsh. f. Math. u. 
Phys. 35 (1927), 8. 165, sowie van Kampen a.a.0., S. 13. 
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Eine A-Mannigfaltigkeit (die iibrigens stets eine Pseudomannigfaltigkeit 
im Brouwerschen Sinne ist) heiBt ortentterbar, wenn sich ihre n-dimen- 
sionalen Elemente so orientieren lassen, daB die algebraische Summe ihrer 
orientierten Rinder gleich Null ist. Im folgenden werden wir nur solche 
Orientierungen zulassen. 

2. Es sei M” eine n-dimensionale orientierbare h-Mannigfaltigkeit. 
Man betrachte eine baryzentrische Unterteilung von M” und orientiere die 
Elemente derselben folgendermaBen: es seien a"=e (a,,a@,,..-,@,) ein 
positiv-orientiertes n-dimensionales Simplex von M", a’ = 9 (a,, a,,---, @,) 
eine ebenfalls positiv orientierte Seite von a’; es sei endlich £; der Schwer- 
punkt von (a,,a,,...,q@;) (dabei ist ¢ beliebig, also unabhingig von r) Die 
positive Orientierung des durch die Eckpunkte f,, 8,,,,..., 8, bestimmten 
baryzentrischen Simplexes ist dann definitionsgemaB ¢-»-(/,, 8, ,,---, B,)- 
Wenn man auf alle méglichen Weisen die Reihenfolge der Eckpunkte 
G50 ...,@, variiert, erhailt man (mn — r)! verschiedene baryzentrische 
Simplexe; sie liegen in a” und heiSen zu a’ dual; wenn man diese Kon- 
struktion in allen an a” anschlieBenden Simplexen a” durchfiihrt, erhalt 
man die Gesamtheit aller zu a” dualen baryzentrischen Simplexe; die al- 
gebraische Summe dieser (nach obiger Vorschrift orientierten ) Simplexe bildet 
den zu a” dualen baryzentrischen Stern. Wir bezeichnen ihn mit b"~"(a’). 

Man sieht leicht ein, da8 der Rand eines r-dimensionalen baryzentrischen 
Sternes aus baryzentrischen Sternen von der Dimension r—-1 aufgebaut ist. 
Dabei gilt folgende Vorzeichenregel: Wenn 


vr +2? 


i 
 _)) a 


und b"~* bzw. b"~*** die zu a* bzw. a*~’ dualen baryzentrischen Sterne 
sind, so ist 
b*-*+*_.(— 1)*-e-b"-* +... 


3. Wir betrachten jetzt zweierlei Arten von ,,Bausteinen“, aus denen 
wir Teilkomplexe von M” konstruieren werden: die Bausteine erster Art 
(die zu Teilkomplexen erster Art fiihren) sind die Elemente der gegebenen 
Simplizialzerlegung von M”, d. h. die Simplexe verschiedener Dimension; 
es seien dies fiir die Dimension r etwa aj, as, ..., az,. Ein Teilkomplex 
erster Art ist dementsprechend als eine Linearform von der Gestalt i‘ aj auf- 
zufassen. Die Bausteine zweiter Art sind die baryzentrischen Sterne. Da 
die r-dimensionalen baryzentrischen Sterne eineindeutig den n — r-dimen- 
sionalen Simplexen von M” entsprechen, lassen sie sich so numerieren: 


r r r 
b;, ee a 


dabei ist bf = b’(a"~’). Ein r-dimensionaler Teilkomplex zweiter Art ist 
sodann definitionsgema8 eine Linearform von der Gestalt A° b/. 
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Es seien jetzt zwei Teilkomplexe A= A’ =i‘ aj und B= B"~"’=y' b?~" 
bzw. erster und zweiter Art gegeben. Die Zahl 


z(4, B) = Sa! p' 


heiBt die Kroneckersche Charakteristik oder die Schnittzahl der beiden 
Komplexe A und B. 


4. Man betrachte jetzt zwei stetige Komplexe A’ und B"~’, die in M" 
(mit eventuellen Singularititen)*’) eingebettet seien; es wird vorausgesetzt, 
da8 keiner der beiden Komplexe A’ und B”"~” den Rand des anderen 
trifit, daB also die Minimalentfernung des einen Komplexes vom Rande 
des anderen eine positive Zahl o ist. Man kann sodann annehmen, daf 
die Simplexe von M” simtlich kleiner als etwa ;4,0 sind. Die Komplexe A’ 
und B"~” lassen sich durch Teilkomplexe erster bzw. zweiter Art von M” 
beliebig gut approximieren. 

Man beweist ohne Miihe die folgenden Tatsachen: 


1. Wenn A’ ein Teilkomplex erster, B’ ein Teilkomplex zweiter Art 
ist und A’ bzw. B’ die Komplexe A” und B"~” hinreichend gut approxi- 
mieren, so hat die Zahl 1(A’, B’) einen von der speziellen Wahl der 
approximierenden Komplexe A’ und B’ unabhingigen Wert; dieser heiSt 
die Kroneckersche Carakteristik (die Schnittzahl) der Komplexe A’ und 
Or", staan 0 

2. Die Kroneckersche Charakteristik zweier Komplexe A” und B"~’ 
hingt nicht von der Wahl der Simplizialzerlegung von M” ab; sie stellt 
also eine relative Invariante von A und B in bezug auf M” dar. 


3. 7(A’, B*~") =(— i aad al AF og F 


Bemerkung. Wir bezeichnen mit K”~* den (orientierten) Rand des 
(orientierten) Komplexes K’. 

Sodann gilt 

Satz I. Wenn A’~* zu B"~" fremd ist, so ist 
(1) 4(A’, B"~") = (—1)"x(A"~’, B*~"*"). 

Es geniigt, diese Behauptung fiir den Fall zu beweisen, wo A’ ein 
Simplex, B"~’** ein baryzentrischer Stern ist. Falls dabei A” und B"~’** 
zueinander fremd sind, ist die Behauptung trivial. Man nehme an, A’ und 
B"~’** haben einen nichtleeren Durchschnitt. In diesem Fall ist der bary- 








27) Ein in M® liegendes eindeutiges (jedoch nicht notwendig eineindeutiges) 
stetiges Bild eines Polyederkomplexes hei8t cin in M” (mit eventuellen Singularititen) 
eingebetteter Komplex. Falls dic Abbildung eineindeutig ist, spricht man von singu- 
larititenfreier Einbettung. 

13* 
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zentrische Stern B"~"** zu einer Seite A”~* von A” dual; wenn dabei etwa 
A’—+e-A’-*+...,  B"~"=6"~"(A’) 
ist, so ist 
7(A"?, B"-"**) =e, B*~"**_,. (—1)"-e-B*~"+..., 
4(A’, B*-") =(—1)’e, 

woraus die Behauptung folgt. 

Satz Il. Wenn A’ und B"~" zwei Zyklen sind, von denen mindestens 
einer in M" berandet, so ist 

14(A’, B"~")=0. 
Beweis. Es sei in der Tat z.B. B’--B"~’; dann ist 


(4, B-") = 7(A", B’) = + 2(A’, B’) =0, 
w. z. b. w. 

4. Es seien A” und B” zwei qeinander fremde Zyklen in M mit 
r+s=n-—1; diese Zyklen mégen ferner in M” beranden, und zwar sei 
A’—-A’, BB’. 

Die Zahl 7(A’, B’) heiBt die Verschlingungszahl von A’ mit B* und wird 
mit »(A’, B") bezeichnet. Sie hdngt nicht von der Wahl von B’ ab, weil, 
wenn B” ein zweiter durch B* berandeter Komplex ist, B’ — B” ein Zyklus, 
und A’ ein berandender Zyklus ist. Mithin folgt aus Satz II 


4(A’, ,-_ B") =0, dh 7(A’, B’) = 7(A’, B”), 
w. z. b. w. 


Satz Ill. Es seien wieder A’ und B* zwei zueinander fremde be- 
randende Zyklen in M" mit r+8=n—1; dann ist 


»(A’, B*) =(—1)"**"0(B’, 4’). 


Beweis. Es sei wie immer A’—- A’, B’-+ B*. Man hat vermdge des 
schon Bewiesenen 
v (A’, B*)=7(4’, B’) =(—1)"** ( 4’, B’) =(—1)"** (— 1)" 7 (B’, 4) 

= (—1)"°*" 7 (B", 4’) =(—1)"**"0(B", 4’), 
w. z. b. w. 

Wenn die Zyklen A’ und B’, r+s—n-1, zueinander fremd und 
in M” homolog Null sind, so daB z. B. cA” und dB’ in M” beranden 
(wobei c und d passend gewiahlte ganzzahlige Koeffizienten sind), kann 
v (cA, dB") 

cd 
gemeinen erhailt man auf diese Weise gebrochene Verschlingungszahlen; in 
unserer weiteren Darstellung werden jedoch die Verhiltnisse so liegen, dab 
wir stets mit ganzzahligen Verschlingungszahlen auskommen werden. 


man die Verschlingungszahl »(A*, B’) als definieren; im all- 
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5. Wir schlieBen diese Hilfsbetrachtungen mit folgenden naheliegenden 
Satzen: 

Satz IV. Es seien: M” eine h- Mannigfaltigkeit, K ein aus Simplexen 
von M” aufgebauter Komplex, L der aus sdmtlichen zu K fremden bary- 
zentrischen Sternen (= Bausteinen zweiter Art) bestehende Komplez, 
I’ irgendein in M"— K liegender Zyklus. Unter diesen Bedingungen ist 
I einem Teilzyklus A von L (der also ein Teilkomplex zweiter Art von 
M” ist) in M"— K homolog. Falls I ein Teilzyklus von L ist, welcher 
in M"— K berandet, ist I Rand eines (aus Bausteinen zweiter Art zu- 
sammengesetzten) Teilkomplexes von L. 

Beweis. Zuerst beweisen wir folgenden Hilfssatz: 

Jede abgeschlossene Menge F ¢ M"— K 1aBt sich mittels einer stetigen 
Deformation innerhalb von M"— K in eine in L gelegene Menge F’ iiber- 
fiihren, und zwar so, daf& wiahrend des ganzen Deformationsprozesses alle 
zu L gehérenden Punkte von F fest bleiben. 

Es sei & das System aller baryzentrischen Sterne von M", die mit K 
einen nicht leeren Durchschnitt haben, also zu den Simplexen von K dual 
sind. Wir bezeichnen mit s die Héchstdimension der Sterne des Systems &, 
die in ihrem Innern Punkte von F enthalten; es sei S einer unter jenen 
Sternen. Da S zu einem Simplex dual ist, welcher keinen Punkt von F 
enthalt, beférdert man durch Zentralprojektion aus dem Schwerpunkte 
dieses Simplexes (des ,,Mittelpunktes des Sternes“) simtliche zu S ge- 
hérenden Punkte von F auf den Rand des Sternes. Diese ,,Ausfegung“ 
ist eine Deformation von F, welche alle auBerhalb und auf dem Rande 
von S gelegenen Punkte dieser Menge festlaB8t und die ganze Zeit F und K 
fremd zueinander halt. Eine wiederholte Anwendung dieses Ausfegeverfahrens 
verwandelt F in eine abgeschlossene Menge F’, die keinen Punkt im Innern 
eines zu § gehérenden Sternes besitzt. Es sei x ein beliebiger Punkt von F’; 
dieser ist innerer Punkt eines baryzentrischen Sternes, der — da er nach 
dem soeben Bewiesenen zu K fremd ist — in D enthalten sein muB, womit 
der Hilfssatz bewiesen ist. 

Es sei jetzt Z der (geometrisch mit LZ zusammenfallende) Komplex 
erster Art, den man erhalt, wenn man die Bausteine zweiter Art, aus 
denen L zusammengesetzt ist, wieder in Simplexe zerschligt. Aus dem 
Hilfssatz folgt, daB jeder za M"— K gehérende Zyklus I” in einen in L 
liegenden, also weiter in einen aus Simplexen von L aufgebauten Zyklus y” 
durch eine Homotopie verwandelt werden kann; man betrachte jetzt die 
Simplexe von y’ als Teilsimplexe der Bausteine zweiter Art, die den Kom- 
plex LZ bilden. Wenn ein solcher Baustein 8S” in y” nur zum Teil enthalten 
ware, wiirde man ihn dadurch wegschaffen kénnen, da} man den in ihm 
liegenden Teil von y” auf den Rand von S” beférdert (was immer miihelos 
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geht). Nachdem man dies endlich oft wiederholt hat, verwandelt sich »” 
in einen aus Bausteinen zweiter Art aufgebauten Zyklus, also in einen 
Teilzyklus von LZ. Genau dasselbe Verfahren 1a8t sich auch auf den am 
SchluB des Satzes IV erwahnten Homologietriger anwenden und ergibt 
sodann den Beweis der beiden Behauptungen dieses Satzes. 


II. Formulierung und Beweis der beiden Dualititssitze. 


1. M” sei eine orientierbare und orientierte h-Mannigfaltigkeit: 


Qj, @3,...,@z, seien die r-dimensionalen Elemente der gegebenen Simplizial- 
zerlegung von M", b;'~’, bs’, ..., b” die zu ihnen dualen baryzentrischen 


Sterne; wir setzen (aj, b;'-") = 4,,. K sei ein aus Simplexen von M”* 
aufgebauter Komplex, wobei die in K auftretenden r-dimensionalen Sim- 
plexe aj, az,...,a@jr sein mégen. Sodann haben unter den b;” die mit 
k<h’ und nur diese einen nichtleeren Durchschnitt mit K. 

Der ganzen folgenden Untersuchung liege eine feste ganze Zahl u, die 
gleich Null oder gréBer als 1 ist, als Modul zugrunde. Die sich auf K be- 
ziehenden Gruppen L;, Z;, H,, Hj, seien einfach mit L’, Z’, H’, H" be- 
zeichnet. Die Bettischen Gruppen mody von K seien einfach mit B” 
bezeichnet, wobei die in der Einleitung gemachten Verabredungen (insbe- 
sondere die der FuBnote )) durchweg ihre Geltung behalten. 

Wir bezeichnen ferner mit 2” die von den Elementen b;, k=1,2,...,h"~" 
erzeugte Abelsche Gruppe mit der einzigen Relation «bj; = 0. Der Rand 
mod s« eines jeden Elementes von 2’ (der ja ein Komplex zweiter Art ist) 
kann als eine Linearform in den 6;~* geschrieben werden; indem wir in 
dieser Linearform nur die Glieder mit k < h"~"** behalten, bekommen wir 
einen Komplex zweiter Art, den reduzierten Rand des gewahltes Elementes 
von 2’. Die Komplexe, die als reduzierte Rander der in 2” vorkommenden 
Komplexe auftreten, bilden eine Untergruppe von 2”~*, die wir mit ’~* 
bezeichnen; analog zu den friiheren Bezeichnungen setzen wir im Falle u +0 
"= ’, wahrend im Falle 1 =0 9’ als die kleinste Untergruppe mit 
Division von Q” iiber 9” definiert wird. Es liegt ferner eine homomorphe 
Abbildung von 2” auf §"~* vor; der Kern**) dieses Homomorphismus soll 
mit §” bezeichnet werden; man sieht leicht ein, daB $” eine Untergruppe 
von 3” ist. 

2. Es soll jetzt ein Multiplikationsgesetz fiir die beiden Gruppen L’ 
und 2"~” festgelegt werden. Dies geschieht einfach dadurch, daB als Pro- 
dukt der Elemente ac L’ und 6c %”~” die Schnittzahl y(a,b) mody 





**) Wenn eine Gruppe A auf eine Gruppe B homomorph abgebildet ist, so heiBt 
die Untergruppe von A, die aus allen Elementen besteht, welche auf das Einheits- 
(Null-)element von B abgebildet werden, der Kern der homomorphen Abbildung. 





ee 
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gesetzt wird. Vermége dieses Multiplikationsgesetzes bilden die Gruppen L’ 

und 2"~” ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar, denn die beiden Grup- 

pen besitzen ja je ein Erzeugendensystem a; bzw. bj" mit aj-bj'~"= dj. 
3. Wir beweisen jetzt die Relationen 


(1) (L’, ) pea Zz’: | 7 H’) —_ = ¥ 
aus denen dann wegen Kap. I, § 10, Satz III die Relationen 
(2) (or 2") =9"~’; (L’, 83°" ") =H" 
folgen. 


A. Es sei ac Z’, 6 C H"~"; wir beweisen, daB z(a,b) = 0 (mod ,) 
ist. Wenn » +0 ist, so existiert ein cc 2"~"**, dessen reduzierter Rand 6 
ist. Folglich ist 
c+b+56’, 6’ m K fremd. 


b +6’ ist homolog Null, woraus x(a, 6 +6’) =0 folgt; da aber b’ auBer- 
halb von K liegt, ist y(a,6’)=0, also y(a,6)=0, wie wir es haben 
wollten. 
Wenn «=O ist, existiert ein von Null verschiedenes & und ein 
cc 2"-"** derart, daB 
c—+kb+5’, 6b’ m K fremd; 


kb+ 6’ ist wieder homolog Null, also ist 7(a,k6 + 6’) =0, was vermége 
z(a,b’)=0 

0 = z(a, kb) =kyz(a, b) 
und schlieBlich 7(a,b) = 0 ergibt. 


B. Es sei a ein nicht zu Z” gehérendes Element von L’; wir nehmen 
uns vor, ein solches Element von $"~" zu finden, welches mit a eine von 
Null verschiedene Schnittzahl besitzt. Da a nicht zu Z” gehért, also kein 
Zyklus ist, ist 

a—bcH’*, b+0; 

L’~* und Q"~’** bilden aber ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar; 
es existiert folglich ein solches cc 2"~"**, daB (b,c) +0 ist. Wenn 
wir mit ¢ den Rand, mit ¢ den reduzierten Rand von c bezeichnen und 
bemerken, daB wegen des Satzes I dieses Kapitels 7(b,c) = + x(a, ¢), 
wahrend andererseits offenbar zy(a,¢)—yxz(a,¢) ist, so sehen wir, daf 
z(a,¢)+0 ist. Das Element ¢ geniigt also unseren Forderungen, und die 
erste der beiden Formeln (1) ist somit bewiesen; die zweite beweist sich 
auf genau dieselbe Weise. 

Wir schlieBen an diese Ausfiihrungen noch folgende Bemerkung an: 
da L’ und 2"~” ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar bilden und 


(L’, | ie € Z’, rs Z’) ¢ | ani 
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ist, so folgt aus Kap. I, § 6, da® auch die Faktorgruppen Z’!H’ und 
3"~"|9"~” ebenfalls zueinander primitiv (orthogonal) sind. 

4. Wir erhalten jetzt das Theorem von Poincaré-Veblen, wenn wir 
K = M" setzen. In diesem Fall ist die Gruppe Z’| H” die r-dimensionale 
und 8"~"|$"~” die n — r-dimensionale Bettische Gruppe von M”. Wir 
erhalten somit 

Das verallgemeinerte Poincaré-Veblensche Dualitatsgesetz. 
Die reduzierten Bettischen Gruppen der Dimensionen r und n —r einer 
n-dimensionalen h-Mannigfaltigkeit sind zuweinander primttiv (orthogonal), 
sobald man als Multiplikationsgesetz die Bildung der Schnittzahl betrachtet; 
insbesondere sind die beiden Gruppen untereinander isomorph. 

5. Wir gehen jetzt zum Alexanderschen Dualitatssatz iiber. Wir be- 
weisen zunachst den Alexanderschen Satz im engeren Sinne (der dennoch 
eine Verallgemeinerung des von Alexander selbst bewiesenen Resultates 
bildet), indem wir voraussetzen, daB in der h-Mannigfaltigkeit M” simt- 
liche Zyklen beranden. Solche h-Mannigfaltigkeiten nennen wir (verallge- 
meinerte) Poincarésche Raume. Es sei sodann K ein (aus den Elementen 
der gegebenen Simplizialzerlegung von M") aufgebauter Komplex, von dem 
wir nur voraussetzen, da8 er nicht mit M” zusammenfillt. 

Bei der folgenden Untersuchung der Berandungsrelationen in M"— K 
kénnen wir uns auf die Betrachtung der aus baryzentrischen Sternen b 
aufgebauten Komplexen beschrinken. Wir tun das, ohne es jedesmal zu 
erwihnen. 

Es sei a ein s-dimensionaler Zyklus in M"— K. Da a in M” be- 
randet, existiert ein c—>+a; c ist eine Linearform in den 6/** und kann 
in der Gestalt c—6-+ bd dargestellt werden, wobei b ein Element von 
3°** und bd zu K fremd ist. Ferner ist 


d=c—b—-t—b=a—b, 

also a~b in M"— K. 

Es sei a’ irgendein anderer Zyklus in M"— K, der dortselbst zu a 
homolog ist. Wenn u +0 ist, so gibt es einen e C M"— K, 

e—a’—a. 
Andererseits berandet a’ in M", was zu 
c’—a’, c’=b'+)’ 
fiihrt. Ferner ist 
c—c’+e—~-a—a’+a’—a=0, 

so daB c—c’-+e ein Zyklus ist (der*in M" berandet). Folglich gibt es 
einen f mit 


f-c—c+e, f=ft+f", 
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wobei f’«2***, f’tc M"— K. Der reduzierte Rand von f’ ist, wie leicht 
ersichtlich, 6 —b’. Mit anderen Worten: Aus der Homologie a~a’ in 
M*— K folgt, daB die entsprechenden Komplexe 6 und b’ (deren Rander 
a und a’ bew. homolog in M"— K sind) Elemente von 3*** sind, die 
zur selben Restklasse beziiglich $"** gehéren. Dasselbe Ergebnis findet 
auch im Falle « = 0 statt: dann ist namlich (fiir ein bestimmtes k + 0) 
e—k(a’—a) (in M"— &), 
f—-k(c—c’)+e, f=f+f’, fel't*, fc M*—K; 
der reduzierte Rand von f’ ist diesmal k(6 — 6’), und die obige Behaup- 
tung behilt ihre Giiltigkeit. 

Wir fassen nochmals zusammen: Jeder s-dimensionale Zyklus a Cc M"— K 
ist dortselbst dem Rande eines Elementes 6 von 3°** homolog, wobei, 
wenn a und a’ in M"— K homolog sind, 6 und b’ zur selben Restklasse 
in bezug auf 9*** gehéren; hieraus folgt aber ein Isomorphismus zwischen 
der s-dimensionalen Bettischen Gruppe von M"— K, 8*(M"— K) und 
der Gruppe 8°**|***. Nun ist aber die r-dimensionale Bettische Gruppe 
von K, d.h. die Gruppe Z’| H” zu 3"~"|"~" primitiv (orthogonal), und 
die Multiplikation ist dabei durch die Schnittbildung gegeben. Folglich 
bilden auch Z”|H” und $"~’~*(M"“— K) ein primitives (orthogonales) 
Gruppenpaar, wobei die Schnittzahl des entsprechenden b mit dem r-dimen- 
sionalen Zyklus aus K nichts anderes als die Verschlingungszah] dieses 
Zyklus mit dem entsprechenden Zyklus a aus M" — K definiert. Wir er- 
halten somit folgenden verallgemeinerten 

Dualitatssatz von Alexander im engeren Sinne. Es sei M" ein 
verallgemeinerter Poincaréscher Raum von der Dimension n; wenn K einen 
Komplex in M” bedeutet, so ist die r-dimensionale Bettische Gruppe von K 
zu der n — r —1-dimensionalen Bettischen Gruppe von M"— K primitiv 
(orthogonal), sobald man als Multiplikation die Bildung der Verschlingungs- 
zahl der entsprechenden Zyklen betrachtet; insbesondere sind die beiden 
Gruppen untereinander tsomorph. 

6. Es sei jetzt M” eine beliebige h-Mannigfaltigkeit. Wir betrachten 
irgendeinen aus Simplexen von M” aufgebauten Komplex K, von dem nur 
vorausgesetzt wird, daB er nicht mit M" zusammenfillt. B’,8’,W” seien 
bzw. die r-dimensionalen Bettischen Gruppen von K, M"— K und M". 
Wegen K < M” wird B” auf eine Untergruppe V” und $8” auf die Unter- 
gruppe %” von W” homomorph abgebildet; die Kerne dieser Homomorphismen 
seien A’ und YW”. Bei «+0 setzen wir V’ = V’ und B” = %", wahrend bei 
u=0 durch V" bzw. B” die kleinste Untergruppe mit Division von W” 
iiber V’ bzw. %" bezeichnet wird. Offenbar besteht A” aus allen den- 
jenigen Elementen — d. h. Restklassen von Z”’ mod H’ —, die nur Zyklen, 
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welche in M" homolog Null sind, enthalten. Dementsprechend bezeichnen 
wir mit A” die Gruppe aller derjenigen Elemente von B’, die Restklassen 
sind, welche Zyklen enthalten, die in M” beranden. Offenbar ist A’ eine 
Untergruppe von A’, welche im Fall « +0 mit A’ zusammenfiallt; ferner 
ist im Falle «=0 A’ die kleinste in B” enthaltene Obergruppe mit 
Division fiir die Gruppe A’. Analog wird auch die Gruppe X” definiert. 
Der verallgemeinerte Alexandersche Dualitiatssatz laBt sich sodann in der 
Gestalt der folgenden beiden Behauptungen aussprechen: 

Dualitétssatz von Alexander im weiteren Sinne. 

Vorbemerkung. Wegen des Poincaré-Veblenschen Satzes ist W", W"~" 
ein Gruppenpaar. 

Erste Behauptung: 

(3) (W’,B°-")=V"; (W*’,V’) =B*’. 

Zweite Behauptung: 

A’ und U"~"-* baw. A” und U"~"~* dilden ein primitives (ortho- 
gonales) Gruppenpaar (wobei als Produkte die Verschlingungszahlen der 
entsprechenden Zyklen auftreten). 

Beweis der ersten Behauptung. Vermége des Satzes III des 
Kap. I (§ 10) geniigt es, die eine der beiden Formeln (3) zu beweisen, 
z. B. die zweite. Zu diesem Zweck bemerken wir zunichst, daB jeder 
auBerhalb von K gelegene n —r-dimensionale Zyklus (sowie jeder ihm in M" 
homologe Zyklus) selbstverstandlich mit jedem r-dimensionalen Zyklus aus 
K die Schnittzahl Null hat. Daraus folgt unmittelbar, dab B"~"c (W"~’, V") 
ist. Um die umgekehrte Inklusion nachzuweisen, betrachten wir irgendeinen 
n —r-dimensionalen Zyklus a von M” und zeigen, daB, falls a mit saimt- 
lichen r-dimensionalen Zyklen von K die Schnittzah| Null hat, ein Zyklus a’ 
in M"— K existiert, welcher im Falle 1 +0 mit a, im Falle 1 =0 mit 
ka, k+0, in M" homolog ist. Man kann sich dabei auf den Fall be- 
schrianken, da8 a eine Linearform in den zu den r-dimensionalen Simplexen 
von M” dualen baryzentrischen Sternen ist. Sodann ist 


a=b+b’, beQ""", b’cM"—K. 


Da die Schnittzahl von a mit simtlichen Zyklen aus K Null ist, ist bc "~’, 
folglich existiert ein Element ¢ von 2"~’** und eine héchstens im Fall 
@ =0 von 1 verschiedene positive ganze Zahl k derart, dab kb den re- 
duzierten Rand von ¢ bildet. Dann ist aber a’—=ka—é¢ ein in M"— K 
gelegener Zyklus und (da offenbar ¢~0 in M" ist) ist 


a’~ka (in M"), 
w. z. b. w. 





~ 
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Beweis der zweiten Behauptung. Wir beweisen in erster Linie, daB 
A’ und {"~"~* zueinander primitiv (orthogonal) sind. Zuniachst ist klar, 
daB jeder s-dimensionale Zyklus aus M"— K, welcher in M" berandet, in 
M"— K dem Rande eines Elementes von 8"** homolog ist. Es geniigt 
deshalb solche Zyklen zu betrachten, die Rainder der Elemente von 8"~” 
sind. Wir bezeichnen ferner mit H’ bzw. $" diejenige Untergruppe von Z” 
bzw. von 8", welche aus allen Elementen besteht, die in M", bzw. deren 
Rander in M"— K homolog Null sind. Es soll jetzt die Formel 


(4) (3°, I) = 9""" 


bewiesen werden. Die Inklusion crn". H ") ist wieder trivial; um 
die umgekehrte Inklusion zu beweisen, hat man zu zeigen, dab, wenn fiir 
ein bestimmtes aC 8"~” fiir simtliche y aus H’ 7(a, y) = 0 (mod ,) ist, 
a in M"— K notwendig homolog Null ist. Wir definieren zu diesem Zweck 
fiir jedes Element yc B” das Produkt y-a als die Schnittzahl (mod ,) 
eines beliebigen Zyklus der Restklasse y mit a. Aus dieser Definition folgt, 
da8 fiir die Gruppe (Restklasse) A’, als Element y, von B” betrachtet, 
y,: a = 0 ist, woraus sich eine natiirliche Definition der Produkte x-a ergibt, 
wenn a ein beliebiges Element der Faktorgruppe B”|A’=V" bedeutet. 
Im Falle « +0 ist dadurch automatisch ein Multiplikationsgesetz x-a fiir 
die Elemente x von V” definiert (denn in diesem Fall ist ja V’ mit V’ 
identisch ); wenn dagegen . = 0 ist, definiert man das analoge Multiplikations- 
gesetz folgendermaBen: zx sei ein beliebiges Element von V’; es existiert 


; yy ees ; za + Tae 
dann ein zCV” mit h-x=z, und wir setzen ra=—. Dabei kénnen 


Briiche auftreten, da aber V endlichviele Erzeugenden besitzt, sind alle 
Nenner beschrinkt, so daB fiir ein passend gewahltes k bei jeder Wahl 
von «CV" x-ka eine ganze Zahl ist. Der Einheitlichkeit der Forme! halber 
fihren wir auch im Fall « +0 den Koeffizienten & ein, nur soll er dann 
definitionsgem&B gleich 1 sein. Da W’ und W"~” zueinander primitiv (ortho- 
gonal) sind, bilden V" und W”~” (kraft des Hilfssatzes des § 9 des Kap. 1) 
ein konjugiertes Gruppenpaar. Da iiberdies (W’,W"~’)=0 ist, sind die 
Voraussetzungen des § 8 des Kap. I reichlich erfiillt, und es gibt ein solches 
Element bc W"~", daB bei jedem xCV" x-ka=~2-6 ist, dies bedeutet 
aber, daB, wenn f ein beliebiger Zyklus aus der Restklasse 6 und é ein 
beliebiger Zyklus einer beliebigen Restklasse 2<V’, also einfach ein be- 
liebiger r-dimensionaler Zyklus von K ist, 7(&, ka — 6) =0 ausfallt. Wir 
zerlegen jetzt den Zyklus f wie iiblich in die Summe zweier Komplexe a’ 
und a”, wobei a’ ein Element von 8”~" und a” zu K fremd ist. Aus 
dem soeben Bewiesenen folgt, daB ka—a’ ein Element von (3”~’, Z’) 
ist; also ist (bei einem nur im Fall « = 0 von 1 eventuell verschiedenen k’) 
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k’(ka—a’) der reduzierte Rand eines gewissen ¢ aus 2"~"** ist. Wir 
haben ferner die Berandungsrelation 


(5) ka—¢—k'B—k'ka, 

andererseits ist aber nach der Definition von a’ und ¢ die linke Seite von 

(5) ein in M"— K liegender Komplex, so daB aus (5) die Homologie 
ka~0O in M"—K 

folgt, wie wir es beweisen wollten. 

Nachdem die Formel (4) bewiesen ist, bleibt nur noch ein leichter 
Schritt, und die zweite Behauptung des Alexanderschen Dualititssatzes 
wird erledigt. Zunichst ist nach dem § 2 dieses Abschnittes L” zu 2"~’ 
primitiv (orthogonal); da (wegen § 3, Form. (2)) 

(L’,3""")=H'c 2’, — Z") =§*~"*c g*~” 
ist, bilden nach Satz IV des Kap. I Z’ und 3"~’ ein konjugiertes Gruppen- 
paar; da ferner (Z’, 8"~") = A’ H” ist, sind wegen des Satzes IV, 
Kap.I auch die Gruppen H’ und 3"~” konjugiert, so daB die Faktor- 
gruppen nach den Annullatoren (H’, 3"~") = H’ und (3"~’, H’) = 9"~" 
primitiv (orthogonal) sind. M. a. W.: die Gruppen H”|H” und 3"~"|9"~” 
sind zueinander primitiv (orthogonal). Die erste dieser Gruppen ist aber 
definitionsgema8 die Gruppe A’; ein Element ¢ der zweiten Gruppe ist eine 
Restklasse von 3"~" mod §"~"; jedem Element 3 dieser Restklasse wird 
sein Rand a"~"~* zugeordnet, und alle diese Rander sind untereinander 
homolog in M"—K (die Restklassen sind ja modulo §"~” genommen!); 
mithin wird der ganzen Restklasse ¢ ein Element von _ und sogar 
ein Element von %{"~"~* zugeordnet (die a"~"~* beranden ja nach ihrer 
Konstruktion in M", weil sie als Rander definiert waren). Wenn umge- 
kehrt ein Element von %{"~"~* gegeben ist, so ist es eine Restklasse 
modulo §"~”~* der Gruppe aller Zyklen von M"— K, und in dieser Restklasse 
ist ein Zyklus enthalten, der in M” berandet; dieser ist dem Rand eines 
Elementes von 3"~” homolog; folglich ist in der Restklasse der Rand eines 
Elementes aus 8"~” enthalten; auf die Weise werden Zyklen, die einem 
und demselben Element von %{"~"~* entspringen, Elemente von §"~" zu- 
geordnet, die zur selben Restklasse modulo )"~” gehéren, folglich ein und 
dasselbe Element von 8"~"|©"~". Somit wird ein Isomorphismus zwischen 
a"-"-* und 8"~"|"~" hergestellt, welcher erlaubt, die fiir A” — H’) H” 
und 3"-"|@"~" erklarte Multiplikation unmittelbar auf A” und %{"~"~* 
zu tibertragen; dieses Multiplikationsgesetz ergibt als Produkt der Elemente 
ac A” und aca"-"-? die Verschlingungszahl eines Zyklus aus der Rest- 
klasse a mit einem solchen aus der Restklasse a. 











' 
‘ 
f 
| 








' 








Topologische Dualitatssitze. 193 


7. Somit ist bewiesen, daB A” und A"~"~* ein primitives (orthogonales) 
Gruppenpaar bilden. Man kann dies als eine sich auf die beiden Komplexe 
K und L beziehende Aussage auffassen, denn jede in M"— K stattfindende 
Berandung 1a8t sich ja nach L wegziehen. Nun aber treten in unserem 
Beweise. die Elemente (erster Art) von K und die Elemente (zweiter Art) 
von ZL in durchaus symmetrischer Weise auf, so daB man ihre Rollen 
tauschen kénnte. Dann aber wiirden die Uberlegungen der letzteren Para- 
graphen uns zum Beweis der Primitivitat (Orthogonalitét) des Gruppen- 
paares A” und %"~’* fiihren, w. z. b. w. 


8. Wir wollen zum Schlu8 noch zeigen, wie man aus dem soeben 
Bewiesenen die Dualitatsformeln ableitet, die fiir den Fall mod 2 noch 
friiher aufgestellt worden sind”). Dabei ist unter dem Modul » Null oder 
eine beliebige Primzahl zu verstehen. 

Wenn man im allgemeinen mit r(@) den Rang der Abelschen Gruppe G 
bezeichnet, so hat man zunichst: 


(6) r(H"-"-2) = r(M"-"-*) = x (A") = (A) 
und 
(6’) r(8"-")=1(B"""), (VW) =r(V"). 


Da ferner (W’, 8"~") = V" ist, waihrend (S"~’, W”) aus dem Nullelement 
besteht, ist W’|V" mit &"~" isomorph, was unter Beachtung der all- 
gemeinen Relation r(W’) = 1(W"|V") + c(V") 


(7) (W") =1(V") + 1(B"~") 
ergibt. Wir haben also 
(8) (BPP) eM“) 4 (BP ] WP) CHP“) + (BoP) 
Aus (6’) und (7) folgt ferner 
(9) e(BP-7*) — e(W"**) — 2(V"*); 
wenn man dies und (6) in (8) einsetzt und beachtet, daB 

t(B") = 1(A") + t(B"| A") = 1(4’) + 2(V") 
ist, erhalt man schlieBlich 

t(B"""~*) = (B’) + 4(W"**) —2(V") — r(V"**), 


w. z. b. w. 


*) Pontrjagin, Zum Alexanderschen Dualititssatz, zweite Mitteilung, Gétt. Nachr., 
1927, S. 446. 
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Kapitel III. , 
Das allgemeine Dualititsgesetz fir abgeschlossene Mengen. | 


I. Direkte und inverse Folgen von Homomorphismen. 


1. Es sei 
(1) a oe 


eine unendliche Folge von Gruppen, von denen jede Gruppe U,, in*°) ihren 
Nachfolger U,, , , mittels des Homomorphismus ¢,, abgebildet wird; die Folge 


(2) Dis Wis <i Biar'*ée 
hei8t sodann eine direkte Homomorphismenfolge. Sie bestimmt folgender- 
maBen eine neue Gruppe U — den Limes der Folge (1) in bezug auf 


die Folge (2) oder kurz —- die Limesgruppe. Zunichst nenne man eine 
Fundamentalfolge jede Folge von der Gestalt 


(3) Ver Beggs es & 


wobei z,, ein Element von U,, und dabei stets z,,,,=— ¢,,(2,,) ist. Zwei 
Fundamentalfolgen (3) und 
(4) ee ee | 
heiBen konfinal, wenn es ein x derart gibt, dab fiir m>x z,,=—y,, ist. | 
Offenbar zerfallt die Gesamtheit der Fundamentalfolgen in Klassen unter- 
einander konfinaler Fundamentalfolgen. Diese Klassen werden zu Elementen 
der Gruppe U gemacht. Die Gruppenoperation in U wird sodann wie folgt 
erklart. Es seien « und # zwei Klassen; man wihle in jeder je eine 
Fundamentalfolge, etwa 

Oe EM, Bop 20 0p Magee) 
und 

Ban (9, Sa cas -++0 Fes 0 ++) 
mit etwa h>k; die durch die Fundamentalfolge 


© = (2° Yas Tas’ Ynsaes++> Tn Yn °°) 
bestimmte Klasse y heiBt dann das Produkt (im Sinne der Gruppenoperation in 
U) der Elemente « und f. Offenbar ist y durch « und £ eindeutig bestimmt 
(d.h. y hangt von der Wahl der Folgen a und 6} in den Klassen a und 
B nicht ab). Wenn e,, das Einheitselement von U,, ist, so ist das durch 
(€,, €y,--+5 Gm» +++) Gefinierte Element von U das Einheitselement in bezug 


m? 


*) Wenn jedem Element a einer Menge A ein Element b einer Menge B zu- 
geordnet ist, und dabei jedes b mindestens einem a entspricht, spricht man von einer 
Abbildung von A auf B. Eine Abbildung von A auf eine echte oder unechte Teil- 
menge von B hei®t (nach Herrn van der Waerden) eine Abbildung von A in B. 
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auf die soeben definierte Gruppenoperation; man erhalt ferner zu jedem 
Element « yon U das inverse @~*, wenn man in den Folgen der Klasse « 
alle Elemente durch ihre Inverse ersetzt. Da iiberdies unsere Operation 
dem assoziativen Gesetz geniigt, sind alle Gruppenpostulate erfiillt, und U 
ist eine Gruppe. Bevor wir weiter gehen, fiihren wir folgende Bezeichnung 
ein: gy; soll die Abbildung gy, ,(...(~,_,(9,))) von U, in U, bedeuten 
(dabei ist natiirlich s > r). 
Wenn 
(5) Dan,» Um,> +++» Omgs +++ 


eine Teilfolge der Folge (1) ist, so entspricht ihr die Homomorphismenfolge 
(6) ing Dine.» sin Sins 06 mit Pe = Patsy 


und die Gruppe U’, die als Limes von (5) in bezug auf (6) auftritt, ist, 
wie leicht ersichtlich, mit dem Limes von (1) in bezug auf (2) isomorph. 
Wir sagen in diesem Falle von der direkten Homomorphismenfolge (2), sie 
umfasse die Folge (6). Zwei direkte Homomorphismenfolgen heiSen ferner 
iquivalent, wenn man in ihnen zwei solche Teilfolgen finden kann, welche 
von einer dritten Folge umfaBt werden. Dieser Aquivalenzbegriff geniigt 
den Gleichheitsaxiomen (der Reflektivitaét, der Symmetrie und der Transi- 
tivitét)™), so daB man von Klassen untereinander aquivalenter Homo- 
morphismenfolgen sprechen kann. Da ferner zwei Folgen, von denen die 
eine die andere umfaSt, im Limes isomorphe Gruppen bestimmen, ergibt 
sich folgender Satz: 


I. Aquivalente Homomorphismenfolgen haben isomorphe Limesgruppen. 

Eine direkte Homomorphismenfolge (1), (2) wird von jetzt an stets 
mit £(U,,, p) bezeichnet. 

2. Wir betrachten wieder eine Folge 


(1) RP 


m 


31) Da8 unser Aquivalenzbegriff transitiv ist, ergibt sich aus den folgenden beiden 
Bemerkungen, von denen die erste selbstverstindlich und die zweite miihelos nach- 
zuweisen ist: 


1. wenn J=J1I und I'D], Il’) II ist, so ist [= il’, 
2. wenn [= II und II”¢ II ist, so ist I= II”. 


Zunichst folgt aus ] = JI, I] = III die Existenz der Teilfolgen J, und I/,, IJ” und 
III”, sowie der Folgen IV und V mit 


I+U,C IV, 1”+ II’C Vv. 
Vermége der Bemerkungen 1 und 2 ergibt sich sodann der Reihe nach 


l=I1l", l=V, I=III", l= Il, 


w. z. b. w. 
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nehmen aber jetzt an, dab U,,,, in U,, mittels des Homomorphismus z,, 
abgebildet ist; die Folge 


(7) Bigs Mg 4 ® 


(dabei wird die Abbildung 2,(...2,_,(2,_,)) von U, in U, (s>r) mit 
a; bezeichnet) heiBt sodann eine inverse Homomorphismenfolge. Genau 
wie vorher lassen sich auch fiir inverse Homomorphismenfolgen die Begriffe 
der umfassenden bzw. aquivalenten Folgen einfiihren. Es gibt dabei kein 
Analogon zum Satze I, da ja eine inverse Homomorphismenfolge keine 
Limesgruppe besitzt. 

Eine inverse Homomorphismenfolge (1), (7) wird von jetzt an stets 
mit £(U,,, 2) bezeichnet. Eine Homomorphismenfolge in (1), von der man 
nicht weiB, ob sie direkt oder invers ist, soll schlechtweg mit £(U,,) be- 
zeichnet werden. 

3. Von jetzt an beschrinken wir uns auf kommutative Gruppen und 
bedienen uns dabei wie friiher der additiven Schreibweise. 

Hilfssatz. Es seien U,A bzw. V,B zwei primitive (orthogonale) 
Gruppenpaare in bezug auf den Modul M. Es sei ferner ein Homomorphismus 
p von U in V gegeben. Es gibt dann eine und nur eine homomorphe 
Abbildung y von B in A, welche folgender Bedingung geniigt: wenn u 
bzw. b irgendein Element von U bzw. B ist, so ist 


(8) u-y(b) = 9(u)-d. 
Beweis. Wenn u die ganze Gruppe U durchlauft, nimmt ¢(u)-b 
gewisse Werte aus M an, wobei stets p(u)b + p(u’)-b = p(u+ wu’)-b ist. 
Man betrachte jetzt die homomorphe Abbildung 
2(u) = 9(u)-b 
von U in M. Aus Kap. I, § 9 folgt sodann daB es ein einziges Element a 
von A gibt, welches fiir simtliche u 


u-a=2z(u)=—g(u)-b 
leistet. Dieses a bezeichnen wir mit y(b). Aus 
u-(p(b) + w(B)) = u-y(b) + u-y(b’) = g(u)-b + o(u)-d’ 
= 9(u)-(b+ b’) = u-y(b +b’) 


folgt 
u-(((b) + y(b’)) — p(b+ b’)) =—0, 


also (wegen der Primitivitaét des Gruppenpaares U, A) 
v(b) + v(b') = (b+ 6); 


y ist also ein Homomorphismus, w. z. b. w. 








<9 
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4. Definition. Es seien £(U,,,q) und £(V,,,2) gegeben. Diese 
beiden Homomorphismenfolgen heiSen zueinander orthogonal (in bezug auf 
den Modul M), wenn folgende Bedingungen erfiillt sind: 

1. U,, und V,, bilden ein primitives (orthogonales) Gruppenpaar (in 
bezug auf M); 

2. wenn uw und v beliebige Elemente von U,, bzw. V,,,, sind, so ist 


Pm(U): 7. u-z,,(¥). 
Aus dem Hilfssatz des § 3 folgt unmittelbar der 


Satz Il. Es sei F(U,,) gegeben, wobet die U,, 80 beschaffen sind, dap 
zu jeder Gruppe U,, eine zu thr primitive (orthogonale) Gruppe V,, existiert 
(die dann bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt ist). In den V,, 
lift sich eine Homomorphismenfolge £(V,,) eindeutig (ebenfalls bis auf 


m/ 


Isomorphismen) so definieren, dag f und £ zueinander orthogonal (in 
bezug auf den Modul M) sind. 


Bemerkung. Wenn zwei Homomorphismenfolgen zueinander ortho- 
gonal sind, so gilt dasselbe von je zwei Teilfolgen, die aus zueinander ent- 
sprechenden (d.h. mit derselben Nummer m versehenen ) Gliedern der beiden 
Folgen bestehen. 


Satz Ill. Es seen £(U,,) und £(V,,) zueinander orthogonal ebenso 
wie £'(U,,) und £'(V,,); wenn tiberdies £(U,,) mit £'(U;,) dquivalent ist, 
so ist auch £(V»,) mit £'(Vm) dquivalent. 

Beweis. Es gibt in £(U,,) und £’(U;,) je eine Teilfolge £, und £6, 
welche Teilfolgen eines und desselben £, sind; von der Homomorphismen- 
folge £, diirfen wir dabei voraussetzen, da sie nur aus den Elementen von 
fo und £, besteht (indem wir alle iibrigen eventuell vorhandenen Elemente 
einfach streichen); wir wahlen ferner aus £(V,,) und £’(V,,) die den Teil- 
folgen fy und fj entsprechenden Teilfolgen f, und £5. Da man zu jedem 
Element von f, ein primitives (orthogonales) Element konstruieren kann, 
existiert kraft des Satzes II eine zu £, orthogonale Homomorphismenfolge F, ; 
F, und £4 kénnen als Teilfolgen von £, betrachtet werden, £ (Vj) und £’(Vy,) 
sind also aquivalent. 


5. Wir heben besonders hervor: eine inverse Homomorphismenfolge 
f (U,,, 2) definiert — unter der Voraussetzung, da es zu jedem U,, eine 
(also im wesentlichen nur eine) primitive (orthogonale) Gruppe V,, gibt — 
eindeutig eine zu £(U,, 2) orthogonale direkte Homomorphismenfolge 
f(V,,,.@), und diese definiert eindeutig die Limesgruppe V. Diese durch 
die Homomorphismenfolge £(U,,, 2) eindeutig bestimmte Gruppe heift die 
F(U,,, 2) duale Gruppe. Aquivalente Homomorphismenfolgen besttzen 
isomorphe duale Gruppen. 
Mathematische Annalen. 105. 14 
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II. Formulierung und Beweis des allgemeinen Dualitaitssatzes. 

6. Es sei F eine im R” gelegene kompakte abgeschlossene Menge. 
Man betrachte irgendein Projektionsspektrum**) 
(1) A= (A,, A,, ..., 4,;--:) 
von F und die zugehérigen simplizialen Abbildungen z,, von A, ,, auf A,. 

B,,=B’(A,,) sei die r-te Bettische Gruppe von A,. Vermége der 
simplizialen Abbildung z,, entsteht ein Homomorphismus von B,,,, in B, 
(den wir ebenfalls mit 2, bezeichnen werden) und folglich eine inverse 
Homomorphismenfolge f(B,,,). Man hat zunichst den 

Hilfssatz. Hs seien zwei verschiedene Projektionsspektra (1) und 
(2) Al = (Aj, Ags «+ +> Aaas +++) 
der Menge F gegeben. Die diesen Spektra entsprechenden Homomorphismen- 
folgen F(B,,2) und F (Bj, x) sind dquivalent. 

Nehmen wir fiir einen Augenblick an, der Hilfssatz wire schon bewiesen. 

Den Inbegriff aller untereinander aquivalenten Homomorphismenfolgen 
F(B,, x), die durch die Projektionsspektra von F bestimmt werden, ist 
offenbar eine topologische Invariante der Menge F. Wir nennen sie die 
r-dimensionale Zyklosis der Menge F. Die Zyklosis bestimmt eindeutig 
eine Gruppe, namlich die (bis auf Isomorphie) einzige zu allen Homo- 
morphismenfolgen der Zyklosis duale Gruppe, die wir kurz die zur r-dimen- 
stonalen Zyklosis duale Gruppe nennen. Diese Gruppe hat offenbar ebenfalls 
eine invariante topologische Bedeutung fiir die Menge F. Nun besteht der 
Hauptzweck dieses Kapitels im Beweise des folgenden Satzes. 

Allgemeiner Dualitatssatz. Wenn F eine abgeschlossene kompakte 
Menge des R” ist, so ist die zur r-dimensionalen Zyklosis von F duale 
Gruppe mit der n — r —1-ten Bettischen Gruppe des Komplementarraumes 
R" — F isomorph. 

Hieraus ergibt sich ohne weiteres der 

Invarianzsatz. Die Bettischen Gruppen™) des Komplementarraumes 
zu einer abgeschlossenen Menge F des R” sind topologische Invarianten 
der Menge F. 

Beweis. Wir fiibren den Beweis des Hilfssatzes und des Dualitits- 
satzes gleichzeitig. 

Es sei 
(3) ©, Ga, «<5 Qo «ee 
eine abnehmende Folge von Polyederumgebungen der Menge F, welche sich 
auf diese Menge zusammenziehen. 
%) Alexandroff, a. a. O. *), 8. 107. 
$%) Vgl. FuBnote *) und Anhang III. 
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G, sei die zu Q; komplementire offene Menge. Diese Mengen wachsen 
mit «, und ihre Vereinigungsmenge ist mit G = R"—F identisch. Wir 
bezeichnen mit f,.die r-te Bettische Gruppe von Q,, mit 2; die n — r — 1-te 
Bettische Gruppe von G,;. Aus Q;> Q +1 folgt eine homomorphe Abbildung 
@, von f,,, in B,, aus G,,,>G@, eine homomorphe Abbildung ¢, von 3, 
in B;,,- Die so entstandenen Homomorphismenjolgen F (B,, &) und F(B,, p) 
sind zueinander orthogonal, denn £, ist ja zu f, primitiv (orthogonal). 
Die durch die Homomorphismenfolge £ (f,, y) bestimmte Limesgruppe ist, 
wie leicht ersichtlich, zur n — r — 1-ten Bettischen Gruppe von G isomorph. 
Wir brauchen also — um alles zu beweisen — nur noch folgendes zu zeigen: 

Bei jeder Wahl des Projektionsspektrums (1) der Menge F ist die 
Homomorphismenfolge £(B,, x) mit £(8,,@) aquivalent. 

8. Wir wenden uns jetzt dem Beweise der letzteren Behauptung zu. 

Zunichst ist es vorteilhaft, durch einen leichten Kunstgriff zu erreichen, 
daf die Komplexe A; geometrisch, und zwar ohne Singularitaten realisiert 
seien. Zu diesem Zweck betrachten wir das topologische Produkt Z = R"< E£ 
von R” mit einem hinreichend hoch dimensionalen Simplex Z. Der Schwer- 
punkt von Z sei é; wir nehmen an, R” sei mit R” >< identisch, und 
betrachten eine Folge konzentrischer Simplexe £,, Z,,...,#,,... um é, 
welche sich auf diesen Punkt zusammenziehen. Die 


Q, < £,, Q, < £,, ..-,Q, >< #,, --- 


bilden sodann eine Folge von sich auf F zusammenziehender Polyeder- 
umgebungen von F in Z. Da Q;>< ; innerhalb von sich selbst in Q; 
stetig tibergefiihrt werden kann (so daB dabei Q; punktweise festbleibt), 
sind die Bettischen Gruppen von Q; >< EZ; mit denen von Q; isomorph, die 
entsprechenden Homomorphismen sind dieselben, und man kann ruhig Q; 
durch Q,>< EZ, — also eine Umgebung von F in R” durch eine Umgebung 
von F in Z — ersetzen. In den Q;>< ZH, lassen sich aber — wenn nur 
die Dimension von £ hinreichend gro8 ist — siamtliche A, (mit eventueller 
Ausnahme von endlich vielen) singularitaétenfrei realisieren. Von jetzt an 
bezeichnen wir die Q; >< ZH; einfach mit Q,. 

Es sei ¢ beliebig, g so groB, daS A, in Q; liegt; daraus folgt die Exi- 
stenz einer homomorphen Abbildung f, von B, in £;; wir schreiben dies so: 
f,(B @) ¢ B + 

Es ist nun bekannt, daB, wenn ein Komplex X in einer hinreichend 
engen Umgebung von F liegt und aus geniigend kleinen Simplexen auf- 


gebaut ist, man diesen Komplex mittels einer kleinen Verschiebung seiner 
Eckpunkte simplizial in A, abbilden kann®*). Wenn man j hinreichend 


%) Alexandroff, a. a. O. *), 8S. 117 (Cor. I). 
14* 
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groB und die Simplexe von @, hinreichend klein nimmt, kann Q; fiir einen 
solchen K gewihlt werden. Die erwahnte simpliziale Abbildung von Q; in 
A, bezeichne man mit g; wir wollen sie folgendermaBen konstruieren. 
Zunichst sei s so groB, daB A, in Q; liegt. Man wihle jetzt eine solche 
Simplizialzerlegung 4 von Q;, daB eine gewisse Unterteilung Af von A, als 
Teilkomplex der Zerlegung 4 betrachtet werden kann. Der simplizialen 
Abbildung g von Q; in A, soll die Simplizialzerlegung 3 zugrunde gelegt 
werden. Es sei also a irgendein Eckpunkt von 3. Wir untersuchen in erster 
Linie den Fall, wo a gleichzeitig ein Eckpunkt von A} ist. In diesem Fall 
ist a ein innerer Punkt eines bestimmten (eventuell auch nulldimensionalen ) 
Simplex 7 von A,; als Bild von a@ soll ein Eckpunkt a’ von A, gewahlt 
werden, in den vermége der Projektion von A, auf A, irgendein Eckpunkt 
von T abgebildet wird; die iibrigen (also nicht zu A¥ gehérenden) Eckpunkte 
von 4 mégen in je einen der zu ihnen am nichsten liegenden Eckpunkte 
von A, abgebildet werden. Wie leicht ersichtlich, stimmt die so definierte 
Abbildung g auf den Komplex A, mit der Projektion von A, auf A, 
algebraisch iiberein**). Endlich kann von g noch vorausgesetzt werden, 
daB sie mittels einer stetigen Deformation innerhalb von Q, realisierbar sei. 
Man erhilt also folgende Homomorphismen: 


f,( B,) <8; 
(denn A, ist ja in Q; enthalten); 
(vermége der Abbildung g von Q; in A,); 

BB) CB, 
(denn Q; ist in Q, enthalten), 

a(B,)cB, 
(Projektion ). Dabei ist 
(4) f, fy (B;) = © (B;), 
(5) fy f.(B,) = 2(B,), 


so daB die Gruppen /;, B,, f;, B, wie folgt ineinander abgebildet werden: 
B;-— B,~— B; + B,. 

Wenn man dieses Verfahren mit i= 1 beginnt und immer weiter 

fortsetzt, erhalt man ohne Miihe eine Homomorphismenfolge, welche wegen 

(4) und (5) gewisse Teilfolgen der beiden Folgen £(B,, 2) und F(8,,, @) 


umfaBt. Somit sind die beiden letztgenannten Homomorphismenfolgen 
aiquivalent, w. z. b. w. 


®%) Beweis durch Induktionsschlu8 nach der Dimension der Elemente der Kom- 
plexe; vgl. z.B. Alexander, Trans. Amer. Math. Soc. 28. 
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Anhang I. 
Der Dualititssatz fiir stetige Komplexe. 


Es sei X ein (singularitatenfreier) stetiger Komplex im R". Man betrachte 
einen zu K homéomorphen Polyederkomplex Q in einem hinreichend hoch 
dimensionalen R”™. Da K und Q homéomorphe abgeschlossene Mengen 
sind, sind die zu den r-dimensionalen Zyklosen derselben dualen Gruppen, 
also auch die n — r — 1-te Bettische Gruppe von R"— K und die m—r — 1-te 
Bettische Gruppe von R”™— Q zueinander isomorph. Nun ist aber letztere 
Gruppe zur r-dimensionalen Bettischen Gruppe von Q (also auch zu der 
von K) isomorph. 

Mit anderen Worten: 

Wenn K C R” ein stetiger Komplex ist, so ist dien — r — 1-te Bettische 
Gruppe von R" — K zu der r-dimensionalen Bettischen Gruppe von K iso- 
morph. 

Um aus dieser Isomorphie die (auf Verschlingung) beruhende Primi- 
tivitat (Orthogonalitét)**) der beiden Gruppen abzuleiten, betrachte man 
eine Polyederumgebung V von K, die den folgenden beiden Bedingungen geniigt: 

a) jeder Zyklus von K, welcher in V homolog Null ist, ist es auch 
in K selbst; 

b) zu jedem Zyklus zc R"— K gibt es einen Zyklus z’¢ R"—V von 
der Eigenschaft, daB z~z’ in R"— K ist. 

Es sei ferner UC V eine solche Polyederumgebung von K, da es zu 
jedem Zyklus z CU einen Zyklus z’c K gibt derart, daB z ~2z’ in V ist. 

Wir bezeichnen mit B bzw. B’ die r-dimensionale Bettische Gruppe 
von K bzw. U, mit f bzw. p’ die n — r — 1-dimensionale Bettische Gruppe 
von R"— K bzw. R"—U. Wegen der Bedingung a) folgt aus AKC U eine 
tsomorphe Abbildung von B auf eine Untergruppe von B’, die wir ebenfalls 
mit B bezeichnen. Wir beweisen zunichst, daB im Falle u = 0 diese Unter- 
gruppe eine Untergruppe mit Division von B’ ist. Es sei in der Tat 
«CB, yCB’, x=ky, k +0; wir zeigen, daB auch yCB ist. Zu dem 
Zweck bezeichnen wir mit % bzw. 7 Zyklen in K bzw. U, die zu den Homo- 
logieklassen x bzw. y gehéren. Sodann gilt 


E~ky (in VD). 
Aus der Definition von U folgt, daB es einen Zyklus g’ in K gibt, 
der ~ 7 in V ist, so daB 
Z~ky’ (in V), 





®) Vgl. die Formulierung des Alexanderschen Dualititssatzes im engeren Sinne 
(Kap. II, II, § 5). 











202 L. Pontrjagin. 


also (wegen a)) 
Z~ky (in K) 

ist. Wenn wir mit y’ das durch den Zyklus 9’ erzeugte Element von B 
bezeichnen, so ist 2 = ky’; da aber andererseits x = ky und die Gruppe B’ 
frei ist, ist yy’, also yc B. 

Die Gruppen B’ und f’ sind zueinander primitiv (orthogonal), waihrend 
B und £ isomorph sind. Aus der Inklusion R"— Uc R"— K und der Be- 
dingung b) ergibt sich eine homomorphe Abbildung von f’ auf die ganze 
Gruppe 8. Den Kern dieses Homomorphismus bezeichnen wir etwa mit A 
und beweisen, daB A =(f’, B) ist. Zunachst ist klar, daB Ac(f’, B) ist, 
denn ein Zyklus von R"— K, der mit einem Zyklus von K verschlungen 
ist, kann in R"— K nicht homolog Null sein. A kann aber auch nicht 
eine echte Untergruppe von (f’,B) sein, denn sonst hitte die Gruppe 
B’| A~B (je nachdem « +0 oder = 0 ist) eine gréBere Ordnung baw. 
einen gréBeren Rang als die Gruppe ’|(f’, B) ~ B, was der Isomorphie 
zwischen f und B widersprechen wiirde. Somit ist A=(f’,B), und, da 
B ~ B’|(p’, B) ist, bilden B und £ ein primitives (orthogonales) Gruppen- 
paar, w. z. b. w. 


Anhang IL. 


Einordnung des Lefschetzschen Dualititssatzes fiir abgeschlossene 
Mengen in die Theorie des Kapitels III. *’) 


Definition I. Es sei F(V,, 2) eine inverse Homomorphismenfolge. 
Eine Folge 
(1) = ae 
wobei y, ein Element von V, ist, heiBt eine Kette, wenn fiir jedes n>k 


Tal Yn) = a. Yn 
und dabei ¢, eine positive ganze Zahl ist. 

Definition II. Ein System von Ketten heiBt linear unabhdngig, 
wenn die entsprechenden (d. h. die gleiche Nummer habenden) Elemente 
dieser Ketten, als Elemente der Gruppen, zu denen sie gehéren, betrachtet, 
in diesen Gruppen linear unabhingig sind. Wenn man in einer gegebenen 
Homomorphismenfolge beliebig viele untereinander unabhingige Ketten 
finden kann, sagen wir, da8 diese Homomorphismenfolge einen unendlichen 
Rang hat, sonst aber heiSt die Héchstzahl der in der Homomorphismen- 
folge vorkommenden unabhingigen Ketten der Rang derselben. Als Rang 


87) Wir betrachten nur den Fall, in dem M” ein verallgemeinerter Poincaréscher 
Raum ist; der Fall einer allgemeinen M” l48t sich in analoger Weise erledigen. 








ww ae 7 





———— 


ed 





ee eee 


oo ee 











Topologische Dualitatesitze. 208 


einer direkten Homomorphismenfolge soll der Rang ihrer Limesgruppe de- 
finiert werden. 

Die Einordnung des Lefschetzschen Satzes in unsere Theorie ist somit 
durch folgenden Satz gegeben: 

Zwei (modulo Null) orthogonale Homomorphismenfolgen haben den- 
selben Rang. 

Zunachst bemerken wir, daB dquivalente Homomorphismenfolgen den- 
selben Rang haben. Fiir direkte Homomorphismenfolgen folgt dies daraus, 
da8 aquivalente Folgen isomorphe Limesgruppen haben; was inverse Homo- 
morphismenfolgen betrifit, so folgt fiir diese unsere Behauptung aus der 
analogen Behauptung fiir zwei Folgen, von denen die erste eine Teilfolge 
der zweiten ist; fiir diesen Spezialfall la8t sich aber die Behauptung sofort 
begriinden. . 

Wir nennen jetzt eine inverse Homomorphismenfolge voll, falls bei 
jedem n die einzige Untergruppe mit Division von V,, welche 2,(V,,,) 
enthalt, die Gruppe V,, selbst ist. 

Wenn £(V,, 2) eine volle Homomorphismenfolge und a, irgendein 
freies Element von V, ist, so gibt es ein Element a,,, von V,,,, so daB 
7,(@,,,)=ta, bei passend gewahltem ganzzahligem ¢ + 0 ist. Das heibt 
aber, da8 man zu jedem freien Element a, einer beliebigen Gruppe V,, aus 
F(V,,) mindestens eine Kette finden kann, die mit a, beginnt. Wenn 
man ferner ein System von linear-unabhangigen Elementen aj, a,,..., a5 
von V, hat, so sind die in ihnen beginnenden Ketten offenbar auch linear 
unabhangig. Daraus folgt, daB der Rang einer vollen Homomorphismen- 
folge gleich der endlichen oder unendlichen oberen Grenze der Range der 
einzelnen Gruppen V,, ist. 

Jetzt beweisen wir die folgenden beiden Hilfssiitze. 

Hilfssatz I. Zu jeder inversen Homomorphismenfolge F(V,, x) gibt 
es eine mit thr dquivalente volle Homomorphismenfolge. 

Es sei in der Tat V,, die kleinste Untergruppe mit Division von V,, 
welche x, **V,,, enthialt. Wenn k wichst, kann V,, nur abnehmen; unter 
den V,,, (n fest!) existiert infolgedessen (V, hat ja endlichviele Erzeugende) 
eine kleinste Untergruppe, und diese soll V;, heiBen. Man setze jetzt V,.—V,, 
also auch V;,=V; und nehme an, V,, (also auch V;,,) ware bereits gefunden. 
V,, ist definitionsgem&8 die kleinste unter den Gruppen V,,,, ist also eine 
bestimmte Gruppe V,,,. Wir setzen V,,,,—V,,». Fiir jedes h > 641 ist 
V;, die kleinste Untergruppe mit Division von V,,, welche 2) V, oder auch 
nur 2; V, enthalt. Daraus folgt, daB 


~ a ea 


& 8 s 
Sie Mind Sse, Mes ose 


(2) 
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eine volle Homomorphismenfolge ist. Man kann aber auch in 
(3) Se ee eS I ee 


eine Homomorphismenfolge erklaren, indem man V,, in V;,_, mittels der 
Abbildungen 2;*_, und _& in V,, mittels der identischen Abbildung abbildet. 
Die Folge (3) umfaBt (2) und die Teilfolge V,,, V,,, ..., Vs, --. der ur- 
spriinglich gegebenen Folge F(V,, 2), also ist (2) mit £(V,,) aquivalent, 
womit der Hilfssatz I bewiesen ist. 

Hilfssatz Il. Wenn £(V,, 2) eine volle und £(U,, p) eine zu F(V,, 2) 
orthogonale Homomorphismenfolge ist, so sind die Homomorphismen 
lauter Isomorphismen. 

Es sei in der Tat a ein von Null verschiedenes Element von U,, das 
vermége q, auf das Nullelement von U,., abgebildet ist. Infolge der 
Orthogonalitat des Gruppenpaares U,,V, gibt es ein Element b von V, 
derart, dab ab+0 ist; da F(V,, 2) voll ist, existiert ein b’CV,,,, 80 
daB x,(b’) =tb (mit t>0) ist. Nun hat man aber ¢,(a)b’=az,(b’) 
=tab+0, folglich auch y,(a) +0; durch diesen Widerspruch ist Hilfs- 
satz II bewiesen. 

Wenn man jetzt zwei orthogonale Homomorphismenfolgen £ und £ 
hat, so ersetze man sie zunachst durch zwei ebenfalls orthogonale Folgen 
f, und £,, die zu £ bzw. £ aquivalent sind, von denen die erste eine volle 
Homomorphismenfolge, die zweite also eine dicekte Isomorphismenfolge ist. 
Der Rang einer Isomorphismenfolge ist offenbar gleich der oberen Grenze 
der Range der betreffenden Gruppen; da das analoge auch von vollen 
Homomorphismenfolgen gilt und die einander entsprechenden Gruppen der 
beiden Folgen orthogonal, also isomorph sind, haben die beiden Folgen den- 
selben Rang, w. z. b. w. 


Anhang III. 


Beispiel einer Kurve im R*, deren Komplementirraum eine beliebige 
abzihibare Abelsche Gruppe ohne Elemente endlicher Ordnung 
als erste Bettische Gruppe hat. 


U sei eine beliebige Abelsche Gruppe, welche aus abzihlbarvielen 


freien Elementen a,,a@,,...,4@,,... besteht; U, sei die von a,, a,,..., 4, 
erzeugte Untergruppe von U. Da U, Untergruppe von U,,,, ist, liegt ein 


Homomorphismus gy, von U, in U,,, und somit eine direkte Homomor- 
phismenfolge £(U,,~) vor. Die entsprechende Limesgruppe ist, wie leicht 
ersichtlich, zu U isomorph. : 

Da U, eine freie Gruppe mit endlichvielen Erzeugenden ist, so existiert 
eine zu U, orthogonale Gruppe V, und folglich eine zu £(U,, qq) ortho- 
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gonale (inverse) Homomorphismenfolge F(V,, x). Wenn ©, t2,..., 22" ein 
System von freien Erzeugenden der Gruppe V,, ist, so ist (bei passend ge- 
wahlten ganzzahligen ,c}) 

(1) Nn(2n+1) = wl} La. 

Es sei jetzt K, der Streckenkomplex, den man erhalt, wenn man die 
Eckpunkte eines «,-Ecks alle untereinander identifiziert. Wir bezeichnen 
mit z},2;,..., 72" das in der einfachsten Weise gewahlte System von ein- 
dimensionalen Zyklen von X,, die eine eindimensionale Basis dieses Kom- 
plexes bilden. Es la8t sich nun leicht eine stetige Abbildung f, von K 
in K, angeben, bei der 


n+1 


fn(@n41) =~ ne} 2 

ist. Man bette jetzt K, als einen singularitétenfreien polygonalen Strecken- 
komplex in den R* ein und wihle eine solche Polyederumgebung Q, von K,, 
daB jeder Zyklus von Q, dortselbst einem Zyklus von K, homolog ist und 
dadurch eine Isomorphie zwischen den Bettischen Gruppen von K, und Q, 
erreicht wird. Das Bild f,(K,) von K, liegt auf K,, und man kann durch 
eine beliebig kleine Abanderung von f, diese Abbildung in eine solche iiber- 
fiihren, welche K, auf einen in Q, singularitatenfrei gelegenen, zu K, homéo- 
morphen polygonalen Komplex A, abbildet. Man wihle jetzt eine in Q, 
enthaltene Polyederumgebung Q, von K, derart, daB jeder in Q, gelegene 
Zyklus dortselbst einem Zyklus von A, homolog ist und die Bettischen 
Gruppen von Q, und K, isomorph sind, und setze dieses Verfahren fort. 
Es entsteht dabei eine Folge von ineinander geschachtelten zusammen- 
hingenden Polyederbereichen Q,, Q,, .--, Q,,---, die so gewahlt werden 
konnten, daB ihr Durchschnitt eine Kurve F ist. Dabei wird die Bettische 
Gruppe von Q,,, in die von Q, gemaS den Formeln (1) homomorph ab- 
gebildet. Die zu der so entstehenden inversen Homomorphismenfolge duale 
Gruppe (die mit der zur Zyklosis von F dualen Gruppe iibereinstimmt) 
ist offenbar die Gruppe U, welche somit zu der ersten Bettischen Gruppe 
von R* — F isomorph ist. 

Es mége zum Schlu8 noch bemerkt werden, daB schon die Menge der 
aus abzahlbarvielen freien Elementen bestehenden, im Sinne der Isomorphie 
voneinander paarweise verschiedenen Abelschen Gruppen vom Range 1 die 
Machtigkeit des Kontinuums hat. Man sieht hieraus, in wie hohem Mabe 
der Satz von der Invarianz der Bettischen Gruppen inhaltsreicher ist als 
der Invarianzsatz fiir die Bettischen Zahlen. 


(Eingegangen am 24. 12. 1930.) 











Darstellung der eigentlich-automorphen Formen 
(—2)-ter Dimension durch eine Art Poincaréscher 
Reihen bei gewissen Grenzkreisgruppen. 


Von 


Hans Petersson in Hamburg. 


In der vorliegenden Arbeit handelt es sich um den Nachweis, daf 
sich jede eigentlich-automorphe Form von der Dimension —2, welche zur 
Hauptkongruenzuntergruppe N-ter Stufe '(N) gehért, aus gewissen, den 
Poincaréschen Reihen nahe verwandten Ausdriicken linear zusammensetzen 
1a8t. Die zum Beweise dieses Darstellungssatzes benutzte Methode basiert 
auf dem Ritterschen Ansatz, mit dem das entsprechende Problem bei all- 
gemeinen automorphen Formen einer jeden reellen Dimension < —2 gelést 
werden kann*). Wahrend aber bei diesem letzteren allgemeinen Problem 
simtliche in Betracht kommenden Reihen absolut konvergieren, sind die 
Poincaréschen Reihen (—2)-ter Dimension bei Grenzkreisgruppen nicht 
mehr absolut konvergent, eignen sich also auch nicht zur Bildung von 
automorphen Formen. Will man den Ansatz der Poincaréschen Reihen 
wenigstens im Prinzip beibehalten, so ist man genétigt, ein ganz neues 
Element in die Theorie einzufiihren, mit dessen Hilfe man die Frage nach 
dem Verhalten der Reihe bei Ausiibung linearer Substitutionen auf den Fall 
absoluter Konvergenz zuriickfiihrt; es zeigt sich, daB ein von Herrn Hecke 
schon 6fters mit groBem Erfolg angewendeter Gedanke*), sinngem&B iiber- 
tragen, auch hier zum Ziel fiihrt. Das vorliegende Konstruktionverfahren 
fiir die Integranden der Abelschen Integrale der Kongruenzgruppen stellt 
somit eine Synthese zwischen den allgemeinen Methoden der Theorie der 


*) Vgl. meine Arbeit in den Mathematischen Annalen 108, S. 369, im folgenden 
zitiert mit A; siehe auch die iibrige dort zitierte Literatur. 

*) E. Hecke, a) Analytische Funktionen und algebraische Zahlen Il, Hamb. 
Abh. 3, 8. 213, § 3. b) Darstellung von Khassenzahlen als Perioden von Integralen 
dritter Gattung, Hamb. Abh. 4, 8.211, § 3. c) Theorie der Eisensteinschen Reihen 
héherer Stufe usw., Hamb. Abh. 5, 8. 199, § 2. 
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automorphen Funktionen einerseits und der Anwendung des erwahnten 
Heckeschen Prinzips andrerseits dar; die Anwendbarkeit dieses Prinzips auf 
automorphe Formen erfordert die genaue Kenntnis des arithmetischen 
Bildungsgesetzes, welches die Substitutionskoeffizienten der betreffenden 
Gruppe befolgen. 

Bekanntlich ist die Existenz der Funktionen bzw. Formen, welche in 
dieser Arbeit konstruiert werden, durch die allgemeine Funktionentheorie 
bereits gesichert. Das Gewicht der folgenden Untersuchung liegt demnach 
durchaus auf der Behandlung der Darstellungsfrage; diese ist allgemein fiir 
die Theorie der elliptischen Modulfunktionen von zentraler Bedeutung, da 
man auf dem Wege iiber die Darstellung der Abelschen Integrale auch 
Darstellungen ihrer Perioden erhalt. In der Einleitung zu seiner Arbeit *) c) 
weist Herr Hecke iiberdies auf den Zusammenhang hin, welcher zwischen 
der Theorie der quaterniren quadratischen Formen und den Integranden 
erster Gattung besteht, und erwahnt bei dieser Gelegenheit, daB man ver- 
suchen kénne, die Integrale erster Gattung mit den Hilfsmitteln der all- 
gemeinen Theorie der automorphen Formen zu konstruieren. In der vor- 
liegenden Arbeit ist, wie ich glaube, der erste Schritt in dieser Richtung 
getan; man erhalt wenigstens den Satz, daB gewisse analytische Ausdriicke 
von der Gestalt der Poincaré-Reihen alle Integranden erster Gattung dar- 
stellen. 

Zur Durchfiihrung des Beweises bedarf es erheblicher und teilweise 
etwas uniibersichtlicher Rechnungen. Es sei deshalb gestattet, den spiteren 
Uberlegungen in diesem einleitenden Abschnitt eine kurze Zusammenfassung 
des Beweisganges voranzustellen. 

Um das vorgelegte Problem unter den genannten Gesichtspunkten an- 
greifen zu kénnen, hat man von den Reihen 





tat 
G_,(8;t;4,N;R)= > ale 
Mesa) (MF +My)” | m, ++ m, | 
auszugehen, in denen iiber ein volles System von Matrizen M aus der 
Nebengruppe AI'(N)<I'(1) mit verschiedenen zweiten Zeilen {m,, m,} 
summiert wird. R(z) ist eine rationale Funktion von z ohne Pole auf dem 
Einheitskreis. Die Reihe G_, ist in jedem abgeschlossenen polfreien Gebiet 
der oberen t- Halbebene gleichmaBig absolut konvergent, sobald o = Re s > 0; 
es bestehen dann die Beziehungen 


(1) G_,(s8; Lt; A,N; R)= (yt +6)*|ye+ 6|°G_,(8;1; A,N; BR), 
(Il) G_,(s; St; A,N; R) =(er+d)*|\cr+d|’G_,(8;t; AS, N; BR), 


wo L=(° SP), s-(° 2)< PO): 
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Nun ist G_,=— G_,(s) eine im Gebiete Rie s > 0 regulare analytische 
Funktion von s; wenn es gelingt, zu zeigen, daB G_,(s) in die Umgebung 
des Punktes s=0 fortsetzbar und bei s=0 regular ist, so folgt aus 
Gleichung (1), daB G_,(0;17; A, N; R) die Invarianzeigenschaft einer Modul- 
form N-ter Stufe von der Dimension —2 besitzt. Da8 dieser 0-Wert eine 
analytische Funktion von 1 darstellt, welche zudem, gemessen in der Orts- 
uniformisierenden, iiberall meromorph ist, trifft, wie aus funktionentheore- 
tischen Betrachtungen sofort ersichtlich, keineswegs fiir jede Wahl von R 
zu. Die Ausfiihrungen des § 1 ergeben aber zunichst die Fortsetzbarkeit 
aller Funktionen G_,(s) bis zur Geraden o = —j} und liefern ferner den 
Satz, daB die 0-Werte G_,(0), von den angedeuteten Ausnahmen abge- 
sehen, wirklich meromorphe analytische Funktionen von t sind. 

Zur analytischen Fortsetzung der Funktion G_,(s) und zur Unter- 
suchung des Verhaltens ihres 0-Wertes als Funktion von rt dient eine Art 
Fourierentwicklung, welche die aus (1) zu ersehende Invarianz gegeniiber 
der Substitution t—+1t-+ N in Evidenz setzt. Man erhalt diese Entwicklung 
am iibersichtlichsten, wenn man die Summe G_,(s) in drei Teile zerlegt, 
deren erster die Glieder mit |m,|< 7 umfabt, wo T7>0 und so grof, 
daB alle Unendlichkeitsstellen der Funktion G_,, soweit sie einem gegebenen 
abgeschlossenen Teilgebiet 8 der oberen 1t-Halbebene angehéren, von diesen 
Gliedern mit | m,| < 7 geliefert werden. Die restliche Summe der Glieder 
mit |m,|> 7 wird gemaB der Zerspaltung 

My 1 


nS we Mn(*S), 40, 


™, m, (m,t + m,)’ ™, m, ) 





Re ¥) — ale) + Qu(s; R) 


nochmals zerlegt. Bezeichnet man die drei Summanden von G_, in der eben 
angedeuteten Reihenfolge mit H,, H,, H,, so ist offenbar H, fiir o > —1 
regular; von H, gilt das gleiche, da H, fiir + auf 8 durch 


7 1 
Konst. » mete] 
majorisiert wird. Die Fortsetzung von H, bildet die eigentliche Schwierig- 
keit. Die Fourierkoeffizienten von H, erscheinen als Dirichletreihen, deren 
Koeffizienten mit den Kloostermanschen Summen zusammenhangen, und 
erst eine nicht-triviale Abschitzung dieser Summen gestattet den Nachweis 
der Fortsetzbarkeit von H, bis zur Geraden o = —}. 

Damit ist eine vollstandige Einsicht in den Charakter des Verhaltens 
der 0-Werte G_,(0;1;A,N;#) als Funktionen von +t erméglicht. Im 
nun folgenden § 2 werden die notwendigen Vorbereitungen zur Anwendung 
des Ritterschen Verfahrens getroffen. Es wird insbesondere gezeigt, dab 
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sich auf Grund dieses Verfahrens ein zu dem in A auseinandergesetzten 
véllig analoger Beweis unseres Darstellungssatzes erbringen laBt, wenn noch 
folgendes bekannt ist: Es sei w eine komplexe Variable mit positivem 
Imaginarteil und 


Dann wird |G_,(0;1;A,N;R)| héchstens wie eine Potenz von || 
unendlich, wenn Sma-—+-+ oo strebt. 

Der Beweis dieser Abschitzung liefert also auf dem iiblichen Wege die Aus- 
sage, daB diejenigen Linearkombinationen der Funktionen G_,(0; 1; A, N; R), 
welche ganz sind und in allen Spitzen verschwinden, alle Integranden 
erster Gattung darstellen. Im Vergleich zu den vorangehenden Ergebnissen 
handelt es sich hier um eine ungleich tiefere Einsicht iiber die lineare 
Schar der aus den G_,(0) erzeugten Modulformen, und es ist dem- 
entsprechend der Beweis jener Abschitzung der bei weitem schwierigste 
Teil der ganzen Untersuchung. Dabei zeigt sich, daB die Reihen G_,(0) 
in ihrer urspriinglichen Gestalt keinen Angrifispunkt fiir dieses Problem 
bieten. Schon bei dem Ritterschen Ansatz spielt ein Parameter w, der 
bewegliche Pol der Reihen G_,(0), von dem diese analytisch abhingen, 
eine entscheidende Rolle, obgleich im Endresultat natiirlich nur endlich 
viele Parameterwerte @ auftreten. Es erweist sich hier nun als notwendig, 
neben s und w noch zwei weitere Parameter s’ und v einzufiihren, so daB 
insgesamt eine Funktion von fiinf komplexen Variablen ®(s, 8’; 1; w, v; A) 
zu betrachten ist, deren Studium schlieBlich zu einem Beweis der fraglichen 
Abschatzung fiihrt. Im folgenden méchte ich kurz andeuten, wie man bei 
dem vorliegenden Problem zur Betrachtung einer Funktion von fiinf kom- 
plexen Variablen gelangt, wie also letzten Endes durch Heranziehung von 
vier komplexen Hilfsvariablen entschieden werden kann, daB gewisse Linear- 
kombinationen der Reihen G_,(0) p linear unabhangige Integranden erster 
Gattung in der einen komplexen Variablen 1 liefern. 


Die Bestatigung der genannten Abschitzung ist nach § 1 fast trivial, 

; a b 

wenn A die Gestalt (* d 

allgemeinen Fall durch eine Art Transformation auf diesen zuriickzufiihren. 

Zu diesem Zwecke hat man zunichst das Auftreten der Variablen in 

dem Ausdruck G_,(s;7;A,N;R) zu linearisieren. Das geschieht durch 
Heranziehung der Hilfsfunktion 


) hat. Es liegt daher nahe, zu versuchen, den 


1 


(z+n)|0+n|* 


(o’'=Res’>0, Jmd+0), 


M3 


p(s';2, 0) = 


a=-c 
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als deren Wert fiir s’=0 sich 
y(0;2,0)=ati+2nt 
ergibt. Fiihrt man also die Funktion 


et ttz 1 


1 
®(s8, 8’; t; @,,0; A) = ; . “ 
MCAT UN) (™ t+ m,)* | m, e+ m, |* (Mr — a) | Mr —v| 





ein, wo @,= Aw, und v eine Hilfsvariable mit YJmv > 0 bezeichnet, so 
ist fir Res > 0 


@(8,0; 1; w,, v; A) 
(IIT) 


. 5 . ont 42 
= 55 G_,(8;; 4, N31) + "se ad G_,(8;t; A, N; R). 


Danach ergibt sich analog wie oben das Problem, die Funktion ® = ®(s, 8’) 
iiber die Geraden o=0, o’=0 fortzusetzen. Ein kompliziertes Approxi- 
mationsverfahren, bei dem unter anderem auch die Uberlegungen von §1 
nochmals angewendet werden miissen, liefert als Resultat, daB ®(s, 8’) fiir 
o>-—j, o’>-—1 regular ist, und da daher die Gleichung (III) fir 
alle s mit o >—} statthat. 

Die gesuchte Transformationsformel wird zuniichst fiir die Funktion 
®(s,8;t;,v;A), wo also s’=<s gesetzt ist, unter der Bedingung o > 0 
hergeleitet. Sie hat die Gestalt 


®(s,8;1t; Aw, Av; A) =|a,v+a,|"{O(s, 8;t; w, v; J) — P(8; 1; v, A)}, 

wo A= (* x) , i= (5 =. Hier erweist sich der Ausdruck (8; 1; v, A) 
1 

als von w unabhangig. Diese Tatsache entscheidet iiber die Giiltigkeit der 

fraglichen Abschatzung dahin, daB |G_,(0;1;A,N; R)| sogar beschrankt 

bleibt, wenn Ym w— + oo. 

Wenn man an Hand der folgenden ausfiihrlicheren Darstellung des 
hier skizzierten Verfahrens festzustellen versucht, inwieweit sich dieses auf 
beliebige Grenzkreisgruppen mit parabolischen Substitutionen und endlich 
vielen Erzeugenden iibertragen laBt, so erkennt man, daB es im wesent- 
lichen nur die Entwicklungen des §1 sind, die eine solche Ubertragung 
wenigstens vorlaufig nicht gestatten. Offenbar liegt das daran, daS man 
infolge vélliger Unkenntnis des Koeffizientengesetzes der Grenzkreisgruppen 
auBerstande ist, nicht-triviale Abschatzungen fiir die den Kloostermanschen 
entsprechenden Summen herzuleiten. Auch bei den allgemeinen Untergruppen 
der Modulgruppe, die nicht gerade Kongruenzgruppen sind, lat sich iiber 
diese Frage nicht das geringste aussagen. Zwar ware bei einer Ubertragung 
auf allgemeinere Untergruppen die in dieser Arbeit benutzte Voraussetzung, 
daB die betreffende Untergruppe Normalteiler der Modulgruppe ist, restlos 
entbehrlich. Dariiber hinaus kann man aber nur folgendes behaupten: Die 
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in dieser Arbeit entwickelte Theorie iibertrigt sich ohne weiteres auf die- 
jenigen Untergruppen der Modulgruppe, bei denen die den Kloostermanschen 
Summen W,,,(n; R,) entsprechenden Ausdriicke eine Abschitzung der Form 
O(|m,|*) mit einem festen 4 < 1 gestatten. — Mit Riicksicht auf die Még- 
lichkeit einer Ubertragung sind im folgenden Text die an das Auftreten 
elliptischer Fixpunkte ankniipfenden Erérterungen allgemein gehalten. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 
Es bezeichne 
N eine natiirliche Zahl, 
I'(N) die Hauptkongruenzuntergruppe N-ter Stufe, d.i. die multi- 


plikative Gruppe der Matrizen L = (° 4 mit ganzen rationalen a, f, y, 6 
und «d — fy=1, 
w= (74) (0 1) = Zeman, 


t eine komplexe Variable mit §mr> 0, 
=, das Innere der oberen 1-Halbebene, 
% einen abgeschlossenen Teilbereich von 9, 


B die Halbebene §mt>7, wo 7>O und so klein, dab BCB, 
A= (% *s) eine Matrix aus I"(1), 
a, a, 
R(z) eine rationale Funktion der komplexen Variablen z, die auf dem 
z-Einheitskreis regular ist, 


8=o-+t eine komplexe Variable, o = Res, 


M die Zeile {m,,m,}, wenn u—(™ ms) , 
m, M, 
©(A) ein vollstindiges System von Matrizen aus AI'(N) derart, dab 
fiir zwei Elemente M, M’ aus ©(A) niemals M=M’, d.h. M’=U"*M 


mit U = (6 ) und ganzem rationalem A zutrifft, F 
2xi1— 


@ einen Punkt von 9, q eine komplexe Zahl und g=e ~~, falls 
lg{<1. 


Vorbemerkungen. 
i. Die Reihe 


a(°r) 
(1) G_,(8;1;A,N; R) = F : 
Mee a)(™ * + M)* | me + my 
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enthalt nur endlich viele Glieder, welche auf 8 nicht beschrankt sind. 
Der Rest konvergiert absolut gleichmaBig auf 8 und fiir o>6, 6>0. 


2. Der Wert der Reihe G_,(s;1;A,N; R) ist von der Auswahl des 
Systems ©(A) unabhingig. Es gilt in jedem polfreien Teilbereich von 
fir «>0, 


age * ‘) cr(N), s-(° *)< r(1) 
und ganzes rationales h: 
(2) G_,(s;L1; A, N; R) =(yt+ 5)*|yt+4|"G_,(8;1; A, N; R), 
(3) G_,(8; St; A, N; R)=(er+d)*|\cr+d|"G_,(s;1; AS, N; R), 
(4) G_,(s;1; +U"A, N; R) =G_,(8;1; A, N; R*), 





, h 
wo R*(z) = Rie * z). 
3. Man erhilt ein vollstindiges System S(A) in folgender Weise: 
Es durchlaufe m, die samtlichen ganzen rationalen Zahlen m,=a,(N), 
und zu vorgegebenem m,+0 durchlaufe j irgendein vollstandiges Rest- 
system mod|m,N| mit den Nebenbedingungen 


(j,m,)=1, j=a,(N); 


fiir m,—0 durchlaufe j alle Zahlen, die der vorstehenden Bedingung 
geniigen. Zu jedem solchen Paar {m,,j} ermittle man ein beliebiges, aber 


festes Paar {h, k}, so daB ts 7) = M,  AI(N). Dann ist 
1 

(5) © (A) = ys M,U’* 4. D M,, 
aie m,=0 


wo die zweite Summe fehit, wenn a,=:0(N). h ist mod|m,N| durch 
die Kongruenzen 
(6) hj=1+m,a,(m,N), h=a,(N) 
eindeutig fixiert. 
4. Es geniigt, die Untersuchung fiir die Funktionen 


1 
(z—q)? 





R(z)=2' und R(z)= 


durchzufiihren, wo » und g ganz rational, g>0, g+0, |q| +1. Der 

Fall » = 0 ist zudem bereits von Herrn Hecke erledigt worden*) c); wir 

setzen daher » +() voraus. Ferner werde angenommen, dab 
l'—igilax 


fiir ein festes x mit 0<x<1. 









} 
' 
' 
' 
' 











Konstanten C,, C,, ... 
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Aufspaliung der Reithe G_, in drei Teile. 
Die bei den folgenden Abschatzungen dieses Paragraphen auftretenden 
hangen, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes 


gesagt wird, nur von 7,» bzw. von 7, x,g ab. 














| Es sei M—(™* ™)<r(), m,+0. Man erhalt 
m, ™, 
. Mr .¥ y 
Bes Jim imeem p 
wo gleichmaBig auf $ und fiir alle M mit m,+0 
1 
| Qu(r)| SC, ama: 
Ebenso wird 
1 mae 1 a 
atm fhe = — r 1—Z)? 
(’ ¥ _) (’ ‘Wm _¢) ae 
mit 
—2xt 


Die Abschatzung 
IZ|\< 





1 —e* mlm t+m,) 





» Me 
ico 
1 1 CG 1 
ar tara SF m? Jmt 


zeigt, daB man ein positives 7 finden kann, so dab 
1 
Zigzag 


fiir |m,|>T, «cB, \1—|9||>*. T hangt dabei nur von » und x ab. 


Danach ergibt sich 





1 
ys 
.*” 


( 


mit 
Wir setzen 


und schreiben 


Rle 
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; P Qxi 
-) (e 
1 
|Qxe(#3 9) Ol term)! 
gleichmaBig fiir |m,| > 7, fir + auf 8 und fir \1—|g||>~. 


Mr 
'v 


1 
“7s,_.) 


6 + Qu (t; 9) 


1 


R(z)=2" oder R(z)= aa 
T=0 


z—q)*’ 


fir R(z)=2’ 


rom) Qu(t; R), 


“Fm + Qu(t) ; 
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sobald |m,|> 7. Dann gilt gleichmaBig fiir |m,|> 7, fiir + auf B und 
fiir | 1—|q| =x die Abschitzung 

; Sy Bie elie 

(7) [Qu(t; R)| SO, atm) |" 

Nunmehr zerlegen wir die Reihe G_, in der folgenden Weise: 


G_,(8; 1; A, N; R) = H,(8;1) + H,(8;t) + H,(8;1), 








wo 
(2="y ) 
R\e <6 
H, (85) = acer 
Mce(A) (™t + m,)”| m+ m, | 
jm, |ST 
. Me 
22i—— 
rile m3) 
H,(8;1t) = —$$<_——__/_ , 
2\ 2 ' \s 
Mcz(a)(™t +m)" | mt +m, | 
m,\> 
| (rt; R) 
Bat)— 5 eG —.. 
McE(a) (ME + My)” | MF + My | 
|m,|>T 


Untersuchung von H, und H,. 


Die Ausdriicke H,(s;t) und H,(s;1t) sind als Funktionen von s fiir 
o > —1 regular. Ihre Werte fiir s 0 sind analytische Funktionen von r. 
H,(0;1) ist in 8 regular; H,(0;r) ist dagegen dann und nur dann in B 
regular, wenn R(z) =z" oder R(z) = ara \qg|>1. Im anderen Falle 
Aw 
sei wie eingangs q=e ® ; aus der Abschitzung (7) entnimmt man, 
daB H,(0;1), was das Verhalten in % betrifft, in den simtlichen Punkten 
Low, LCI(N), soweit sie in  liegen, je einen Pol von der Ordnung g 
besitzt, falls nicht gerade q elliptischer Fixpunkt der Gruppe I"(N) ist. 
In diesem Falle kann die Ordnung des Poles sich erniedrigen. Genau wie 
in A, 8. 387, 388 erkennt man: Wenn es iiberhaupt eine Modulform der 
betreffenden Untergruppe von der Dimension —2 gibt, die in der ellipti- 
schen Ecke ¢ einen Pol g-ter Ordnung (gemessen in 1 — e) besitzt, so gibt 
es auch eine Reihe G_,, deren H,(s;1) das gleiche tut. 
Man bestitigt leicht, daB 


H,(s;U"t)=H,(s;t), H,(s;U%r) = H,(s;1). 
H,(9;1) verschwindet in der Spitze oo, H,(0;1r) im allgemeinen auch. 


Wenn dagegen eine Matrix +U"¢ G(A), so gilt eine Entwicklung 


ttm 
221i > 


H,(0;r) = R(e" ¥) + gle"), 
wo $(t) bei ¢=0 regulir und (0) = 0 ist. 
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Wir untersuchen schlieBlich das Verhalten von H,(0; 1) und H,(0;r) 
bei festem + fiir R(z) = ana \q|<1, wenn unter Vermeidung der 


Pole von H,(0;1) gegen den Punkt A~*co strebt. Wegen der gleich- 
maBigen Konvergenz sind H,(0;r) und H,(0;r) regular in g, sobald 
ig; <1—-x. Thre Werte fiir g = 0 erhilt man, indem man 


R(z)=2-* in H,(0;1), 


-2xi 2 +22ig— - 
= y Nm,(m,t+m 
{, a( el _ 1) Qu t3, 


Qy(t; Rk) =e — 
eintrigt. Ubrigens ist fiir m,+ 0 und fiir zt auf $ 


~e2tg Mf") 


¥) in H, (0; r) 























Ga We = — Se fe 
|m,t+m,|* ~ m23mt > y 
daher 
221 me 
e ~ . awe 
| ot 
also ist |e ~ —q| zuletzt nach unten beschrankt, wenn q—0. 


Die Fourierentwicklung von H,(s; 1). 


Man gewinnt fiir H,(s;1) zunichst die folgende Darstellung: 


* 2 
H,(s;:)=N-*-* S' — ae. : ( 24m) F(+ oo 


12+ N m, N/’ 
m, = an im | jmodm,N my 
m,|>T (j, m,)=1, j=ea,(N) 

wo 

+o 
; “y 1 
P(e) 3. een, Se He. 


moe (@+m)*|o+m|* 


und h mit j durch die Kongruenzen (6) verkniipft ist. Die Fourierentwick- 
lung der Funktion F(@) hat die Gestalt 


+o 


Fle) = . By yA, (83 @), 


¢o ae 
(8; o)= , 
} (o+2)* loa]? 


iS 


fg f T 
Pir + aly) = SoA (0 9). 


n= — co 





woraus 





Uber die einzelnen Funktionen A, (s; ¥) ersieht man, da erstlich 
A, ( 8; v) eine fiir o > —1 regulaére Funktion von s ist, die iiberdies fiir 


15* 
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o> —1+46,4>0 und r in § gleichmaBig beschrankt ist und im Punkte 
¢=0 verschwindet. Fiir n+ 0 la8t sich mit den iiblichen Methoden’) 
eine auf $ und fiir |s| << K gleichmaBige Abschitzung 


—elnl 





A, (s; ¥)| < O,e 
beweisen, wo K eine beliebige, aber feste positive Zahl sein kann, ¢ eine 
numerische, C, eine nur von § und K abhingige Konstante bezeichnet. 
Der Wert A, (0 ) ist eine analytische Funktion von t, namlich 


t 


'¥ 
A, (0; 37) =9, wenn ni, 


tni—n 
A, (0; 47) = —42*ne ¥, wenn n>0. 


Hieraus ergibt sich fiir o >0 die Fourierentwicklung 
+@ . 
(8) H,(#;t)=N-*-* S D,(9; B) 4, (8; 37); 
in der 


D,(;R)= 3) Wa ®) 


ats? 
m, =a, (N) | m, | 4 


|\m|> 7 
(9) wt—te\ 20st 
Wm, (n; R) = a Rle mm) 7. 
jmodm,¥ 


(j, m,)=1, j=a,(N) 


Fortsetzung der Funktion H,(8;1) bis zur Geraden o = —}. 

Die Dirichletreihen D,(#; R) sind ersichtlich im Gebiete o >0 absolut 
konvergent und gleichmaBig beschrankt fiir alle n und, falls R(z) = Gu 
alle g mit \1 —|q| | = x (bei festem » bzw. g). Um die Funktionen D, (8; R) 
fortzusetzen, bemerken wir zuniachst, da3 

A= = “)- U"AU™ 
a, as 
durch geeignete Wahl der ganzen Zahlen »,, y, die Eigenschaft 
(a9, N) = (a3, V) =1 
erhalt. Die zugehérige Umsetzung der Reihe H,(s; 1) ist 


H,(s;t) = N-*~* x D,,(8; R) ee (s; ), 


5 mmm Ee 


*) E. Hecke, loc. cit. *) a). 
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wo - Re 
2212 aap Jt) ® -tnt2) anim 
Wa,(n;R)e * = - e ~. RI ok th ) 
jmodm,N 
G,m,)=1, j=a,(¥) 
Ist hier h so gewahit, daB 
hk 
= .|CAT(N), 
‘ Mo * i)< ) 
so wird 
Q ,’ , : 
M,= oo" = (1 VATS) 


mit h’'= h +, m,,j’=j +%,m,, also 
h’=af(N), j’=aj(N), h'j’=1+-m,a;(m,N). 
Die Kongruenzen 
h’j’= 1+ m,aj(m,N), j= af(N) 
h’j'=1+ m,a3(m,N), h’= a5(N) 
sind bei festem m, = a,(N) nunmehr gleichbedeutend. Uberdies ist 


und 


.¥*, 


-2nit 


Rie Pry " R(z) fir R(z)=2’, 


—enit ‘2 


R (, - .) =e ue R, (z), 
R, (2) =——— 


(aan. 
Wir setzen also in diesem Abschnitt voraus, dab 
(ay, N) = (a4, N) =1. 
Ferner sei 1+ m,a,= im, j=jm(m,N). Zwischen j und h besteht die 
Kongruenz j-h =1(m,N). Hier wird fiir R(z) = R,(z) =2” 
Wn, (nsR,)—= iano 


h mod m,N 
(h,m,)=1, h=a,(¥) 


Rechts steht eine der Kloostermanschen Summen, die neuerdings von den 
verschiedensten Autoren untersucht worden sind. In der Estermannschen ‘) 
Bezeichnung ergibt sich die Ungleichung 
N 
| Won (5 B,)| <a? (LAE) |, W|*(», | m,W|)*, 


(¥, | m, ¥}) 


*) Th. Estermann, Vereinfachter Beweis eines Satzes von Kloosterman, Ham- 
burger Abh. 7, 8. 82. 





_ 1 
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die wir in der Form 
(10) W,,,(n; R,) = O(| m,|i** | »| 4) 

schreiben, wo das Zeichen O gleichmabig in m,, n, » bei festem N und 
beliebigem ¢« > 0 die iibliche Bedeutung hat. 


Wenn R(z) 


(z- q)”’ 


so wollen wir uns im Falle |g|/>1 den ur- 


spriinglichen Ansatz dahin modifiziert denken, da8 wir von der Reihe 


G_,(8;1; A, N; R) —(—q)~*°G_,(8;1; A, N31 
ausgehen. Das bedeutet, daB in der Reihe H,(s;1) R(z) durch die 
Funktion ;—(—gq) * ersetzt wird, die wir nunmehr als R(z) weiter- 
_temet, 
fiihren. Danach kommt 
1 * 1 
pet ee g 
ree a ae Bed or =y-1) 
| . m,N _ q/ { “es q le m, N } 
20 iit Am 
os 9 ¥'(-S\,. ™¥,_,)\-™ 
a4 q) kd \ ma } * \ q) , 
m=1 
also 
f - wu & f —m 
W,(n; R) =(—q) Ff gh (—q) "Wm, (n; R,,). 
m=1 
- : - : 1 
Ebenso wird fiir |qg| <1, wo nach wie vor R(z)= a9)? 
; 
/ q \ 


Wn (ms R) = S)(9)(—4)" Ws; By) 
m=0 


In allen Fallen erhalten wir also bei festem « >0, N und » bzw. g 


(11) Wy, (n; R) = O(| m, id 
gleichmaBig in m,,n,q, sobald |m,| > 7, |1—j|q||=x. 
Damit sind die Dirichletreihen D,(s;R) bis zur Geraden o = — } 
fortgesetzt. Es gilt fiir festes 6 >0,N,¥ bzw. g 
(12) D, (8; R) = O(1) 


gleichmaBig in n, gleichmaBig fiir alle g mit |1 — | q|| > und fiir alle s mit 


o > —1|-+6. Hiernach ist auch die Fortsetzbarkeit der Funktion H,(s; t) 


bis zur Geraden o = — } dargetan, und es ist insbesondere bewiesen, dab 
4 o A } 
—42*2 ~— 2ni—n ; 
H,(0; 1) = = nD,(0;Rje * . ; 
. n=1 


Das Verhalten der Funktion H,(s;1) fiir festes +, wenn im Falle 


R(z) = rc “a5 |q;<1—x, die GréBe q gegen 0 strebt, ist aus den 








t 
4 
. 
b | 
. 
7 
' 
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gleichmaBigen Abschitzungen (11) und (12) unmittelbar zu entnehmen. 
H,(s;t) ist fiir alle s mit o >—j} regular in q, falls |g| +1, und der 
Wert dieser Funktion im Punkte g = 0 wird erhalten, wenn man z ® fiir 
R(z) in H,(s8; 1) eintriagt. 


Zusammenfassung. 


Nach der Definition der Funktion G_,(8;1; A, N; R) fiir o>0 ist 
klar, es l14Bt sich aber auch leicht aus den Formeln entnehmen, da8 der 
Wert dieser analytischen Funktion in einem Punkte s, in den sie fort- 
setzbar ist, nicht von der Wahl der Konstanten 7’ abhingt, wenn 7’ nur 
hinreichend groS gewahit wird. Uber das Verhalten der (-Werte als 
Funktionen von t ersieht man aus dem Vorangehenden folgendes: 


Satz 1. Sei A eime Matrix aus (1), s, = A~*oo, R(z) eine rationale 
Funktion von z, die einem der folgenden drei Typen angehért: 


1. R(z)=2’, y +0 ganz rational, 


, 1 
R(z)= Goa) 


= aR (—q)%, g>O ganz rational, |g|>1. 


Aw 
at 


g > 0 ganz rational, lqi<l,q=e a 


bo 


3. R(z) 


Die saimtlichen Reihen G_,(s;1; A, N; R) stellen bei festem r in 9 
fiir « > 0 regulére Funktionen von s dar, welche sich bis zur Geraden 
o = —} fortsetzen lassen und in der Halbebene o > — } durchweg regular 
sind. Ihre 0-Werte G_,(0;1; A, N; R) sind eigentlich-automorphe Formen 
(— 2)-ter Dimension fiir die Gruppe ['(N). Fiir R(z)=2z',»>0 und 


R(z) - ay ("8 lq; >1, ist G_,(0;1t;A,N;R) eine ganze 


Modulform, welche in allen parabolischen Spitzen der Gruppe I"(N) ver- 
schwindet. Fir R(z)=2z', <0, ist die Funktion G_,(0;1; A, N; R) 
auf $ und in allen parabolischen Spitzen der I'(N) mit Ausnahme der 
zu 8, aquivalenten regular; in den zu s, nicht-aquivalenten Spitzen ver- 
schwindet @G_,(0;1;A,N; R), in den zu «8, dquivalenten Spitzen besitzt 
die Funktion je einen Pol von der Ordnung |y|. Fiir R(z) = ar 
q| <1 besitzt die Funktion G_,(0;7; A, N; R) in den zu w Aquivalenten 
Punkten je einen Pol von der Ordnung g, wenn nicht gerade w elliptischer 
Fixpunkt der I'(N) ist. In diesem Falle ist dies dann und nur dann zu- 
treffend, .wenn es iiberhaupt eine Modulform von der Dimension — 2 und 
der Stufe N gibt, die in den zu @ Aquivalenten Punkten einen Pol der 
Ordnung g besitzt. Jedenfalls ist G_,(0;1;A,N; R) im iibrigen auf 
reguliir, desgleichen in allen parabolischen Spitzen der ['(N), und die 
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Funktion verschwindet in allen diesen Spitzen mit Ausnahme der zu 4, 
aquivalenten, in welchen sie ein von 0 verschiedenes konstantes Glied 
besitzt. — 


Folgerungen. 


Satz 2. Sei f(r) eine beliebige Modulform von der Dimension — 2 
und der Stufe N. Dann la8t sich aus endlich vielen der in Satz 1 auf- 
tretenden G_,(0; 1; A, N; R) und den g-Teilwerten eine Linearkombination 
A(t) derart bilden, da8 die Differenz 


g(t) = f(t) — A(t) 
eine ganze Modulform ist, welche in allen parabolischen Spitzen der I"(N) 
verschwindet. — 
Natiirlich braucht man zur Konstruktion des allgemeinsten A(t) auBer 
dea g-Teilwerten nur diejenigen G_,(0; +; A, N; R), bei denen R(z) =z’, 
» <0 und R(2)= <-> \q| <1. 


Zum Beweise von Satz 2 bedenken wir erstens, da sich stets eine 
Reihe G_,(0; +; A, N; R*) finden laBt, welche in einem beliebigen Punkt w 
von § und den zu ihm Aquivalenten Punkten je einen Pol erster Ordnung 
besitzt, welche iiberdies in allen m s, nicht-iquivalenten Spitzen regular 
ist und verschwindet, in den mi 4, dquivalenten Spitzen aber regular 
und + 0 ist. Diese Aussage gilt auch, wenn « elliptischer Fixpunkt der I"( NV) 
ist. In der Gestalt 


G_,(0; +; A, N; R) —cG_,(0;1; A, N; R*) 
mit geeignetem c und 
R(2)=— a°” lqi<1, g22 


erhalt man dann eine Modulform, welche im Punkte w und seinen Aqui- 
valenten je einen Pol von der Ordnung g hat (falls das iiberhaupt vor- 
kommen kann), im iibrigen aber in 9 und in allen Spitzen regular ist 
und in allen Spitzen verschwindet. Durch Linearkombination zweier 
solcher G_,(0; +; A, N; R*) mit demselben A erhalt man ferner eine Modul- 
form, welche in zwei vorgegebenen inaquivalenten Punkten , und @, von 
© und der Menge der zu diesen Aquivalenten Punkte je einen Pol erster 
Ordnung besitzt, im iibrigen in 9 und in allen Spitzen regular ist und in 
allen Spitzen verschwindet. 


Mit Benutzung dieser beiden Tatsachen 148t sich Satz 2 miihelos 
beweisen. 
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§ 2. 
Einfiihrung der Funktion F(8;1; A, @). 
Die Funktion 
é . } 1 tat 
G_, (054; 4, N=); q=e ’ Ima@>o, 
hat in den Punkten Lw, L CI(N), je einen Pol erster Ordnung mit dem 


Residuum eT: Wir definieren 
atq 


: exit? 
F(8; 1; A,@) = ***¢ " 0.0(s1-4, Hi — 2). 


z—e a 


Uber das Verhalten von F(0;1;.A,@) bei festem + als Funktion von » 
ersieht man folgendes: F(0; +t; A, @) ist eine analytische Funktion von w, 
welche in der Halbebene $m > 0 mit alleiniger Ausnahme der Punkte 
Lr, LC I(N) regular ist. In jedem dieser Punkte besitzt F(0; 1; A, w) 
einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum —1. F (8; 1; A, ) ist ferner, 
als Funktion von g betrachtet, regular fiir |g|<£&, wo & eine gewisse 
reelle Zahl mit 0 < § <1 angibt; insbesondere verschwindet F(s; 1; A, w) 
fiir g= 0. Diese letzteren Tatsachen bestehen fiir alle s mit o > —}. 


Die Funktion H,(t; A, w). 
Es sei L eine feste Substitution aus I'(N); wir bilden 
H,(t; A, w) = F(0;1; A, w) — F(0; 1; A, Do). 


Nach dem Vorangehenden ist Hz,(t; A, w) fiir jedes w eine ganze Modul- 
form in t, die iiberdies in allen zu s, nicht-aquivalenten Spitzen der '(N) 
verschwindet. Die Entwicklung von 


1 
(a,t + a,)*G_,(0; 1; A, N; ===) 
in der Umgebung der Spitze s,= — * hat nun die Gestalt 


anitt 2 fir N<2 

N iv 

0° Tata +(e"), «fi fiir fat 
e 


wo $(t) eine in der Umgebung von ¢=0 regulire und fiir t=—0 ver- 
schwindende Potenzreihe bezeichnet. Das konstante Glied dieser Entwick- 
lung ist also —2 , und man entnimmt hieraus, daB H,(t; A, w) eine ganze 


Modulform in rt von der Dimension —2 und der Stufe N ist, welche in allen 
parabolischen Spitzen der Gruppe I'(N) verschwindet. 
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Transformation. 
Es ist fir o>0, BCT'(1), B={b,, b,}: | 


2xi , ae 3 ot 
F(s; Bt; A, Bo) = Ww G_4(8; Br; A, N; —); 





ABo 
wo q’ = - * Also kommt nach (3) 
P(s; Br; A, Bo) = “g'q'G_, (834; AB, Nj =) (bt +0,)* [br +0,)" 


Hien Baz 4, Be) 

(b,t + b,)* |b,7 +, |* 
Diese Transformationsformel wird in folgender Weise angewendet: Es 
sei bewiesen, daB fiir jedes A aus I"(1) 


(14) F(0;1t; A, o) = O(|@}*) 


gleichmaBig fiir « in $8, wenn w unter Durchmessung endlich vieler Ele- 


(13) = F(s;1; AB,o). 


ab 
mentardreiecke der Modulfigur gegen oo geht. Ist nun S = (° ;) ¢r(1), 
so gilt fiir festes A und S: , 


F(0;1; A, w) = O(|Sa@|*) 
gleichmaBig fiir « in 8, wenn m unter Durchmessung endlich vieler Ele- 
mentardreiecke der Modulfigur gegen —* geht. Auf Grund dieser Tat- 


sachen beweist man dann den folgenden wichtigen 


Hilfssatz. 
Die Funktion 
A (mw) = K, F(0; 1,; A,, o) + K, F(0; 1,; A,,w)+...+ K, F(0;1,; A, w) 
mit von @ unabhangigen 1,,1,,...,1, (aus 9), K,, K,,..., K,, und be- 


liebigen A,,..., A, aus I"(1) habe die Eigenschaft, daB 

A(Lq@)= A(o) 
fiir alle L aus °(N). Dann ist, wenn keines der 1,, 1<i<y, mit einem 
elliptischen Fixpunkt der '(N) zusammenfillt, A(m) eine in allen para- 
bolischen Spitzen und allen elliptischen Ecken der I'(N) regulare auto- 
morphe Funktion N-ter Stufe. — 

Mit diesen Hilfsmitteln la8t sich der Rittersche Beweis fiir die Dar- 
stellbarkeit der eigentlich-automorphen Formen einer Dimension < — 2 
durch Poincarésche Reihen auf den vorkegenden Fall iibertragen. Es ergibt 
sich genau wie in A, § 5, daB jede ganze Modulform der Dimension —2 
und der Stufe N, welche in allen parabolischen Spitzen der I'(N) ver- 


Eigentlich-automorphe Formen (—2)-ter Dimension. 223 
schwindet, als Linearkombination von endlich vielen, namlich p(N) Funktionen 


» P; Hy,(t; Aj, a), Lb T(N), Apc 0 (1), CQ, dargestellt werden kann, 
i=1 
wo p(N) das Geschlecht der '(N), n eine natiirliche Zahl und die P, 


Konstanten bezeichnen. Dadurch ist der Beweis dieses Satzes auf den der 
Abschatzung (14) zuriickgefiihrt, der uns im folgenden Paragraphen beschif- 
tigen wird. Wir formulieren zusammenfassend: 

Satz 3. Sei f(r) eime beliebige Modulform N-ter Stufe von der 
Dimension —2. Dann laBt sich f(z) als Linearkombination von endlich 
vielen der Funktionen G_,(0;1; A, N; R) darstelien, ist mithin selbst eine 
solche Funktion, wenn man zu diesem Zwecke unter R(z) eine geeignet 
gewaihlte rationale Funktion von z versteht. Die aus den Ausdriicken 
H,(t;A,w), LCI(N), AC T(1), » C§ erzeugte lineare Schar besitzt 
die Dimension p(N), besteht also aus der Gesamtheit aller ganzen Modul- 
formen N-ter Stufe von der Dimension — 2, welche in allen parabolischen 
Spitzen der Gruppe I'(N) verschwinden. — 


Bemerkung tiber das Verhalten der Integranden in elliptischen Fixpunkten. 


Das Verhalten einer Modulform (—2)-ter Dimension in einem ellip- 
tischen Fixpunkte « der Ordnung n wurde in §1 nicht in der Ortsuni- 


\n 


formisierenden ¢ = (==) , sondern in der Variablen t — ¢ gemessen. Sei 
a ; : 

S = | a)‘ I'(1), Se=e. Aus S"= +I] schlieBt man durch Iteration 
c 

der Gleichung 


(ce+d)*=(cSe+d)* = es a), , (S* = {c,, d,}), 
(ce+d)* " 
daB (ce -+d)°"=1. Ist S Erzeugende der Gruppe der Elemente von I"(1), 
welche ¢ festlassen, so gilt bekanntlich 
St—e ™—e 1 


=. Ww = 
Sr-—@é t—é 








(ce+d)? 


eine primitive n-te Einheitswurzel bezeichnet. Wenn nun die Modul- 


form f(r) im Punkte « einen Pol der Ordnung g besitzt, so muB 
(ce+d)**-"=1, dh. 0? *=1, g=1(n) 


zutreffen. Wir schreiben g = kn -+-1 und erhalten in 


p(t) =(t —e) (x —#) t* f(r) 


eine bei te regulire und dort von 0 verschiedene Funktion, die offen- 
bar die Gleichung »(St) = y(t) befriedigt und daher in eine bei ¢t = 0 
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konvergente Potenzreihe §(¢) entwickelt werden kann. Hier ist nun 


Je=te=n*-S—S artie 7 

















“ dt a=3 z 
ae" (=3) Ga 


‘* m1 
Siatecne- sce e. 


Auf diese Weise ersieht man, da8 Fase bei t= « in eine Reihe ent- 
wickelbar ist, in der neben den ¢-Potenzen mit ganzen Exponenten nur 
noch log? auftreten kann’). 


t™-# 


so daB 


§ 3. 
Kinfithrung der Hiljsfunktion —(8; z, #). 
Es sei z nicht ganz rational, # nicht reell, o >0, 


1 
e(:8,0)— 2) Grayerar 


Um diese Funktion von s in das Gebiet o< 0 fortzusetzen, nehmen wir 
zunichst Ymz+0 an. Dann wird 


p(si2,0)— 5 4, 
e **inedz 
i f (+2)/o+a)" 


Fir $mz > 0 erg sich 








=) jorapt f ST aiereF 
falls Im 0 > 0 wd 


+2 
1 1 d : 
421+ Ladino 


5) Ich benutze diese Gelegenheit zu einer Berichtigung: In A, 8. 428, Z. 15 habe 
ich versehentlich behauptet, da8 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit «,, «, als 
teilerfremde ganze Zahlen aus R(D) angenommen werden kénnen. Gemeint war 
natirlich und verwendet wird ausschlieBlich,,da8 man ohne Beschrinkung der All- 
gemeinheit «,, a, so wahlen kann, daB der gréBte gemeinsame Teiler der Hauptideale 
(a), (a), (W) in R(YD) gleich (1) ist. 
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falls Jm?<0. Man erhilt also, wenn Ym # = 0, gesetzt wird, folgende 


Ausdriicke fiir A,: 
1. Jmz>0 





s+s 
-@ 


a= Tel 8 








2é|%("[—=—  (%>0), 


asja,i-* | #2 (8, < 0). 


Spt elal f—s (9, > 0), 
(ten 
d . _ d 
riz) eae + 2tlel f—=— (<0). 


> (1 +21) 


Die Integrale A, werden nun in der iiblichen Weise durch Umbiegen 
des Integrationsweges umgeformt. Zu diesem Zwecke nehmen wir an, daB 
Re (z — #) + 0 sei, und schneiden die komplexe z-Ebene, ausgehend von 
den Punkten —# und —#, durch zwei vertikale Halbgeraden auf, die 
von dem betreffenden Punkt ins Unendliche laufen, ohne die reelle Achse 
zu treffen. Unter S,, bzw. S_, verstehen wir zwei Schleifen, die den 
Schnitt in der oberen bzw. unteren Halbebene in positivem Sinne um- 
kreisen, den Punkt —z nicht im Innern enthalten und von der reellen 
Achse und dem Punkt —z einen positiven Minimalabstand haben. Fiir 
|2 + @|* schreibt man, wenn 2 reell, zweckmaBig 


lz +0|'=(2+0)*(2+8)* 


und definiert in der aufgeschnittenen Ebene 


wo 


oe 


—F <Ymlog(z+ 9) S35, falls 0, >0, 


—8 5 SJ log (z+ 6) <<, falls 3, < 0; 





entsprechend ist (z+ 5)* 
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Das Umbiegen des Integrationsweges bei dem einzelnen Integral A, 
ist fiir o > 0 sicher statthaft und ergibt schlieBlich die folgenden Gleichungen 
fiir p(s; 2, 8): 


1. Smz>0 


ni 


ta) ; s 
(0 +2)?(8+2)? 


f( Zz F 0 
Si, 
8;2,0)= : 
7p ( ) f( ser te iar 
\2+2 o+2/ 
Si, 


(0+2)?(d+2)8 


1 se dx 
1 





@ 
€ M @xiz 
— 3¢|0,|-° | —— —- —s— +. 
2 (l+zt)*? (8-2)8(8-2)2 !—* 


+c 





y e~*tin« dy 
— S! sgnn laaat 
a=-a 8 (z+ x)(0+2)*(0+2)? 
a0 ~ sgn x 
15) 
fit A= sa 
( 9 \ z eee a a) 
(8, 2,0) => 
P } fi 1 “ 1 ) dx | 
* hai O+2 (94.2)9(8+2)? 
2i|9,|-* | —= eerie 
9 r | my a —2niz 
8 (1+2%)'*? (8 —2)8(8-2)# '~* 
+2 Qa% 
y  ieeedecel | : 
— 2, sgnn ae Sa ee 
aioe 2+ +x)*(d+2)* 
re Baga +A)(OA) I+ 


wo die geschweiften Klammern sich auf die Unterscheidung der Fille #, > 0 
und #,<0 beziehen. Aus diesen Formeln ersieht man, dab p(s; z, 3) fiir 
o> —1 und z+ ganze rationale Zahl als analytische Funktion von s und z 
erklart ist. 
Einjfiihrung der Funktion (8, 8’; t; w, v; A). 
Es seien s, 8’;t;@,v komplexe Variable, und zwar 
o=Res>0, oo’ =Res’>O0, 

Smt>0, Qmo>d0, YJmv>d. 
Ferner sei A = (% 
\a, 


%)cI(1), und fir McC AT'(N) gelte 


a 
a, 


o+ Mr v+Mt. 
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Wir setzen 


@(s, 8’; T; W,V; A) = » ; - - 
McAT(N) (Mt + ™) |m, «+m, |\*(Mr—w)|Mr—v| 





und behaupten, daB diese Reihe absolut gleichmaBig konvergiert, wenn 


o>dé, o >d', Qmt>7n 
und fir MC AI(N) 


|\Mtr—w\|>A4, |Mr—v\S7’. 
Dabei sind 6, 6’, 7, 4, 2’ beliebige, aber feste positive Zahlen. Es ist namlich 





-i-¢ 1 
@=—N** y(s’; 2,0 
wR aimremr imran 
‘ Mr—o Mr—v ve! a ‘ 
mit z=—;—, = —, so dab also fiir jedes ganze rationale n 


jetnj>4, |O+nl24. 


Hieraus folgt die Behauptung fast unmittelbar. Die Voraussetzung 
|\Mr—w,=4 fir MC AI(N) ist iibrigens erfiillt, wenn 


Jma>n’, 1CB"*, 


wo »’> 0 ist, und %* einen abgeschlossenen Teil von $8 bezeichnet, der 
keinen der Punkte M~*w fiir Mc AI(N) enthiilt. 

Wir zerlegen nun die Reihe (8, 8’;t;@,v;A) analog wie oben 
G_,(8;t; A, N; R), jedoch nur in zwei Teilreihen, deren eine 





1 
®, = ©,(8,8';t;w,v; A) = > — 
: i McAT(N) (t+ m)* | m, r+ Mm! (Mr —w)|Mr—v|* 
jm, |ST 


ist; die andere Teilreihe 
®, = ®,(8, 8’; t; w, v; A) 
wird durch die Gleichung 
$= %,+ 9G, 
definiert. 

Wir machen jetzt eine Reihe von Voraussetzungen, die, wenn es nicht 
ausdriicklich anders gesagt wird, allem folgenden bis zum Schlu8 der 
Arbeit zugrunde liegen. Aussagen wie die, daB eine Funktion beschrinkt 
sei, oder daB ein unendlicher ProzeB gleichmaBig konvergiere und dergleichen 
mehr, sind stets unter Zugrundelegung der Voraussetzungen (16) zu ver- 
stehen. Ebenso sollen die in den Abschitzungen auftretenden Konstanten 
C,,C,,... nur von den in (16) eingefiihrten positiven Zahlen C, C0’, 6, 3’, 
n, H, »’, H’, »”,H”, 4, @,1r, von den iibrigen Bereichgrenzen und auSerdem 
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nur noch von 7' abhingen. Es sei also 
le|sC, oS-14+6, 46>0, 
le‘|<sC’, o& >-1+8’, 35’>0, 
wo C und (” beliebige positive Konstanten bedeuten; 
1C8", » S<3mt<H fiir +cB*, » >0, 
oc’, on <3mo<hH’ fir oc B’, 7’ >0, ; 
(16) vc B", n° <Smv<H" fir vc B", n”>0, 
wo 8’, 8” gewisse abgeschlossene Bereiche bezeichnen; 
|Mr—w|SjA, i4>0 fir 1c 8", o C8’, MC AT(N), 
|3m(Mr—v)|>0, o>O0 fir rcB, CB", MCAT), 
|Re(v—w)|Sr, r>0 fir oc B’, vc BY". 





Untersuchung der Funktion ®,(8, 8’; t; w, v; A). 

Wir betrachten die Funktion o(s’;z, #), wenn } 

Mr—@ Mr—v 

z= Vv”? b= Vv”? 

und behaupten, sie ist unter den angegebenen Voraussetzungen (16) gleich- 
maBig beschrankt, falls das System G(A) so ausgesucht wird, dab 








McG(4), |m|<7, | 


(zu (16)) |Mr|<C, fir 7CB, MCG(A). 
Beweis: 
a) Ersichtlich ist der Ausdruck 
¥ 24/0," | a 
: (l+2)*® 








beschrankt, denn es gilt 
Mr—v 


¥ <| 3m N 





SO,. 





b) Die Glieder 
+ (0 —2) f dz 7 


Bi (2-+2)(0+2)'* (542) 





und 


+ (6-2) { -_— of 
Si, (2+2)(+2)*(8+2)"* 


lassen sich folgendermaBen abschitzen. Es ist zunichst 


@—v = o-—-bt 23nMr 
adele gent poet 











d—z= 
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diese beiden Faktoren sind also beschrinkt. Die Integrale zerteilt man in 
zwei Summanden, indem man fiir ein geeignetes 2 > 0 


sos 45 


S11 Si Sit 
|Qm2|/S2 |3ma2|/22 


setzt. Hier kann man durch Anlage der Schleife S,, erreichen, da8 fiir 
beliebig vorgegebenes « > 0 

|Re(O-+ x)| = |Re(O+ x)|<e. 
Nun ist 





le+a|>|Re(z+7)|=— me (* 7 


z+ 2|2>|mRe5 "| — i Mro* + 2)| 











wenn man ¢ = ay wahlt. Ferner sind beide Ausdriicke 


a’ | 


(6+ 2)*| 








und 


(ota)? 


bzw. 





| £ Sen 142 
(o-4 2)? und (9 +2) . 


auf den endlichen Teil des Integrationsweges durch eine positive Konstante 
nach unten beschrankt, so daB also 


J 


Siy 
\Qmzj/S2 


wo (C, natiirlich von der Wahl von 2 abhingt. 
Auf dem unendlichen Stiick des Integrationsweges, auf dem also 
|Qm a2! > Q, schitzen wir 


lz+a|=—|0+2—(0—2z)| 


S°¢;, 








durch 
let+2\>5/o+2| 
ab, was bei hinreichend groBem QQ sicher zutrifit, weil | — z| beschrinkt 


ist. Man erhalt hier 
‘d d 
f <0, f- > £0, | as 


Si 
Qu2z22 


Mathematische Annalen. 105. 
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c) In dem Ausdruck 


Qxi ettike 





— ettiz 


(@-2)* (6-2) 








sind \(o— z)* und (o—2)? 


» k=0,1, 





nach oben und unten beschrankt, nach 


unten durch eine positive Konstante. Letzteres ersieht man aus den 


Abschatzungen 
| —2|>|Re(o —2)|, 


| — 2| >| Re(H —z)|—|Re(d —z)|>H. 


Ferner ist 
— ._ Mr 
eitikz 2x1 Fo Pomme i 
———- = — e a 
2aiz 
l—e anim 2xt 
e —-e€ 


fiir k = 0,1 offenbar beschrankt. 


d) SchlieBlich ergibt sich fiir das einzelne Glied der 





x sgn # f e~*tine dz 


“ane S—ann (2+2)(8+2)' (+2 


eine Abschatzung, wonach dieses dem Betrage nach 


— in| 


SO, e-elml Imei <OQe * 


mit numerischem c > 0. 


y 


Damit ist ®,(s8, s’;t;@,v; A) in das Gebiet o > —1, o’>—1 fort- 


gesetzt. Insbesondere erhalt man fiir s’=— 0 
(17) ®, (8, 0; t; w, v; A) 





22i— 
_2ai ‘Fone 
Np Sia) (mt +m,)* | m, r+ m, |* \ 2 wy 2x 


jm, [ST 


gebildet fiir die Funktion 





1 
R(z)=5+ 75> q=e *. 
Die entsprechende 


@w 
'y 


| 
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mat i H,(8;t), 


Untersuchung der Funktion ®,(8, 8’; t; w, v; A) 
ist erheblich schwieriger als die soeben durchgefiihrte Betrachtung. Zunichst 


kénnen wir, indem wir 7 hinreichend gro8 wahlen, erreichen, da8 
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(16") £ Eye 
N ~< —y VY’ 





wo y und yw’ zwei feste, im iibrigen belicbig wiahlbare reelle Zahlen be- 
zeichnen, fiir die nur 
0<y<l1, 0<y’<1. 


























Setzt man ==, Sty tay daher 
—»s dz 
p(s’; z, 0) = 24/8, | {—* 3 7 7 
0 (142%) +3 Pe 
bi aa ” aT aes s og * ves ee s* 
§—2z)' (6-2) ery Soo (2+2)(0+2) (8+2)° 


Ferner schreiben wir zur Abkiirzung 
=f 


Ee <2 aay 
so daB 

c= sete, Oe yt Oo 
wo also 


W xterra t a), 


leaden v). 
Fiihrt man diese neuen Variablen in den Ausdruck von (s’;z, #) ein, 


so erhalt man 
@o 











o(s's2,0) = 24|05|-* [= 4 (@'—- 0") i) oer: z 
0 (1+2%) ° 8, (2’+2)(0' +2) * (8 +2)" 

; Pt pa id —2aineg 
4+ ip aaa ent Panne m,N f e~2t! ge ? 
(8’—2')* (8 ; = 8" sean (2/+-2)(0’+2)" (8’+2)" 


mit #— Jmd’=,; Si, bezeichnet die Schleife S.,+ —"s, 


Das nun folgende eingangs erwahnte Approximationsverfahren soll 
unter den Voraussetzungen (16) in dem dort angedeuteten Sinne durch- 
gefiihrt werden. Zu (16) tritt neben (16’) die Voraussetzung 


|m,| > T. 


16° 
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a) Es ist, wenn t, = Qt, v, = Sm v, 














’ 1 t 
alice "| 
, 4 ewe %\-" Sm % ad 
\951-" = (B) Uy | my ¥ + amy |? | 
Durch Wahl von 7' erreicht man, daB fiir vorgegebenes « > 0 
Te. : H 
Uy | m, t+ my |? “~ 9” | mr +m, |* 


wird. Daraus folgt 
fi-e Ug ll | , 1 
| | De | — (}) | < C,|s’| ————— 


| m, 1+ me |* 











und also 
. ti—s’ d ls d 
(18) 2s] 9 J =, = 25 (3) 4 -. +F,, 
0 (1+2%) * 0 (1+a%) ° 
wo 
19 | F,| < C, |e’ | ———_-.. 
(19) | anes 


b) Um den zweiten Term 











f dz 
E POG 208.. Py 
N , Ma (oe a8) M’t —3\? 


si, (2+ V V z+ a ) 


zu behandeln, bedarf es einiger Vorbereitungen, die sich auf eine Verlegung 


des Integrationsweges S’, beziehen. Wir legen zunichst die beiden Schnitte, 
die von — 3’ = <i bew. von — Fx et? ausgehen, so, daB der 


N 
obere geradlinig von — ~. +” bis ¥ und von da geradlinig nach wt to 








verlauft, der untere das Spiegelbild des oberen an der reellen Achse ist. 
In der so aufgeschnittenen Ebene sind die Funktionen" 


ey, (e+ SG), 








v 7 a3 
(z- i) , (= — x) 
simtlich eindeutig. Da gm 4 “> 0, so steigt der obere Schnitt auf dem 
Teilstiick, das in — 0’ hittio und in W endigt. Deshalb gilt in der auf- 
geschnittenen Ebene 
8 \ v 
~Fen(e- 9) <4. -—Fsuele—3)s¥. 
8) < 


—2a<arg(z+0')<a, —a<arg(x+ 











= maw ee 





TG RTS ee 


er 
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Wir behaupten nun, da8 man die Integrationswege S{, so legen kann, daB 
die drei Ungleichungen 























ws | Se i 
N 
(20) o <€, v <6, 7) <e 
war *~ Fi aN 





fiir alle z auf S{, erfiillt sind; dabei bezeichnet ¢ eine beliebige, aber 
feste positive Zahl mit 0 < e < }. 

Um dies zu erreichen, waihle man die nach oben noch willkiirliche 
Konstante 7 so, daB 


<e* 





M’: 
OF 
fir |m,|>T7, 3Jmtljy. Die Ungleichungen (20) sind danach sicher 
erfiillt, wenn 





| — y|2e |z— yee |z— n| 2°. 
Zur Konstruktion eines Integrationsweges S,, der gewiinschten Art be- 
stimme man zunichst ein e’ > 0 von folgender Beschaffenheit: Es sei 
0<e’<1 


e’< ay <p. ’<s. 
Dann setze man ¢ = £ und nehme als S’,, den Kreis um den Punkt ¥ 
mit dem Radius e, dazu die beiden Ufer des vertikalen Schnittes von 
+ +e bis ¥ + ico. S81, sei das Spiegelbild von S‘,, an der reellen Achse. 
Nunmehr zerlegen wir 
v—@ dz 
J = - o 





s', (2+2')(240") * 245’) 
in drei Summanden J, + J, + J,.= J, 


v—@ dx 
a=") 
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Hier ist die gaceeie Klammer in J, 
(0+ Mot) et BH) F(e-5) eg) 


= (04 5=")T _(e- 2p Men8)F 











dem Betrage nach 




















a’ oa a 
-—<-1; - i= [o = ae | ow 
SOle'||a'e|{le—yl* [2—F+3e[ F+le-zl * |2—-z|*}. 
Diese Abschatzung zeigt bereits, daB 
|J,| S$ 0,|s"| | M’r}. 
Ferner ist 
4-5 i races 
4 @ @ t v\2 0\2 
ss (2) (2+) (#-»)" (-¥) 
M': dz 
ae 








; v M’'t v\its v a 

8 (2- +47) (#-#) * (2-9) 

Beide ee sind ersichtlich dem Betrage nach beschrinkt und ver- 
schwinden fiir s’=0. Daher erhalten wir folgende Aussage iiber J: 

















(21) J=J,+ F,, F, = M't Fy, 
wo F,° eine beschrankte Funktion ist, welche fiir s’=0 identisch ver- 
schwindet. 
c) Der Term 
2ni 1 
H= La " # gtttz_} 
(@—z)® (@-z)* 
ist sehr einfach zu behandeln, da 
_.. @=9 eae 2ir, 
o-—z= ¥ e—z= ¥ Wiactml* 
Man erhalt, wenn man 7' hinreichend gro8 nimmt, 
2xiN* 1 
we ca # ats, + Fs 
e 


(o—v)* (w—o 


(22) | F, |S %le’| ar 
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d) Die Reihe 
+0 
221i —— 
K= D’ognne ™* K., 
"+O. 
K a e~27ine gy 





8! ann (2-7 +4) (e-f4 MOF (9B aT 





wird einem ahnlichen Verfahren unterzogen, wie es in b) angewendet wurde. 
Wir setzen 


K, = Ki + K,+ Ky’, 


e 2*ing dz 





| 0 
Ky = ry ’? 
i\< 


| stsenn (2-37) (#- 97)" (#- 9)" 
Ki= { e~2*ine gy 


’ (-F+57) 
S_sgnn N N 











Es ergibt sich 
—c* 
| Kn| SC,,|8"| | M’rle 


mit numerischem c* > 0, ebenso 
Ky = M'tK,, 


-et|nj io 


|Kn|< Oye 


wo iiberdies die Funktion K, fiir s’ = 0 identisch verschwindet. Fiir die 
Summen 
an gai e® 
K'= D'sgnne ™* K; 
"s+0 
und 
pe et pe 
K" = S) sgnne ™* Ky’ 
\ n=—c 


n+0 
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folgt daher insgesamt 
(28) P= K'+K"=MtF, =| Fi| SOs, 


und F; verschwindet fiir s’ = 0 identisch. — 
Man findet zusammenfassend 


(24) o (0 =", =") 


























mere ; page 
Fase AE Hap 
+ ad s we o 
(@—v)® (w—a)* . “F une 
oa ato -2aing 
— D’egnne ™” { : ba =+ F, 
“> 8 gn (2-5) (2-7)? (2-3) 


wo F= F,+ F,+ F,+ F, eine analytische Funktion von und s’ dar- 
stellt, welche fiir s’ = 0 identisch verschwindet und bei hinreichend groBem T 
der Ungleichung 
, C 

| | 4 

PIS Tame + my] 
geniigt. 

e) Damit ist nun folgendes gewonnen: Die Funktion ®,(s, 8’; t; w, v; A) 

laBt sich gemaB der Zerlegung (24) fiir die Hilfsfunktion ¢(s’; s oJ M 7) 
in fiinf Summanden aufspalten, deren letzter, welcher mit Hilfe von F ge- 
bildet wird, im Gebiete 








o>-l1, o’>-1 
und unter den iibrigen Voraussetzungen (16) durch eine absolut gleichmaBig 
konvergente Reihe dargestellt ist. Fiir s’—0 verschwindet er identisch. 


Die ersten vier Glieder auf der rechten Seite von (24) bezeichnen wir 
in der dort vorliegenden Reihenfolge mit P,, P,, P,, P,. Ferner schreiben 


ent! 
wir bei festem 7 fiir irgendeine Funktion Ple ad ) 
Mr 
tat 
G*,(8;t; A, N; P)= os P(e ) 
Mcea)(™ t+ m,)* | m,r +m, | 


|m,|>7 








ek. ee See 








ee 


eater 


>. 
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und finden 
(25) ®,(8, 8’; +; @,v; A) = N** (P+ P,) G*,(8; 1; A, N;1) 
. &at— 
+ z 7 eee Mai. hit at ~ =) 
(@—v)* (w—%)* << 


+N-'-" @*,(8;t; A, N; P,) + N~'~* G*,(8; ; A, N; F). 


Hier mu8 das vorletzte Glied noch ausfiihrlich untersucht werden. 
Wir setzen deshalb 








+o 
—P, = f(u) = D> sgny e®*i”™ f e-2* de 
y= — 0 s : _@ _o\F/ ay 
+0 sign (2 7) (2 ¥) \7 x) 
und erhalten 
8at— 
iN 
G*,(8;1t; A, N; —P,) = by tle =. ) . 
Mee (A) (Mt + my)* | m, r+ m, | 
|m,|>T 


Bei der Entwicklung dieses Ausdrucks in eine Fourierreihe kann man wie 
in § 1 annehmen, daB (a,, NN) =(a,,N)=1. Dann ist 


+o 


G*,(8;t; A, N; — .)=N-*-* 8 Po 8 7) 





83 wz 
a , 
| m, |**? N 


a=-2> 
|m,|>7 
mit 


. jn Pana _A 
224 —— -22i— 2ai—— 
7 m,N ( N m ®) 
Qm,(n) = > e »” f\e e . 
j mod m,N 
j=a,(N).(j,m)=1 
+o .*F 


—2a 
= > sgny Wm,(n; R,) e * KY. 


v0 
Man findet also genau wie in § 1 


Qn,(n) = O(|m,|***), 
und damit ist G_,(s8;t;A,N;P,) bis zur Geraden o = —} fortgesetzt, 
wobei im iibrigen die Voraussetzungen (16) zugrunde liegen. 
f) Jetzt ist endlich gezeigt, daB (8, s’;1;m,v;A) in das Gebiet 
o> -—j, o’>-—1 fortsetzbar und dort regular ist. Insbesondere ist der 
Wert dieser Funktion fiir s’—0 nach (17) und (25) 


® (8,0; 1; 0,0; A) = G_,(0;1; 4, N; 1) + = 9G_, (851; 4, y; =~), 
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tai— 
lace w), also, wie zu erwarten war, von v unabhingig. Nach § 2 
kommt daher 


(26) F(8;1; A, w) = (8,0; 1; Aw, Av; A) — 3 G_4(85 7; 4, N;1). 


Beweis der Abschditzung (14). 
In dem allgemeinen Glied der Reihe ®(s, s’;t;@,v; A) fihren wir 
l 
Ao fiir w und Av fiir v ein. Ferner sei M= AL, L=(? t)<ran: 








da nun 1, ty 

a, Lrt+a, = a adn hw Mt —Ao= 2 

i on ese ° (a, Lt +a,) (@,0+4,)’ 
so wird 


1 
(m, + + m,)* | m,7-+m, |" (Mr— Aw) |Mr—Av|" 
ok |, Le + ay|" ~*(a, 0 + ay) |a,0-+ a |* 
(hr +h)* |e +hl*(Lr—@) |Lr—v|" (abr +a) 


Nach den Ausfiihrungen des § 1 kann man hier annehmen, daB a, + 0. 
Dann gilt 











ae 1 ( 1 = a, ) 
(Lr—@)(a,Lt+a,) ao+a,\Le—m a,Lr+a,/’ 
also 


1 
(m,z + m,)* | mr +m, |* (Mz — Aw) | Mr—Av|* 


~ * ja,Lr+a,|"~* 
jae + a] ae |hr+h|*(Le—a) |Lr—v|* 








~ ja, L++a,|*~* 
(he+h)* [hr +h |" (Le+ 2) |\Lr—v|* 
Mit Hilfe dieser Formel erhalten wir fiir s’=—s, o>0 


(27) ®(8,8;t; Aw, Av; A) 
=|a,v +a, |"{O(8, 8; t; w, v; 1) — ¥(8; 1; v, A)}, 
wo die Funktion 
Y(8;t;v, A) = > : 
LeFun (he+h)* [he tbl? (Le+-*) |Le—o|* 


a, 








vermége (27) bis zur Geraden o = —i fortsetzbar ist. Diese Gleichung (27) 
zeigt auch, daB man Y(s;1;v, A) fir o> —3}+6, 6>0 und unter 
den iibrigen Voraussetzungen (16) in eine gleichmaBig absolut konvergente 
Reihe entwickeln kann, wobei man, da ja Y gliicklicherweise von frei 


ye eee 





= a 


ee 
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ist, einen beliebigen festen, mit (16) vertriglichen w-Wert w, in diese 
Darstellung einsetzen kann. Nunmehr folgt aus (26) und (27) 


F(0; 1; 4, @) = ©(0, 0; 1; A@, Av; A) — 3°.@_,(0;1; A, N;1) 
= (0,0; 1; w, v; J) — ¥(0; 1; v, A) 
— 3G_,(0; 4; 4, N;1), 
(28) F(0;t;A,w) = F(0;1;I,w) — ¥(0;1; 0, A) 
+ 3 (G_,(0; 2; I, N31) —@_,(0; #; A, N; 1)). 


Hier strebt F(0;1;J,m) gleichmaBig exponentiell gegen 0, wenn 
Ym w — +0co, tC B. Die tibrigen Glieder rechts sind gleichmaBig be- 
schrankt, so daB gleichmaBig 


(29) F(0;1; A, w) =O(1), 


wenn $m @—-+oco, tC B; dh. es gilt (14) sogar mit k=0. 
Aus (28) entnimmt man noch die Beziehung 


(30) Hyz(t;A,w)=Hyz(t;1,w) fir ACI(1), LOIN). 


Hamburg, November 1930. 


(Eingegangen am 14. 12. 1930.) 











Uber ein algebraisches Problem von Herrn Hilbert. 
Zweite Abhandlung. 
Von 


N. Tschebotaréw in Kasan (UdSSR.). 


In dem unter dem gleichen Titel erschienenen Aufsatz') habe ich den 
Zusammenhang zwischen dem Resolventenproblem von Herrn Hilbert*) und 
der sogenannten Einkleidung von Gruppen endlicher Ordnung mittels k. T. G. 
(kontinuierlicher Transformationsgruppen) angedeutet. Jetzt bin ich im- 
stande, diesen Zusammenhang genauer zu formulieren: 


Damit eine algebraische Gleichung mit der Galoisschen Gruppe & 
eine Resolvente mit k Parametern besitze, ist notwendig und hinreichend, 
daB eine abstrakte k.T.G. I, die die mit G isomorphe Gruppe als Teiler 
besttzt, als eine Gruppe im k-dimensionalen Raume darstellbar ist (oder 
kurz: eine ,k-Gruppe“ ist). 

Dazu beweise ich: Ist I" eine Darstellung einer k-Gruppe im Raume 
X(z,,2,,..-,2%,), 80 kann man diesen Raum so ausdehnen, d. h. solche in 
bezug auf I’ mit (z,,2,,...,2,) kovariante Systeme von Verinderlichen 
einfiihren, daB der so ausgedehnte Spielraum von I" & Funktionen enthilt, 
die ein Imprimitivitatssystem von I bilden (§ 1, Satz 3). 

In § 2 gebe ich ein Verfahren zur Aufstellung samtlicher nicht iso- 
morpher*) E.G. (Einkleidungsgruppen ) von einfachen Gruppen endlicher Ord- 
nung. Ich bin imstande, dazu nur lineare E.G. aller Darstellungen von I" 
als lineare homogene Gruppe zu betrachten (Satz 5). Die hier in Rede 
stehenden Darstellungen sind im allgemeinen nur ,im kleinen isomorph*. 


1) N. Tschebotaréw, Uber ein algebraisches Problem von Herrn Hilbert, 1, Math. 
Annalen 104 (1931). Im folgenden mit H.I zitiert. 

*) D. Hilbert, Mathematische Probleme; Gétt. Nachr. 1900, Nr. 13, 8. 280. 

*) Ich gebrauche hier, wie heute iiblich ist, das Wort ,isomorph“ im Sinne 
von ,einstufig isomorph“. Statt ,mehrstufig isomorph* sage ich ,homomorph*. 





ee 
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(Dieser wichtige Begriff wurde von O. Schreier‘) eingefiihrt.) Darum kénnen 
sie nicht @, sondern eine Gruppe ©’ enthalten, deren Faktorgruppe in 
bezug auf das Zentrum mit @ isomorph ist. Die Gruppen @’ dieser Art 
sind nach der Terminologie von Herrn I. Schur®) ,,Darstellungsgruppen“ 
von &. Jede Gruppe besitzt nur endlich viele verschiedene Darstellungs- 
gruppen, wie Herr Schur gezeigt hat. Um also die Frage nach der Dar- 
stellbarkeit einer E.G. von @ im k-dimensionalen Raume zu entscheiden, 
ist es notwendig, nicht nur ©, sondern alle Darstellungsgruppen von @ 
linear einzukleiden. 

In § 3 beweise ich, daB die Gleichung (1) dann und nur dann eine 
k-parametrige Resolvente besitzt, wenn ihre Galoissche Gruppe © eine 
k-Gruppe als E.G. zulaBt. Es ist dabei nicht ausgeschlossen, da8 man 
auBer einer k-parametrigen Resolvente noch eine Nebenresolvente lésen 
muB8, deren Koeffizienten Invarianten der k.T.G. I" sind. Ist insbesondere G 
eine alternierende Gruppe, so kann diese Nebenresolvente nur einparametrig 
sein (Satz 7). Dabei stiitze ich mich auf die Tatsache, daB alle Imprimi- 
tivititssysteme einer k.T.G. algebraisch auffindbar sind. Dieses Ergebnis 
wurde von 8. Lie und Herrn F. Engel*) fiir den Fall transitiver k.T.G. 
erhalten und kann leicht auf intransitive k.T.G. erweitert werden. Um 
solche Imprimitivitatssysteme zu benutzen, muB8 ich auBer den Wurzeln 
@,,%,,--.,%, der Gleichung (1) noch kovariante GréBen als Koordinaten 
des Spielraumes von J" einfiihren. Dann fihrt die Transformation (9) 
des §3 zum Ziel. 

Unser Problem ist mit dem Kleinschen Formenproblem sehr nahe 
verwandt. F. Klein hat fiir das letztere Problem einige allgemeine Siatze 
aufgestellt und ausfiihrlich die Gleichungen fiinften, sechsten und siebenten 
Grades behandelt*). Einen wesentlichen Fortschritt hat fiir dieses Problem 
Herr Wiman*) erzielt, indem er zeigte, daB die alternierende Permu- 
tationsgruppe von sechs Dingen als eine Kollineationsgruppe von zwei Ver- 
anderlichen dargestellt werden kann. Die Schwierigkeit der von diesen 
Autoren gebrauchten geometrischen Uberlegungen hat mich verhindert, ihre 
Arbeiten ausfiihrlich zu lesen. 

Die von Herrn Hilbert aufgeworfene Frage nach den Folgen von 
Resolventen hoffe ich in weiteren Arbeiten zu erledigen. Ihre Entscheidung 


*) O. Schreier, Abstrakte kontinuierliche Gruppen, Abh. Hamb. Sem. 4 (1925), 
8. 15-82. 

5) I. Schur, Uber die Darstellung usw., Journ. f. Math. 127 (1904), S. 20—50. 

*) 8. Lie-F. Engel, Theorie der Transformationsgruppen. I. Leipzig 1888, 8. 522, 
Satz 92. . 

°) F. Klein, Gesammelte math. Abhandlungen, 2. Berlin 1922, 8. 255—504. Vgl. 
auch R. Fricke, Lehrbuch der Algebra, 2. Braunschweig 1926. 

*) Wiman, Math. Annalen 47. 
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hangt von der Aufgabe ab, das Resolventenproblem fiir den Fall zu lésen, 
daB die Koeffizienten der Gleichung (1) durch Relationen verbunden sind. 
Dann kénnen diese Koeffizienten von k Veranderlichen abhingen, ohne daf 
@ eine k-Gruppe als E.G. besitzt (vgl. die Bemerkung 2 am Ende 
des § 3). 

Zum SchluB erlaube ich mir, den Herren E. Cartan und P. Schirokow 
fiir ihr Interesse an dieser Arbeit und einige wichtige Ratschlige meinen 
herzlichen Dank auszusprechen. 


§ 1. 
Gruppentheoretische Siatze. 


Satz 1. Hs seien zwei isomorphe k. T. G. 
C tim Raume X(z2,,2,,...,2%,,), 
I, tm Raume Y(y,, Yq; ---> Yn) 
gegeben. Man kann den Raum (z,,2,,..., Z,,) 80 erweitern: 


Z;, Zs, eeey an 
, , , 
wr zy, La esos & 
xX , , > om : 
(s—1) (s—1) (s—1) 
a eae» soc 5 Me 


daB man ein Funktionensystem 


; ae (s—1) , 
Som Oil aia, «25 Bens Bos -009 Bind 0005 By peveyp Bed) «C(I, 8, ..., 8) 


finden kann, das die Transformationen der Gruppe I’, erleidet, wenn wir 
auf jedes der Systeme 


® @ (é) , 
yt gee - (¢=0,1,...,8—1) 


parallel die zugeordneten Transformationen der Gruppe I’ ausiiben. 

(Fiir diesen Satz, den ich als Vermutung auf dem Mathematiker-Kon- 
greB in Charkow 1930 aussprach, hat Herr E. Cartan sofort einen geo- 
metrischen Beweis skizziert. ) 

Beweis. Wir erweitern die beiden Gruppen I" und I’, so, daB 


1. die den erweiterten Gruppen I’ bzw. I", entsprechenden Raume von 
der gleichen Dimension sind, 

2. die Matrizen || &,;||, deren Elemente Koeffizienten der infinitesimalen 
Operatoren von I" bzw. I’, sind, den Rang r besitzen, wobei I und I, 
(und also I und I) r-gliedrig sind. Das ist stets méglich’). Dann sind 


*) L. Bianchi, Lezioni sulla teoria dei gruppi continui di trasformazioni. Pisa 
1918, 8. 95—96. Im folgenden mit B. zitiert. 











ee 


ee 
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die Gruppen I und I, ahnlich*®). Dies bedeutet insbesondere, daB die Ko- 
ordinaten des Raumes Y als Funktionen des Raumes X darstellbar sind, 
w.z.bow. 


Satz 2. Es gilt die Behauptung des Satzes 1 auch dann, wenn I, 
mit einer Faktorgruppe von I" isomorph ist. 

Beweis. Es geniigt auf Grund des Satzes 1, den Satz fiir den Fall 
zu beweisen, daB I, selbst eine Faktorgruppe von I ist. Es sei somit 


r= i , wo I, ein Normalteiler von I ist. Wir erweitern den Raum 
von I’ so, daB die Matrix ||¢,;|| von I’ den Rang r und die Matrix |j é/;|| 
von I, den Rang r, besitzt, wobei I" r-gliedrig und I, r,-gliedrig ist. 
Dazu geniigt es, den Raum von I" r-mal zu wiederholen*'), Ist nun k die 
Dimension des Raumes X, so besitzt die Gruppe I’ genau k —r und die 
Gruppe I’, genau k — r, unabhingige Invarianten**). Man iiberzeugt sich 
ebenso, da8 jede r’-gliedrige Zwischengruppe von I’ und I’, genau k — r’ 
unabhangige Invarianten besitzt. 

Nun seien 


(1) By, Bqy -+y By (u=k—r,) 


simtliche unabhangige Invarianten der Gruppe I,. Uben wir auf z,,2z,, asp By 
die Transformationen der Gruppe I" aus, so erhalten wir wieder Invarianten 
von I',, da I’, Normalteiler von I" ist. Da aber das System (1) ein voll- 
stiindiges Invariantensystem von I’, ist, so sind die auf diese Weise trans- 
formierten GréBen Funktionen von z,,2,,...,2,. Wir erhalten somit eine 
Darstellung D von I, in welcher die Transformationen von I, als iden- 
tische Transformationen dargestellt werden. 

Wir nehmen an, es gebe in I auch andere Transformationen, die in D 
identische Transformationen ergeben. Sie mégen eine r’-gliedrige Zwischen- 
gruppe I” von I’ und I, bilden, wobei r’>r ist. Dann miissen alle Funk- 
tionen z,, 2,,..., 2, Invarianten von I” sein, was der Tatsache widerspricht, 
daB I’ k—r’<k—r, unabhiangige Invarianten besitzt. D ist also eine 
einstufige Darstellung der Gruppe I’, womit der Satz bewiesen wird. 

Satz 3. Ist eine k. T.G. I im k-dimensionalen Raume darstellbar, 
so besitzt eine gewisse Erweiterung I’ von I ein Imprimitivitatssystem, 
welches eine k-fach ausgedehnte Schar von Mannigfaltigketten bildet. 

Beweis. Es sei I als eine k. T.G. im Raume (z,, 2,,..., z,) darstellbar. 
Wir bilden eine Erweiterung I von I” auf den Raum X derart, daB die z, 


1) B., §. 254—259. 
%) B., S. 95—96. 
12) B., 8. 174. 
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als Funktionen der Koordinaten des Raumes X dargestellt werden kénnen, 
was stets nach dem Satz 1 méglich ist. Diese Funktionen bilden das ge- 
suchte Imprimitivitaitesystem, w. z. b. w. 

Nun stellen wir uns die Frage: Ist eine gegebene k. T. G. I" eine k- Gruppe? 
Sind ¢,;, (#,7,¢=1,...,1r) die Zusammensetzungskonstanten von I", so 
wird diese Frage auf die Bestimmung der Operatoren 


X,(f) = Sez (¢=1,2,...,r) 


j=1 


zuriickgefiihrt, zwischen denen die Relationen 
(X;, X,) = 2 Cine xX 


bestehen sollen. Somit sind wir zur Integration der Differentialgleichungen 


P bel, 8, ...5¢ 
«) 2 (ests) -Zeastw (Mra a a) 


j= 





gekommen. Ist dieses System site und sind die so erhaltenen 
Operatoren X,(f) linear (mit konstanten Koeffizienten) unabhangig, so 
ergibt sich daraus eine echte Darstellung von I’. Sind dagegen die X,(/) 
durch Relationen verbunden, so wird damit eine Faktorgruppe von I” dar- 
gestellt. Besitzt endlich das System (4) keine Lésung, so ist die Aufgabe 
unméglich. 

Dieser praktisch bequemste Weg zur Lésung unserer Aufgabe gibt 
leider keinen Aufschlu8 iiber die algebraische Ausfiihrbarkeit der in Rede 
stehenden Prozesse. Dazu dient aber folgendes Verfahren. Wir nehmen 
irgendeine Darstellung der Gruppe I, etwa ihre Parametergruppe (besitzt 
I’ kein Zentrum, so kann man eine lineare homogene, also sicher algebraisch 
auffindbare Gruppe nehmen; jedenfalls kann man eine algebraische Darstellung 
von I" finden). Dann suche man ein entsprechendes Imprimitivitaitssystem 
einer gewissen ,,Wiederholung* von I’, was nach dem oben zitierten Buch 
von Lie-Engel stets méglich ist. 


§ 2. 
Das Einkleidungsproblem. 
Definition. Wir wollen eine k.T.G. I” Einkleidungsgruppe einer 
Gruppe @ endlicher Ordnung nennen, wenn 
1. TF’ eine mit © isomorphe Gruppe als Teiler enthilt; 


2. es keine echte kontinuierliche Untergruppe von I” gibt, fiir welche ~ 
1. zutrifft; 
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8. es keine echte kontinuierliche Faktorgruppe von I" gibt, fiir welche 
1. zutrifft. 

Wir wollen die Einkleidungsgruppe kurz E.G. nennen. 

Es handelt sich darum, zu beweisen, daB jede einfache Gruppe nur 
endlich viele nicht isomorphe E.G. besitzt, die zugleich k-Gruppen sind. 
Zunichst beachten wir, daB jede E.G. I von @ einfache k.T.G. sein muB. 
Wir nehmen an, I besitze einen echten Normalteiler I',. Dann ist der 
Durchschnitt von I, und @ ein Normalteiler G, von G. Da aber & ein- 
fach ist, so mu8 @, entweder mit @ zusammenfallen oder die Einheits- 
gtuppe sein. Im ersten Falle enthalt I’, die Gruppe G, was der Bedingung 2 
unserer eeang widerspricht. Im zweiten Falle ist die ————e 
von @ auf + mit @ isomorph"*) und ist sugleich in 7 r. enthalten, 


was der ndbsaeen 3 unserer Definition widerspricht. 

Somit enthalt [ kein Zentrum und ist also als lineare homogene 
Gruppe darstellbar™*). Diese Darstellung I’, ist aber mit I" nach der Aus- 
drucksweise von QO. Schreier‘) nur ,im kleinen isomorph“. Schreier hat 
bewiesen, daB dann die —_ k.T.G. I’, I’, Faktorgruppen einer und der- 
eelben k.T.@. T sind: P'+>2, I, <> = wobei D,D, ,eigentlich diskonti- 


nuierlich“ und im lietiaeene von 7 enthalten sind (loc. cit., Anm. 4, 8. 20, 
Satz 8, und 8S. 30, Satz 11). Ist G in I enthalten, so enthalt 7 eine 
(eventuell unendliche) Gruppe @,, deren Faktorgruppe : mit & isomorph 
ist. Die Kommutatorgruppe & von G, ist aber endlich und zugleich in T 
enthalten (I. Schur, loc. cit., Anm. 5, 8. 38, III). Herr Schur nennt solche 
Gruppen ,,Darstellungsgruppen“ von @. Sie werden durch folgende Eigen- 
schaften charakterisiert: 

»1. & enthalt eine aus invarianten Elementen von & bestehende Unter- 
gruppe I, und es ist = der Gruppe & isomorph; 

2. der Kommutator von & enthalt alle Elemente von J; 

3. es gibt keine Gruppe G, welche die Eigenschaften 1. und 2. besitzt, 
und deren Ordnung gréBer ist als die Ordnuag der Gruppe &“ (ebenda, 
8. 47). 

Herr Schur gibt auch die Methode zur Aufstellung simtlicher Dar- 
stellungsgruppen von &. Er beweist dabei, daB es nur eine Darstellungs- 
gruppe von & gibt, wenn & mit ihrer Kommutatorgruppe zusammenfillt 
(ebenda, 8. 38, IV), was sicher der Fall ist, wenn © einfach ist. 


18) N. Tschebotaréw, Zur Gruppentheorie des Klassenkérpers, J.f. Math. 161 (1929), 
8. 184, Definition 3 und Satz 5. 
4) B., S. 217, 223. 
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Beispiel. Die alternierende Permutationsgruppe von sechs Dingen 
ist als gebrochene lineare Substitutionsgruppe von zwei Verinderlichen 
darstellbar. Sie ist aber nicht als lineare homogene Gruppe von drei Ver- 
ainderlichen darstellbar. Das gilt erst von ihrer Darstellungsgruppe, deren 
Ordnung gleich 3-360 = 1080 ist (Wiman, loc. cit., Anm. 9). 

Nun wollen wir einige spezielle E.G. der Gruppe @ aufstellen. Wir 
betrachten alle Darstellungen von © als lineare homogene Gruppe. Ihre 
Anzahl] ist bekanntlich endlich"*), Es sei @, eine dieser Darstellungen, 


und A, B,..., L seien irgendwelche Substitutionen von @,, etwa in den 
Variablen z,,2,,...,2%,, die die Gruppe @, erzeugen. Man kann die Va- 
riablen 2,,2,,..-,%, 80 linear etwa in y,, y,,..-, y, transformieren, daf 


etwa die Substitution A folgende Gestalt erhilt: 


(5) Yi = e**thy,, Yo = e*=they,, eres Yn = e**thny , 
wobei die k,, k,,..., &, gewisse rationale Briiche sind. 


Nun wihlen wir folgende Transformation als eine erzeugende Trans- 
formation der einzukleidenden eingliedrigen k. T. G.: 


, ; ’ 
(6) yi _ e27t(k, +Myt "1, w= e246 (ka+M,)t Ye, = e276 lknt Madly, 


**5 


wobei die M,, M,,..., M, willkiirliche ganze Zahlen sind. Dann kehren 
wir zu den urspriinglichen Variablen z,, z,,..., 2, zuriick. Die so erhaltene 
eingliedrige k.T.G. enthilt A und ihre Potenzen, d.h. ist eine E.G. der 
zyklischen Untergruppe von @,, die durch A erzeugt wird. 

Ebenso kleiden wir jede der Substitutionen B,...,Z ein. Durch 
Kombinieren dieser E.G. erhalten wir eine k.G.T., die G, als Teiler ent- 
halt. Diese Gruppe ist als Teiler der vollen linearen homogenen Gruppe 
von n Verinderlichen eine endliche k.T.G. Andern wir die Wahl der 
ganzen Zahlen M,, M,,..., M, fiir jede der Substitutionen A, B,..., L 
und iiben auf die eingliedrigen E.G. von B,..., Z alle Transformationen 
aus, die mit A vertauschbar sind, so kénnen wir sehr wohl eine andere 
E.G. erhalten. Da aber die Anzahl von nicht-isomorphen Untergruppen der 
vollen linearen homogenen Gruppe fiir beschranktes n endlich ist, so erhalten 
wir dadurch nur eine endliche Anzahl von E.G. Es ist zu beachten, daB 
die Wahl der erzeugenden Substitutionen A, B,..., L nicht wesentlich ist, 
da wir bei einer anderen Wahl dasselbe System von E.G. erhalten. Denn: 

Satz 4. Jede lineare E.G. einer linearen zyklischen Gruppe von end- 


licher Ordnung kann stets durch lineare Transformation in die Form (6) 
gebracht werden. 


*®) Vgl. A. Speiser, Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. 1. Aufi., 
Berlin 1928, 8.119, Setz 113. Hier ist der Grad der Darstellung als gegeben vorausgesetzt. 
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Dies folgt unmittelbar aus einem Satze von Herrn I. Schur’*): 


»1X. Jede in bezug auf die reelle Variable ¢ stetige Matrix F(t), die 
der Gleichung 


(11) F(t) F(u) = F(t +) 
geniigt, und die Periode 22 besitzt, ist vollstindig reduzibel. Die irredu- 
ziblen Bestandteile haben die Form e”** (y» =0, +1, +2,...).“ 


Auf diese Weise erhalten wir fiir jede Darstellung von @ je eine 
endliche Anzahl von verschiedenen E.G. Es sei 
(7) Wii Bos ssp ke 
ein vollstindiges System der so erhaltenen E.G. Dann gilt der 

Satz 5. Das System (7) erschépft alle mdglichen E.G. der Gruppe &. 

Beweis. Wir fassen eine beliebige E.G. I’ der Gruppe & ins Auge, die 
wir uns als in die Gestalt einer linearen homogenen k.T.G. gebracht vor- 
stellen. Es ist in 7° eine lineare homogene Gruppe von endlicher Ordnung 
als Teiler enthalten, die mit © isomorph ist. Wir nennen sie schlechtweg 
ebenfalls ©. Wir unterwerfen die Variablen ihres Spielraumes einer 
linearen Transformation derart, daS @% in die Gestalt einer vollstindig redu- 
zierten Gruppe gebracht wird. 

Zunachst betrachten wir den Fall, daB auch I zerfallt. Wir fassen 
einen der irreduziblen Bestandteile dieser Darstellung ins Auge. Es seien 
Y,> Yos+++» Y, die Variablen, die nur untereinander Substitutionen erleiden. 
Setzen wir alle Variablen, nur die y,, y,,..., y, ausgenommen, gleich Null, 
so “erhalten wir eine mit I” homomorphe k.T.G. IP im Spielraume 
Yy Yos--+»Y,- Denn jeder Transformation von I" entspricht dadurch eine 
bestimmte Transformation von I": S<«+S. Dieser Homomorphismus muB8 
ein Isomorphismus sein, da I" als E.G. der einfachen Gruppe © einfach ist. 

Die k.T.G. I’ enthalt eine mit @ homomorphe lineare homogene 
Gruppe @ als Teiler. Dieser Homomorphismus mu8 ein Isomorphismus 
sein, da & einfach ist. Ziehen wir die Substitution von © in Betracht, 
die etwa der Substitution A von © entspricht, so schlieBen wir aus dem 
Satz 4, daB sie in die Form (6) gebracht werden kann. Das trifft auch 
fir B,...,L zu. Daraus folgt aber, daS I simtliche Transformationen 
enthalten mu, die eine der Gruppen (7) erzeugen. Durch diese Trans- 
formationen mu8 auch I erzeugt werden. Sonst wiirde ein echter Teiler 
von I’ zu einer der Gruppen des Systems (7) isomorph sein, die @ ein- 
kleidet. Da aber «+I eine E.G. von @ sein soll, so steht dies mit der 
Bedingung 2 der Definition der E.G. im Widerspruch. 


*) I. Schur, Uber die stetigen Darstellungen der allgemeinen linearen Gruppe, 
Sitzungsber. Akad. Berlin 1928, 8.109, Satz IX. 
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Zerfallt I’ nicht, so kénnen wir fiir n eine obere Grenze finden, da 
nach den Untersuchungen von Herrn Cartan die Anzahl der einfachen 
k-Gruppen endlich ist (Thése, 8. 71, 147). 

Satz 6. Ist eine k.T.G. T,, die eine Faktorgruppe I" besitzt, eine 
k-Gruppe, so ist auch I eine k-Gruppe, wenn sie einfach iat. 

Beweis. Die derivierte Untergruppe I, von I, ist als Teiler von I, 
eine k-Gruppe. I, enthalt auch I" als Faktorgruppe, da die Faktor- 


gruppe 7 Abelsch ist. Dasselbe gilt von der derivierten Gruppe I, 
von I,, usw. Fahren wir so fort, so kommen wir schlieBlich zu einer 


Gruppe I’, die 

1. I’ als Faktorgruppe besitzt, 

2. eine k-Gruppe ist, 

8. mit ihrer eigenen derivierten Gruppe zusammenfillt. 

W. Killing ist aber zum folgenden Ergebnis gekommen*’): 

»Wenn nun eine r-gliedrige Gruppe ihre eigene Hauptuntergruppe 
(d. h. derivierte Gruppe) ist, ohne zu zerfallen, so kann man die sie 
bestimmenden r inf. Transformationen X, ... X, so wihlen, daB die ersten 
r, Transformationen X,... X,, eine einfache Gruppe bestimmen, wahrend 
die Transformationen X,,,,...X, eine Gruppe vom Range Null ergeben, 
welche fiir die r-gliedrige Gruppe eine invariante Untergruppe ist.“ 

Zerfallt I in ein direktes Produkt von Gruppen, so mu8 mindestens 
einer der unzerlegbaren Faktoren, etwa I’, die Gruppe I” als Faktorgruppe 
enthalten. Da andererseits I’ eine zu I isomorphe Gruppe als Teiler gnt- 
halt, so ist I" eine k-Gruppe. Dann folgt aus dem angefiihrten Satz von 
Killing, daB I" einen einfachen Teiler besitzt, welcher offenbar zu I’ iso- 
morph ist, w. z. b. w. 


§ 3. 
Das Resolventenproblem. 

Satz 7. Lapt die Galoissche Gruppe © der Gleichung 
(1) f(z) =2"+p2"*+...+p, 2+ p,=0 
als abstrakte Gruppe eine Hinkleidung I’ zu, welche als abstrakte k.T.G. 
im k-dimensionalen Raume dargestellt werden kann, so besitzt (1) eine 
k-parametrige Resolvente, wenn dabei vorausgesetzt wird, dap © kein 
Zentrum besitzt. 


1”) W. Killing, Die Zusammensetzung usw. III, Math. Annalen 84, 8. 57. — 
E. E. Levi, Sulla struttura dei gruppi finiti e continui, Atti Torino 40 (1905), S. 424. 
— Den Hinweis auf die letztere Arbeit verdanke ich Herrn E. Cartan, der mich auch 
durch eine kritische Bemerkung beim Beweise des Satzes 5 wesentlich geférdert hat. 
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Beweis. Es seien 


Bay Bgy -229 Be 


die Wurzeln der Gleichung (1), welche wir als unabhangige Verinderliche 
betrachten. Es sei auBerdem eine k.T.G. I gegeben, die eine mit der 
Galoisschen Gruppe der Gleichung (1) isomorphe Gruppe @ als Teiler 
enthilt. Die Gruppe I" ist im k-dimensionalen Raume (z,, z,,...,2,) dar- 
stellbar. 

Wir kénnen in unserem Falle annehmen, da8 I kein Zentrum enthiilt. 
Denn ist A das Zentrum von I, so mu8 x zu : teilerfremd sein, woraus 


wea da8 wir an Stelle von I’ die Gruppe 5 T’ nehmen kénnen. Ent- 
halt F ebenfalls ein Zentrum, so wiederholen whe diese Reduktion, usw. 


In diesem Falle ist die Gruppe I als eine lineare homogene Trans- 
formationsgruppe darstellbar **). In dieser Darstellung wird @ oder ihre 
Darstellungegruppe ebenfalls als eine homogene lineare Gruppe im Raume 
(Ys Yor «++» Ym) Aargestellt. Andererseits fassen wir die Permutationsgruppe & 
als eine homogene lineare Gruppe im Raume (z,, z,,..., %,,) auf. 

Nun nehmen wir an, die Gleichung (1) sei eine normale (Galoissche) 
Gleichung. Das kann man immer erreichen, indem man an Stelle von 
x, die GréBe t,2,+-...+4,2, nimmt. Dann ist die Permutationsgruppe G 
als eine regulire Darstellung von @ aufzufassen, die jede mégliche Dar- 
stellung von @ so oft enthilt, als deren Grad betrigt**). 

Wir kénnen sowohl den Raum (z,,2,,...,2,) wie auch den Raum 
(Yy» Yqs +++» Ym) 80 linear transformieren, daB die den neuen Raumen ent- 
sprechenden Substitutionen aus irreduziblen Bestandteilen bestehen, und 
dabei aquivalente Bestandteile dieselbe Gestalt haben. Sodann sind wir 
imstande, den Raum (z,,z,,...,2,) 8o oft zu wiederholen (erweitern) 
und den Raum (y,, ¥,---,Y,) 80 zu vervollstindigen, daB die den so 
erhaltenen Raumen entsprechenden Substitutionsgruppen zusammenfallen. 
Daraus folgt aber, daB man die Koordinaten des Raumes (¥y,, .,---> Ym) 
als lineare Funktionen der Koordinaten des erweiterten Raumes (2,,2,,..-,2,) 
darstellen kann. Diese lineare Transformation fiihrt die lineare k.T.G. des 
erweiterten Raumes (z,,2,,...,2,) tiber in eine lineare Gruppe im Raume 
(Yas Yor +++» Ym)» Der Gruppe IP muB eine Untergruppe I dieser k. T. G. 
entsprechen. Da aber der Zusammenhang zwischen dem _ erweiterten 
Raum (2,,2,,..-,%,) und dem Raum (y,,y,,..-,y,,) kein umkehr- 
barer ist, so ist I im allgemcinen mit einer Faktorgruppe von I” einstufig 
isomorph. 


18) A. Speiser, Die Theorie der Gruppen von endlicher Ordnung. Berlin 1923, 
8. 119, Satz 118. 
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Nun beachten wir, daS I’ im k-dimensionalen Raume (G., Ci dey HD 
darstellbar ist. Daraus folgt nach Satz 3, daB die GréBen z,, z,,..., 2, als 
Funktionen der Koordinaten des erweiterten Raumes (y,, ¥,,..-, ¥,,) dat- 
stellbar sind. Daraus schlieBen wir, da8 die GréBen z,, z,,...,z, als Funk- 
tionen der Koordinaten des erweiterten Raumes (z,, 7,,..., z,,) darstellbar 
sind. Das System z,, z,,..-, 2, bildet demnach ein Imprimitivitatssystem 
der erweiterten Gruppe I. Man kann, den Untersuchungen von Lie und 
Herrn Engel zufolge, als Reprisentanten dieses Imprimitivitaétssystems ra- 
tionale Funktionen der x; und der Wurzeln einer ,,Nebenresolvente* wahlen 
(vgl. H. I, § 2). 

Nun wollen wir die ,,erweiterten“ GréBen spezialisieren. Es sei 
(u,, Uy, ---, U,) eime der ,,Wiederholungen“ des Raumes (z,, 2, ..., 2). 


Wir ersetzen die Verinderlichen u,, u,,..., u, durch die Veranderlichen 
@,%,,...,@,_,, die mit den u,, u,,..., u, und 2z,, 2, ..., 2, folgender- 
maBen verbunden sind: 

Uy = Mg + 2+ Oye... topaz, 
(2) Ug = X $y %_ + yey +... +Gp.zs, 


Te. wees te ene Fe oe eS Te me eS 


n-1 


Un = Wl + Ot Bq + Clg Ty... +O n-a Tp 


Die GréBen z,, z,,..., z, sind Funktionen von 2,, 2g, ..-; %,3 Uy» Ugs +++ Uy; 
V,, V,,--. und besitzen als solche folgende Eigenschaften: 


1. Uben wir auf die Veranderlichen 


Gian Bing o0i9 Mee 
Ginn Gas +205 Me 
u; Uy, ? v,> 


2 «= O. Ae ee 


parallel die Transformationen von I aus, so verwandelt sich jede der Funk- 


tionen 2,, 2,, ..., Z, in eine Funktion von 2z,, z,, ..., 2,- 
2. Uben wir auf die Verinderlichen 
a Se 
Uy; Ug, coos U,> 
%, Ug; ? v,> 


parallel die Transformationen S von @ (d.h. gewisse Permutationen) aus, 
so erleidet die Funktion 


Z=t,2,+4,2,7...+4,% 
bei unbestimmten #,, t,, ..., ¢, eine wirkliche Anderung. Mit anderen Worten, 





—_ 
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alle GréBen 

(3) Z°-Z 

sind von Null verschieden, wobei S simtliche Permutationen der Gruppe & 
durchlauft. 

Nun fassen wir die z,, z,,..., Z, als Funktionen von 2,, 24, ..., 23 
io, @y,.-.5@%,_y3--. auf, Aus der Gestalt der Formeln (2) sieht man leicht, 
daB die GréBen «,, a,,..-,@, 33 By, By,--- invariant bleiben, wenn wir auf 
die 2,,...,%,3 Uy, ++) M3 ¥,,--- parallel eine Permutation von © ausiiben. 
Andererseits sind die GréBen (3) von Null verschieden, wenn ¢,, ..., t,; 
Gy, ---> & 4, Bo»... unbestimmt sind. Man kann also den ¢,,..., t,; 
Gp, «++> &, 43 By,-+- Solehe rationale Zahlenwerte zuschreiben, daB die 
GréBen (3) von Null verschieden bleiben. Daraus folgt, daB die GréBe Z 
eine rationale Funktion von z,,%,,..-, 2%, ist, die zur identischen Gruppe 
gehért. Jede der Wurzeln z,, z,,..., 2%, der Gleichung (1) kann also 
durch Z, die Koeffizienten der Gleichung (1) und die GréBe ® (vgl. H.1) 
rational ausgedriickt werden. Andererseits hangt Z nur von k veranderlichen 
GréBen z,,2,,..., %, ab. Somit geniigen die GréBen Z, Z*,... der Gleichung 


(3’) 2° + 17,-Z"-*+...4+H,_,-2+1,=0, 


die als eine Resolvente mit k Parametern aufgefaBt werden kann, w. z. b. w. 

Bemerkung 1. Die Funktion Z(z,, z,,..., 2) ist keineswegs eine 
Funktion, die auch Funktion von 2z,, z,,..., 2, bleibt, wenn wir auf die 
Z,,%q,---, 2%, Transformationen von I ausiiben. Um dies einzusehen, be- 
achte man, daB die GréBen a,, «,,..., &, 1; By, B,,--. wohl gegeniiber den 
Transformationen von @, nicht aber gegeniiber den Transformationen von I" 
invariant bleiben. 

Die Irrationalitét 9 hingt von den Invarianten der erweiterten k. T. G. 
I’ ab. Man kann aber die Funktionen z,,z,,..., 2, 80 spezialisieren, daB 
sie nach Einsetzen der konstanten Werte von a, f,... nur von den In- 
variante: der urspriinglichen k.T.G. I" abhingt. Dazu betrachten wir statt 
der z,u,v,... die 2,a,8,... als unabhingige Verinderliche. Wir be- 
achten dabei, daB die Verinderlichen «, 8,... gegeniiber den Transfor- 
mationen von @ (nicht aber von I") invariant bleiben. Man kann das 
volle Invariantensystem der erweiterten k.T.G. I" folgendermaBen dar- 
stellen, indem wir die Verinderlichen «, f,... schlechtweg mit y,, y,,..-, %; 
(t = n(s — 1)) bezeichnen: 


(4) YP, (w,, Z_,---5%,) =, ($= 1,2,..., 9), 
(5) Poei(tarYars-o%)=% (8=1,2,...,9), 


(6) Poag+t(Zpsay sees Bays Vqgarcees 74) Pith. ( =1,2,...,r—p—q). 
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Hier bedeutet p die Anzab] der Invarianten der urspriinglichen k.T.G. I, 
r die Anzahl der Invarianten der erweiterten k.T.G. I’. 

Nun eliminieren wir aus den Funktionen z,(z,,..., 2,5 ¥,5 +++» %) Ver 
midge (4) die Verinderlichen 2z,,7,,...,2, und dann vermdge (5) die 
Veranderlichen y,, 7,,---; Ye: Dann erhalten wir: 


(7) Bi (Sy gar s+s Bui Vg gar cers Med Wry eves Uys Ops oo 0s Op) (¢=1,2,..., B), 


Diese Funktionen behalten ihre Grundeigenschaft, durch Transformationen 
von I’ in funktional aquivalente Systeme iiberzugehen, wenn wir in ihnen 
u, = konst., v, = konst. setzen und dabei uns die Transformationen der 
Gruppe I" in die ,,verkiirzte‘ Form gebracht denken. Setzen wir anderer- 
seits in ihnen u, = konst., v, = konst., Yo+1 = konst., ..., y, = konst., 80 
verwandeln sie sich in eindeutige, also rationale Funktionen der Verander- 
lichen z, ,,,---, 2%, die in funktional aquivalente Systeme iibergehen, wenn 
wir auf die z,,,,...,2, Transformationen von & ausiiben. Denn ist etwa 


BS, , qs +229 Bays Far oor %ys 8) =O 
die Gleichung, der die z; geniigen, so geniigen sie offenbar der Gleichung 
TF (zs, Y ae “4 px: ve; z)=0, 


die man erhilt, indem man 2%,..., Tes Yar +09 Me als aus den 
Gleichungen (4), (5) zu  bestimmende algebraische Funktionen von 
Tygar sss qs Yogar +++ % SUffabt und mit S§ eine jede Substitution der 
Galoisschen Gruppe des mit ihnen gebildeten Kérpers bezeichnet. Dann 
wird z als eine eindeutige, also rationale Funktion von z,,,,...,%, dar- 
gestellt, wenn wir Uy, Uy, +H; Oy, Vy, - 0-5 V als zu einem algebraisch 
abgeschlossenen Koeffizientenkérper gehérig betrachten. 

Durch die Substitution v,— konst., y,,, = konst.,..., y,—= konst. er- 
leiden offenbar die z,, 2,,..., 2, keine Beschrankung. Setzen wir aber 
u, = konst., so héren die z, auf, unabhingige Funktionen zu sein. Daraus 
folgt, daB die Funktion (7) nur von irrationalen Funktionen der Verinder- 
lichen u, und eventuell numerischen Irrationalititen abhingt. 

Statt dieser Substitution kénnen wir in (7) fiir alle y; geeignet 
gewahlte konstante Werte einsetzen und erhalten auf diese Weise genau 
dieselben Funktionen. Wollen wir aus (7) die Funktion Z bilden, so 
hangen die Koeffizienten der ihr entsprechenden Nebenresolvente R(@) = 0 
nur von den p Parametern U,,U,,..-,u, @b. Man kann hier etwa 
O=t,u,+...+#,u, mehmen, wo t,,...,¢, geeignet gewahlte rationale 
Zahlen sind. 

Ist die urspriingliche Gleichung (1) nicht normal, so kann die Para- 
meterzahl der Nebenresolvente R(#)=0 noch weiter reduziert werden. 
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Es sei namlich 

(1’) X°+P,X°"4+...4P_,X+P,=0 
diese Gleichung (<n). Dann ist 

(8) zw, =t,X,+4,X,+...+4,K,. 


Jetzt kann man die z; nicht als unabhingige Verinderliche betrachten, 
sondern sie sind durch n —s lineare Relationen verbunden. Wir kénnen 
stets die x, durch lineare Kombinationen y,, y,, ..., y, derart ersetzen, 
daB y,,¥,,---,y, im bew. X,, X,,..., X, tibergehen und y,,,,...,y, ver- 
schwinden, wenn wir auf die z; die Substitution (8) ausiiben. 

Nun kénnen wir das Invariantensystem von I" folgendermaBen dar- 
stellen: 

Uy (Yas --+> Yes Yasar so +9 Yn)» Ma (Yas +5 Yor Yorn seer Uq)o veer 
Uy (Yur ++» Yes Yoras<++9 Yn)» Mraa(Yosas s+ Yu)o s+ My (Yogar+++2 Yn) 

Unter diesen Funktionen kénnen nach der Substitution (8) nur die h ersten 
nicht konstant werden, so daB jetzt die Koeffizienten von R(@) = 0 héch- 
stens von h Parametern abhangen. 

Man kann andererseits die GréBe § = t,z, +...+ 4,2, vermége der 
Gleichungen 
(8’) ,(X,,...,X,; 0,0,...,0) =a, 


als eine rationale Funktion von X, ,,,..., X, darstellen’*). Daraus folgt, dab 
der Transitivitaétegrad der Permutationsgruppe @ unter den X, die Zahl h 
nach oben beschrinkt. Ist z.B. @ die alternierende Permutationsgruppe 
unter den X,, so mu8 h< 2 sein. Denn wire h> 3, so wiirde & gegen- 
tiber der Permutation (X,, X,, X,) invariant sein, was der Tatsache wider- 
spricht, daB é sich gegeniiber jeder Permttation von G andert. 

Die Parameterzahl von R(#)=0 kann man noch um Eins reduzieren. 
Man beachte nimlich, daB die Spur von z,, der Konstruktionsmethode 
der E.G. zufolge, eine Invariante der Gruppe I" ist. Die Spur von X, 
und also von z, kann man aber auf rationalem Wege zu Null reduzieren. 
Es bleibt demnach nur eine Invariante von I" iibrig, die einen wesentlichen 
Parameter von R(#) = 0 bilden kann. 

Satz 8. Besitzt die Gleichung (1) eine k-parametrige Resolvente, so 
lapt die in H. I angegebene Einkleidung ihrer Galoisschen Gruppe & eine 
Darstellung im k-dimensionalen Raume zu. Diese Darstellung braucht 
zwar nicht eine eigentliche zu sein, muB aber die mit © einstufig iso- 
morphe Gruppe als Teiler enthalten. 


*) (Zasatz bei der Korrektur.] Denn sie ist eindeutig auf den Mannigfaltig- 
keiten (8’). 
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Beweis. Es seien 
(8”) Bi Be 0 & 


simtliche Wurzeln einer k-parametrigen Resolvente der Gleichung (1), welche 
in der Gestalt einer normalen Gleichung gegeben sein mége. Die GréBen (8” ) 
sind Funktionen von z,,z,,...,2,, die zur Einheitsgruppe gehéren. Uben 
wir auf die z,,2,,..., 2, die Permutationen der Gruppe @ aus, so erleiden 
Z,, Z,,...,Z, gewisse Permutationen, die eine mit G einstufig isomorphe 
Gruppe @ bilden, die sich von @ nur durch andere Bezeichnung der Ver- 
anderlichen unterscheidet. 

Wir fassen zunichst Z,, Z,,..., Z,, als unabhangige Veranderliche auf 
und kleiden @ mittels einer k. T.G. I” auf die in H.I beschriebene Weise ein: 


(9) Abe B+... pep Be (Z+ eet... pe Z,) 
= ) 


PE ae e=e™ 


Dann benutzen wir die Tatsache, daB die GréBen (5) Wurzeln einer 
k-parametrigen Resolvente sind, d. h. daS unter ihnen nur & funktional 
unabhingig sind. Wir fassen z,,2,,...,2, als Koordinaten der Punkte 
eines Raumes R auf, wobei zwei Punkte (z,,...,z,) und (zj,..., 2) als 
nicht verschieden betrachtet werden sollen, falls 


Z,( Bq, qs -- +> B,) = Z, (aj, 2g,---, Be) (8 = 1, 2,..., 2) 


gilt. Dieser Raum hat offenbar & Dimensionen. Die Transformationen (9) 
bestimmen in ft eine k.T.G., die mit I’ ,,im kleinen homomorph* ist und 
die mit © isomorphe Gruppe als Teiler enthalt, da etwa Z, zur identischen 
Untergruppe von @ gehért. Der Satz ist also bewiesen. 

Bemerkung 2. Beim Beweise dieses Satzes ist es wesentlich, daB jedes 
Wertesystem der Parameter dieser k.T.G. eindeutig den Punkt bestimmt, 
in welchen ein beliebiger Punkt von §t iibergeht. Demnach trifft fiir unsere 
Gruppe die Schreiersche topologische Definition (loc. cit.. Anm.*)) zu, so 
daB hier die ganze Schreiersche Theorie anwendbar ist. Ist aber diese 
Bedingung nicht erfiillt, so kénnen wir z. B. der Erscheinung begegnen, da& 
eine nicht zyklische Monodromiegruppe einer algebraischen Funktion einer 
Veranderlichen eine eingliedrige k.T.G. als E.G. zula8t. Zum Beispiel: die 
durch die Gleichungen 


a+y+z=C,, 

2*+ y?*+2*= d., 

z*+y*+2°=0, 
definierte eingliedrige k.T.G. enthilt als Teiler die symmetrische Permu- 
tationsgruppe von drei Dingen, die sogar nicht Abelsch ist. 
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Die Satze 7 und 8 erlauben uns, das Resolventenproblem in jedem 
gegebenen Fall mittels einer endlichen Anzahl von Operationen zu lésen. 
Dazu ist namlich erforderlich, die Gruppe © der gegebenen Gleichung 
auf die in § 2 beschriebene Weise einzukleiden. Dann suche man alle zu 
@ teilerfremden Normalteiler der die Gruppe G einkleidenden k. T. G. I" 
und bilde die ihnen entsprechenden Faktorgruppen. Man muB8 schlieBlich 
entscheiden, in welchem Raum von méglichst kleiner Dimension jede dieser 
Gruppen darstellbar ist. Dazu miissen wir diese Faktorgruppen geniigend 
erweitern und dann ihre Imprimitivititssysteme finden, was nach Satz 7 
auch die wirkliche Aufstellung der Resolvente erméglicht. Der Satz 8 besagt, 
da8 damit alle méglichen Resolventenbildungen erschépft sind. 


(Eingegangen am 20. 11. 1930.) 








Ein Satz iiber auflésbare Polynome vom Primzahlgrad. 


Von 
Udo Wegner in Géttingen. 


Ein wichtiges und schwieriges Problem der Algebra ist es, den Zu- 
sammenhang zwischen den arithmetischen Eigenschaften eines Polynoms 
mit Koeffizienten aus einem algebraischen Zahlkérper und den Eigenschaften 
der zum Polynom gehérigen Galoisschen Gruppe bzw. zu dem durch eine 
Wurzel des Polynoms erzeugten Kérper aufzudecken. Bekannt in dieser 
Richtung sind 

1. die schénen Satze von I. Schur, M. Bauer und O. Perron, welche 
aus der arithmetischen Natur der Koeffizienten der Gleichung heraus die 
zur Gleichung gehérige Galoissche Gruppe als symmetrische Gruppe er- 
kennen lassen; 

2. sind es die Satze von Dedekind, Frobenius und M. Bauer, die aus 
dem Verhalten der Polynome modulo der Primzahlen den durch eine Wurzel 
erzeugten Kérper charakterisieren. Wir fiihren hier den Satz von M. Bauer 
an, der ein Polynom als ein Kreisteilungspolynom erkennen |a8t, wenn das 
Polynom ganze rationale Koeffizienten besitzt, und es eine positive ganze 
Zahl gibt, so daB das Polynom fiir alle Primzahlmoduln, die in der Pro- 
gression Nz -+-1 enthalten sind, vollstandig in lineare Faktoren zerfillt. 

Es ist natiirlich jetzt die Frage, ob man nicht auch durch ein ahn- 
liches Verhalten in bezug auf die Primzahlmoduln einer arithmetischen 
Progression die auflésbaren Gleichungen charakterisieren kann. Im Folgenden 
werden wir in der Tat einen solchen Satz kennen lernen. Wir beweisen den 

Satz. f(x) sei ein Polynom mit rationalen Koeffizienten vom Grade p, 
wobei p eine ungerade Primzahl bedeutet. f(x) mége im Bereich der 
rationalen Zahlen irreduzibel sein. Ist p +5 und zerfallt f(x) fiir Prim- 
zahlmoduln volistindig in lineare Faktoren, die sdmtlich in den Pro- 
gressionen px +1 enthalten sind, so ist f(x) aufldsbar tiber dem Korper 
der rationalen Zahlen. Ist p= 5, so ist f(x) ebenfalls aujlésbar, wenn 
es nur fiir Primzahlmoduln der Form 52x -+-1 vollstandig zerfalit. 
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(Es sei bemerkt, daB im Falle p=5 f(z) nicht auflésbar zu sein 
braucht, wenn es fiir Primzahlmoduln der Form 52-+-1 und 52 —1 zer- 
fallt. Siehe solche Beispiele in meiner Arbeit ,Uber auflésbare Glei- 
chungen II.*)*) 

Fiir p=5 gelingt es in einfacher Weise, Beispiele von Gleichungen 
anzugeben, die nur fiir Primzahlmoduln der Form 52-+-1 vollstandig in 
lineare Faktoren zerfallen. Man hat nur die Bedingung aufzustellen, daB 
f(z) mit dem Polynom z‘— x (mod q), wobei g eine Primzahl der Form 
52+1 ist, 5 Lésungen gemeinsam hat und dies auch nur fir Prim- 
zahlen der Form 52-+1 geschieht. Wir weisen auf die eben genannte 
Arbeit hin. 

Unser Satz ist ein Satz, der in die Klassenkérpertheorie gehdrt. 

Zum Beweis unseres Satzes miissen wir einige. Hilfsbetrachtungen an- 
stellen *). 

1. f(z) sei das oben beschriebene Polynom von beliebigem ungeraden 
Primzahlgrad. # sei eine Wurzel, P(#) der durch # erzeugte algebraische 
Zahlkérper tiber P, dem Kérper der rationalen Zahlen. Mit I'(#) wollen 
wir stets den zu P(#) gehdrigen Galoisschen Kérper iiber P bezeichnen. 
Dann gilt: 

I. In I'(@) zerfallen alle und nur die Primzahlen in lauter verschiedene 
Primideale ersten Grades, die es auch in P(#) tun. 

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus dem folgenden Satz der Hilbert- 
schen Theorie der Galoisschen Kérper. 

q sei eine Primzahl, die nicht in der Diskriminante von P(#) aufgeht. 
% sei ein Primteiler von p in ['(#) vom Grade f. S sei eine erzeugende 
Substitution der zyklischen Zerlegungsgruppe von der Ordnung f. Wenn 
dann S§ die elementenfremden Zyklen §,, 8,,.--, 8, der beziiglichen Ord- 
nungen f,, f,,--.,f, enthilt, so zerfallt p in P(#) in genau x Primideale 
der beziiglichen Grade f,, f,,. -, f.. 

Wenn also p in lauter Primideale ersten Grades in P(#) zerfillt, so 
ist f,=—f,=...=f, und 8S=Z£ die Einheitssubstitution, dh. f=1, und 
da I°(#) Galoisscher Kérper ist, so zerfallt g in I'(#) wirklich m lauter 
Primideale ersten Grades. Die Umkehrung ist trivial. 

2. In einem aus zwei Kérpern P(a) und P(f) tiber P zusammen- 
gesetzten Kérper P(y) = P(a, 8) zerfallen diejenigen Primzahlen und nur 
diese in Primideale ersten Grades, die in P(«) und gleichzeitig in P(£) 
in dieser Art zerfallen. 


1) Erscheint in der Math. Zeitschrift. 
*) Ahnliche Hilfsbetrachtungen werden auch von Herrn M. Bauer in seinen 
interessanten Arbeiten angestellt. 
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Beweis. Nach dem ersten angefiihrten Satz geniigt es, den Satz fiir 
den aus I"(@) und I"(f) zusammengesetzten Kérper P(6) zu beweisen. Es 
ist offenbar P(d)=I'(d6) ein Galoisscher Kérper. DaB in I'(d) nur die- 
jenigen Primzahlen in lauter verschiedene Primzahlen zerfallen, die es in 
I'(@) und I'(f) tun, ist klar, da '(a@) und I'(f) Unterkérper von I'(d) 
sind. © sei die Galoissche Gruppe von I"(6). I"(@) gehére zur invarianten 
Untergruppe &,<i@ und I'(f) zur invarianten Untergruppe G,~<iG. 
Da I'(4) der kleinste Kérper ist, der I’(«) und I'(f) enthilt, so besitzen 
die beiden invarianten Untergruppen %, und @, nur das Einheitselement 
gemeinsam. g sei nun eine Primzahl, die sowohl in P(«) als auch in P(f) 
in lauter verschiedene Primideale ersten Grades zerfallt. $8 sei ein Prim- 
ideal von g in I'(d), 8 die zugehdrige Zerlegungsgruppe. Dann kénnen 
wir unsere Forderung auch wie folgt aussprechen (gema8 der Dedekindschen 
Zerlegungsformel), wenn wir beachten, daB G, und @, invariante Unter- 
gruppen sind: 

(G,,3)=3 


(Gp 3) = 3. 
Hieraus folgt aber, da (G,, G,) = Z ist, 8 = HZ, dh. $ ist ein Primideal 
ersten Grades. Das gilt aber fiir jedes Primideal % von g in I'(d), da 
die iibrigen Zerlegungsgruppen nur Konjugierte von 8 sind. Unser Satz 
ist bewiesen. 


und 


3. Die Dichtigkeit der Primzahlen, die in lauter verschiedene Primideale 
ersten Grades zerfallen, existiert und ist gleich dem reziproken Werte der 
Ordnung der Galoisschen Gruppe’). 


4. Betrachten wir nun den Kérper des ® 3 ten Grades, der durch 


eine zweigliedrige Periode der p-ten Einheitswurzeln erzeugt wird. Er ist 
ein Galoisscher Kérper P(»)=I'(m). In ihm zerfallen alle Primzahlen der 
Progression pa +1 und nur diese in lauter verschiedene Primideale ersten 
Grades. 

Beweis des Hauptsatzes. (Es sei p > 3 stets vorausgesetzt; denn 
p = 3 liefert unmittelbar die Richtigkeit unseres Satzes, den wir in der 
Einleitung genannt haben.) Nach dem Dedekindschen Satz ist die Be- 
dingung des Zerfallens in lauter verschiedene lineare Faktoren modulo g 
gleichbedeutend mit der Tatsache, daB die Primzahl g in dem durch #, 
eine Wurzel von f(z) = 0, erzeugten Kérper in lauter verschiedene Prim- 
ideale ersten Grades zerfallt. Der Kérper (ny, #)=I'(4), der aus dem 
eben eingefiihrten Kérper I°(7) und dem Kérper, der zu unserer gegebenen 
Gleichung gehért, zusammengesetzt ist, besitzt nach 3. und 4. die Eigenschaft, 





*) §. Hilbert, Zahlbericht, S. 265. 
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daB alle diejenigen Primzahlen der Form px +1, die in I'(#) in lauter 
verschiedene Primideale ersten Grades zerfallen, auch in I"(d) so zerfallen. 
Diese Primzahlen sind auch die einzigen. Also ist der Grad von I'(d) 
gleich dem reziproken Wert der Dichtigkeit dieser Primzahlen. Dieses war 
aber auch der Grad von I'(#). Also ist I'(y) enthalten in ['(#); somit 
besitzt aber die Galoissche Gruppe von P(#) oder f(z) = 0 eine invariante 
Untergruppe des Index ®=*. Die Galoissche Gruppe von f(z) 0 ist 
eine transitive Gruppe des Grades p, weil f(z) in P irreduzibel voraus- 
gesetzt war. Die Ordnung einer transitiven Gruppe des Grades p hat aber 
die Gestalt 
pr(l+xp), 


wobei r ein Teiler von (p —1) ist. Die invariante Untergruppe Ul, zu der 
I'() gehért, hat demnach die Ordnung 


pr(l+xp) 
—. 


2 


Die Ordnung ist durch p teilbar, und demnach besitzt sie einen Zyklus 
der Ordnung p nach dem ersten Sylowschen Satze. U ist somit transitiv. 
U besitzt demnach auch eine Ordnung der Form 


ps(l+ep), 


wobei «|p —1 ist. Sei r= Po und s—2—, so miiBte 





=«i\, —1 —1 

p(®-)(1+*p) ="5--p-2— (1+ ep) 
sein. Also 24-+-4=0 (mod p). Nun ist 0< pio p—lundO<iAcp-—l. 
Also ist 0< 2u+A<3p—3< 3p, dh. es kann nur 


2u+i=p 
oder 
2u+i=2p 


sein, wobei u|p—1, 4|p—1. Die einzigen Lésungen dieser Gleichung 
mit den Nebenbedingungen sind: 





pate, A=1, 
u=p—l, =2, 
fir p>3 und p+7. Fir p=7 ist noch méglich: 


== §, p=2. 
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Setzen wir demnach p +7 voraus, so wird Ul von der Ordnung 


p2(l+ep) oder pl(1+ep), 
dh. s=1 oder s=2. 

Nach einem Satze von Mathieu (Liouville Journal, série II, tome VI, 
1861, Chap. IV) kann fiir s—1 nur 9 =0 sein und fiir s=2 ebenfalls 
o=0 sein, wenn p= 4k+ 38 ist. Ist p=—4k-+1, 80 schlieBen wir mit 
Frobenius (s.: Uber Gruppen des Grades p oder p+ 1, Sitzungsber. der 
preuB. Akademie zu Berlin 1902, 8.15), daB o nur >0 sein kann, wenn 


1 
p-2(1+ep)=3P(p*—1) 
ist. Dann mu8 aber G von der Ordnung + P(p*—1)(25*) werden, die 


dann in der Form + p(p*—1) (25+) = p?=* (1+ xp) dargestellt werden 
kann. D. h. - 
p*—1=—4(1+x>p), 
5=0 (mod p), 
also 
p=5. 


Somit ist fir p>7 stets Ul von der Ordnung 2p oder p, und @ ist von 


der Ordnung p(p—1) baw. p(®>*). Also ist P(#) in jedem Fall auf- 
lésbar. Fiir p= 7 ist Ul von der Ordnung 
pl-(l+op), p-2-(l+ep) oder p-3-(1+ ep). 


Da p=4k-+3 ist, so wird in den ersten beiden Fallen 9 =0, und G 
von der Ordnung p(p — 1) = 42, also auflésbar. Ist 11 von der Ordnung 
p-3-(1+ ep), so wire G von der Ordnung 


p(?5-)-3(1 +ep)=7-3*(1+ ep), 


und 1+ op kann nur gleich 8 sein. Also ist © von der Ordnung 
7-8-3*—7-2°-3° und hitte eine invariante Untergruppe der Ordnung 
7-3-2°; 7-8-8* ist aber nur in der Form 7-2(1-+-x p) darstellbar. Da 7 
aber von der Form 4k-+ 3 ist, so ist nach Frobenius auch hier x = 0, 
und © ist auflésbar. SchlieBlich sei bei p= 5 erwahnt, daB fiir G die 
symmetrische Gruppe, auBer den Gruppen der Ordnung 20 und 10, noch 
in Frage kommen kann. Die Gruppe der Ordnung 120 ist aber nicht auf- 
lésbar. Demnach ist der erste Teil bewiesen. 


f(x) set nun vom Grade 5, mit rationalen Koeffizienten versehen und 
in P irreduzibel. f(x) mége nur fiir Primzahlen der Form 5x -+-1 voll- 
stdndig in lineare Faktoren zerjallen. Dann ist f(x) aujlésbar. 
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Beweis. Wenn f(x) nur fiir Primzahlmoduln der Form 52 -+-1 voll- 
standig zerfallt, so zerfallen nach dem Dedekindschen Satz in P(#) nur 
Primzahlen in lauter verschiedene Primideale ersten Grades, wenn sie die 
Form 5z+1 haben. Bilden wir jetzt den Kérper P(e), wobei « eine 
5-te Einheitswurzel ist, und setzen ihn mit ['(#) zusammen, so zerfallen 
in I'(8,¢)=I"(6) alle und nur die Primzahlen in lauter verschiedene 
Primideale ersten Grades, die auch in dieser Art in I"(d) zerfallen; denn 
in P(e) =I'(e) zerfallen ja alle Primzahlen in der genannten Art. Demnach 
ist (6) vom selben Grade wie I'(#). I(e) ist demnach in I'(#) ent- 
halten, und die Galoissche Gruppe von f(z) enthalt eine invariante Unter- 
gruppe vom Index 4. Als transitive Gruppe des Grades 5 kommen aber 
nur die Gruppen der Ordnungen 120, 60, 20, 10 und 5 in Frage. Davon 
enthalt nur die von der Ordnung 20 eine transitive Gruppe des Index 4; 


denn eine Gruppe der Ordnung 30 und des Grades 5 existiert nicht. Unser 
Satz ist demnach bewiesen. 


‘ 


(Eingegangen am 16. 12. 1930.) 
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Charakterisierung der binomischen Kérper 
vom Primzahlgrad. 


Von 
Udo Wegner in Géttingen. 


In der Arbeit ,,Ein Satz iiber auflésbare Polynome vom Primzahigrad“*) 
hatte ich gezeigt, daB eine im Bereich der rationalen Zahlen irreduzible 
Gleichung vom Primzahigrad p mit ganzen rationalen Koeffizienten auf- 
lésbar ist, wenn die samtlichen Primzahlmoduln, fiir die die Gleichung 
vollstandig in Linearfaktoren zerfallt, aus der Progression pz + 1 stammen. 
Der zur Gleichung gehérige Galoissche Kérper enthalt dann den Kérper 
der zweiten Perioden der p-ten Einheitswurzeln. 

In dieser Note will ich zeigen, daB man in einem Falle sogar den 
Kérper genau bestimmen kann. Unser Satz lautet: 

Set f(x) ein im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibles Fu'ynom 
vom Primzahlgrade p mit ganzen rationalen Koeffizeenten und liegen die 
sdmtlichen Primzahlmoduln, fiir die es vollstandig in verschiedene Linear- 
faktoren zerfdllt, in der Progression px -+-1, so ist der durch eine Wurzel 
von f(z)=0 erzeugte Kérper ein binomischer, d.h. man kann thn durch 
eine Gleichung der Form x? —_a=0O erzeugen, wobei a eine von einer 
p-ten Potenz einer ganzen rationalen Zahl verschiedene ganze rationale 
Zahl ist. — Die Umkehrung des Satzes ist trivial. 

Uber den Fall, daB die Primzahlmoduln in px +1 liegen, wird eine 
spatere Note Aufschlu8 geben. 

Aus den Satzen 1 bis 3 meiner oben genannten Note folgt, da8 der 
Kérper P(#), der durch # (das der Gleichung f(#) = 0 geniigt) erzeugt 
wird, einen Galoisschen Kérper I"(#) besitzt, der den Kérper der p-ten 
Einheitswurzeln enthalt. Nennen wir diesen ['(e). Also ist (e)<I'(#). 
Fiir den weiteren Gang des Beweises bendtigen wir folgende Tatsachen: 


) Siehe die voranstehende Abhandlung, Math. Annalen 105 (1931), 8. 256—261. 
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p-1 

I. Die Diskriminante von I"(e) ist gleich (—1) * p”~* (siehe Hilbert, 
Zahlbericht, 8. 327). 

II. Da die Galoissche Gruppe von I"(#) die volle metazyklische Gruppe 
ist, wegen des Grades p(p—1) von I(#), besteht folgende Relation 
zwischen den Zeta-Funktionen der drei Kérper '(#), I'(e) und P(#): 


Chie) (8) Cre (s) = Srv(s)0?-*(a). 
(Siehe E. Artin, Zeta-Funktionen algebraischer Zahlkérper, Math. Annalen 
89 (1923), S. 147f£.) 
III. Aus II folgt bei Benutzung der Funktionalgleichung der Zeta- 
Funktionen 
Aro = 4B.) Ap) (Api) = Diskriminante von P(#). 
(Siehe U. Wegner, Uber auflésbare Gleichungen vom Primzahlgrad I, Journ. 
f. reine u. angew. Math., noch nicht erschienen.) 
IV. Bezeichnet man mit Dj‘) die Relativdiskriminante von I'(#) | I"(e), 
so ist bekanntlich 
Ar = 4FweN(Drio), 
N bezeichnet die Norm. Aus III folgt dann 
?-1/,-——_ Fis. 
Apo) = Arve VN(Dr) : 
Nunmehr kénnen wir unseren Beweis vollenden. Es sei 4 pig) = +-p* p®... p%, 
P, +P, P,P. Da Arwy=—+ p’~* ist, so muB p, | N (DP) sein. Ist 
somit p ein Primideal von p, in I'(e), so muB p | Di fiir jedes u 
aus der Reihe 1, 2,..., m, sein, wenn 


(p,) =p p®... pi in P(e) 
ist, weil C'(e) und I°(#) Galoissche Kérper sind. I"(#) ist iiberdies ein 
Kummerscher Kérper '(#)=I'(Vu,e). Wir diirfen voraussetzen, daB 
das Ideal («) durch kein Primideal aus I"(e) teilbar ist, das in einer 
Potenz in yu aufgeht, die =0(modp) ist. Dann ist jedes p“ auch in () 
enthalten. Es sei also 


n My, eh 
(4) =p IT T pi (0<e<p), 
0<e<p, O<e<p. 


Unter den Zahlen e”’, e’,..., e'” sei e die kleinste. Dann ist 


my my 
(4) (1) (/* _,( 
TT pr” = pee? TT ple - 6") 


pal pel 
18* 
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mit 0 < e’ — e” <p. Also wird 
(x) = vps”) IT IT piss"), 


v=1 «=i 
Da (Va, e) ein Galoisscher Kérper sein soll, so muB 
S( “ ) win 
u 
sein (x << p—1), wobei e<I'(e) ist, und S(u) die aus yw mittels der 
Substitution (e:e%) entstehende Zahl ist. g ist eine Primitivwurzel mod p. 
Also wird 





(S(#) » 
er 
und demnach 
(ee) pT [pees - ee) 
ae ad a ae a)”. 


(re) or Hawn 


v=1 w=1 








Da im Zahler des zweiten Faktors keine Potenz von einem p, abgespaltet 
werden kann und ebenso im Nenner, weil stets mindestens ein Ideal, 


(1) 


IT py 
nimlich p™, fehlt, so miiBte - no selbst eine p-te Potenz einer Zahl 
p* 


’ 





aus ["(e) sein, d.h. aber x = 1, da x < p war. Soll dann lo (a)? 
sein, so mu8 auch 
S*(u) _ (ay? 
i (#) (@) 
und schlieBlich 


ie) (a)? 
sein. Demnach kénnte ich jedes p in ein vorgegebenes p‘) trans- 
formieren, da 


(= 1,2,...,p—1) 


my, 
(p,) = Tp 
wal 
war. Also muB8 eS =e” —... =e” sein. Demnach wird 


(4) = p* (pp) (py) ... (pyr) 
Da wirklich alle Primzahlen p, auftreten miissen, so darf man 


0<e<p, 
OSe<p 
annehmen. 
Es wird demnach 
w= E(1—e) pops... pe, 


wobei £ eine Einheit in I'(e) relia 

















Binomische Kérper vom Primzahlgrad. 


Da Su =«” sein muB, so wird 
S(E£)(1—e%)*=a?-E-(1—e)*. 
‘= - =. ist aber eine Einheit in I"(e), so daB a eine Einheit in I'(e) 
wird. Ebenso wird 
S*(E£)(1—e*")*=(a™)”.B-(1—e)*. 





Also 
-1 —1 : 
TI 8"(E£)- 7] (1—e*”)*= H?- B-*(1— 2)" 
x=0 vol 
oder 
+ p* = H’. B?*(1—e)*?~. 
Demnach 


(+ €,-€:...°8,_,)°=H”- EB”. 

Daraus folgt aber mittels der Fundamentaleinheiten in bekannter Weise 
e=tp oder e=(p—1)-x. 

Ist e = p-t, so kann man 

we’ = Epp py... py 

als Erzeugende von I'(‘Vu,e) nehmen. Ist e=(p—1)x, so kann 
u” = E' p*p"...p™ als eine erzeugende Zahl des Kummerschen Kérpers 
angenommen werden, da (1— «)”~"" 2” = p” ist. » nehmen wir +0 (mod p) 
an, um nicht auf den vorigen Fall zuriickgefiihrt zu werden. 2”, E’, 2 
sind Einheiten in I'(e). 

Setzen wir pf... pi» baw. p* pf... pe» =a, so ist 


?— —— 
r(yVu,e) = I'(ya-E,e). 
Weiter ist nach dem vorigen: 


S(B) 
=i) = p?. 
8, ist eine Einheit in I'(e). Ebenso wird 
S*(E) = p?-E. 


Also 


E-S'(B)...S8’~*(B) =," BR”, 
+1 = ,7R"™", 
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ist. Es kann demnach I’(Ya,e) auch erzeugt werden durch P(e” - Va) 
und I"(e) durch Zusammensetzung. Die Kérper 


P(ee’. Va) fir »—0,1,2,...,p—2 
sind samtlich voneinander verschieden und sind zugleich die einzigen 
Kérper p-ten Grades, da es nur p —1 verschiedene Gruppen (p — 1)-ter 
Ordnung gibt. Der Kérper P(@) vom Grade p, der zu I'(Va, «) gehort, 
kann demnach durch die Gleichung 
z?’—a=0 
definiert werden, w. z. b. w. 
Bemerkung. Man hatte aus 
P-1 
Ap = 4rwe VN(Dri) 
auch unmittelbar schlieBen kénnen, dab 
Apo = + p?* (Py Py --- Pa)? 
oder , 
Apo =+ P? (PP, Py --- Py)” 
wird, und dann den Hauptsatz aus meiner Arbeit ,Uber auflésbare 
Gleichungen I“ anwenden kénnen. Man hat dabei nur die Zerlegungs- 


gesetze in einem relativ-zyklischen Kérper vom Primzahligrad anzuwenden. 
Bei dem hier gegebenen Beweis benétigt man eigentlich nicht voll die 


Relation 4p) = 4rw@ YN(D). Sie ist aber so einfach und fiir die an- 
gekiindigte spitere Note notwendig, so daB sie hier doch schon benutzt wurde. 
Man gebraucht eigentlich nur die Tatsache, daB Ap = AP,.): N(D?P®) 
ist, und daB alle Primteiler von 4p 9, und nur diese auch Primteiler von 
A rw sind. 


(Eingegangen am 16. 12. 1930.) 
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Ein Beweis des Thue-Siegelschen Satzes iiber 
die Approximation algebraischer Zahlen 
fir binomische Gleichungen. 


Von 
Kurt Mahler in Géttingen. 


Im Jahre 1908 zeigte Thue (1), daB algebraische Zahlen der speziellen 


Form § = 2 fiir jedes positive « sich nur durch endlichviele rationale 
Zahlen = so scharf annahern lassen, daS 


n 
|@-2\<e (F+1+.) 

ist. Der Beweis benutzte, wenn auch in etwas versteckter Art, die bekannte 
Kettenbruchentwicklung der Binomialreihe (1—z)°. In weiteren Arbeiten 
iiber die Approximation algebraischer Zahlen (2,3) hat dann bekanntlich 
Thue statt dessen die ganz anders geartete Schubfachmethode von Dirichlet 
angewandt und gezeigt, daB der vorige Satz fiir beliebige algebraische 
Zahlen bestehen bleibt. Sein Verfahren hat spiter Siegel verallgemeinert 
(4,5, 6,7) und unter anderm gezeigt, daB fiir jede algebraische Zahl in 
der obigen Ungleichung der Exponent + +1-+e ersetzt werden darf 
durch a +m—1-+ e, wenn m irgendeine natiirliche Zahl bedeutet. 


Diese Note stellt eine Verallgemeinerung des Thueschen Ansatzes in 
der Arbeit (1) dar; gleich ihm beschrinke ich mich auf die Wurzeln 


é= //*. der binomischen Gleichungen. Es wird die Kettenbruchentwicklung 


der Binomialreihe verallgemeinert, und statt rationaler Naherungsfunktionen 
werden algebraische Naherungsfunktionen angegeben. Dabei verfahre ich 
genau wie in meiner Arbeit (8) bei der Exponentialfunktion. Fiir die 
Naherungsfunktionen werden Integrale aufgestellt; dadurch werden die Ab- 
schaitzungen sehr erleichtert, und man kann ohne Schwierigkeit den Thueschen 
Satz mit dem Siegelschen Exponenten fiir die binomischen algebraischen 
Gleichungen beweisen, ohne von der Schubfachmethode Gebrauch zu machen. 








1. 


1. Seien 0,, 0,,---, 0,, m natiirliche, w,, w,,...,@,, m komplexe Zahlen, 


fiir die keine der Differenzen 
@, — @, (h,k=1,2,...,m;h+k) 


genz rational ist. Nach bekannten Satzen iiber homogene lineare Gleichungen 
gibt es m Polynome 
4, (2 Be ces a) 
er 


die nicht gleichzeitig identisch verschwinden und bzw. héchstens vom Grad 


(e =1,2,..., m), 





e, —1,0,—1,...,0,—1 
sind, so daB in der Potenzreihe des Ausdruckes 
Dy. (| ee - + Om) (1 — 3)" = Soe 
alle Koeffizienten a, mit 
0sl<o,+o0,+.---+0,-—1 
gleich Null sind. Irgendeiner dieser Ausdriicke werde mit 


a(s|2--e)- Dalle 


2 ne (1— 2)" 


bezeichnet. Dann kann leicht gezeigt werden, daB 


fifo—omable- 2) 


gleich einem Ausdruck 
@,— @,— 0, ie) 


OQ, eee On 
ist, und da8 infolgedessen der Koeffizient der (0, + ...-+ 0,,—1)-ten 

















Potenz von z in der Potenzreihe von R (: 
Wird dieser Koeffizient so gewihlt: 





* ++ Sa) nicht gleich Null ist. 


1°** Om 





I'(e;) --»T'(@m) ( _ 
eas kag ° = Se); 
so wird alsdann R (: *n) eindeutig bestimmt. Unter R (: | 2 a, Py 
1°***' Sm 1°** Om 


ist im folgenden stets diese Funktion verstanden *). 





*) Siehe den Beweis in meiner Arbeit (8). Dort sind die analogen Betrachtungen 
fir die Exponentialfunktion vollstandig durchgefihrt. 





ee 
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Infolge der letzten Festsetzung ist identisch 


than atlas. al aati. ete 




















dz@m— dzen-s 
(ea—orsytelngg) nee) 
dz T(e:)--- Tn) P'(0m) 
und da 
B(e) eo Mme tent) geartygyeeremarens 
P’ (Om) = (en) 
ist, wird umgekehrt 
dee, 





Fle) Fey = ACE = 2) I} {C1 — 2) IM}... >< 
emt (1 wes z)%m—%m—1— Om 


>< {(1 i. "| ieee tT aaah 4 Tec) : 


wobei J die Operation 





J=f...dz 
0 
bedeutet. Dies vielfache Integral kann leicht auf folgende Form gebracht werden: 





z ty tm—s 
@ @ 
R(e ae “) = fat, fat... Fy, R (elt, tea) 
R(z | ty ty... t.-1) > (z —_ Sit (t, a t,)°~" = (ty ee a ee ~< 
5 (1 Pt 2)” (1 t. oo ef’ (1 ot iw (1 oo I ik Car 


Fiir R(2 
angeben. Es ist 
R(|[ 21-77 =) — n**rie). Pte) fe, (=a)'ay 


Qs +++ Om 22% h 
g i “i. (9— % — ) 
wobei iiber einen geniigend groBen Kreis um den Nullpunkt in positiver Rich- 
tung integriert wird. Denn es gibt eine Entwicklung nach fallenden Potenzen 





=) 1a8t sich auch ein einfaches Cauchysches Integral 


1 °**+ Om 








It IT (1-24) - S50" (b, =1), 


und daher wird nach dem Residuensatz 


= — e\\e+l—a 
R(z [Me Om) — (14 P(Q,) --- P (0q) Sy, EE 
| Qy +++ Om i=0 


T(o+!) 
(e;) (Gm) o= 
am Meu Then! a 
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Summiert man andererseits iiber die Residuen der Pole des Integranden, 
so wird 








ri @, --.@,, at A @,. ms jm. 
\2 eee P» .( a a: *) 
ek—1 
@,---@,\ > _ 40-1 (1—=)* ‘ 
4, (2 Pali jal 1) T'(@,)- T(Qn) & o'(a+m° 
™ or-1 
%(3)= TT H(s—a—4), 





wobei das Polynom A, ( Z = em Pe genau den Grad 9, —1 besitzt. Es 


1 ™ 
sind also die Forderungen der Definition von R(2|% a ~) erfiillt. 
2. Setzt man zur Abkiirzung =e 


r( °) = 4) — -e+1) 
|, a hole )™ FG—e—erFt)’ 








h=0 
80 ist 
o(s) = IT 7(3|° or): O(a, +h) =F ( ») IT ¥( ~] 
k=1 : = e,, 
fir E=1,2,...,.m;h=—0,1,...,0,—1. 
Ferner ist 
P(e) __ __ (4-4-4 (@s * ‘) 
, Dy h 7 
P’ (+h *) 


wahrend aus der bekannten Gammaformel 


4 ” 2. P(i+e)r 


wo G den Einheitskreis in positiver Richtung und der Integrand den 
Hauptwert bedeutet, folgt, da8 


Tie.) _ (—1)%"*s 4-04 +h— On =" 
F( s) “Fane . (1+ 8)" ds 
Oy 








fir h=0,1,...,0,—1, «+k 


ist. Bedeuten also ¢,,t,,...,t,_,,t,43---t,, ™m—1 Verinderliche, die der 
Reihe nach die Einheitskreise G,, G,,...,G,_,, G,,4,---@,, ihrer Ebenen 
in positivem Sinne durchlaufen, Q, die endliche und von Null ver- 
schiedene Konstante 





se 
a= IT siaxvw, ep 
<e 








ee 
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und wird zur Abkiirzung 


fa: J dt, ¥-1, Jat “J ttn = fat 


Ges 
geschrieben, so folgt mittels einer einfachen Rechnung die Integralformel 
als|®”"S =) = = Q,(—1)" fa 1 (—1)" by 0. ty_g bag oo by (12) >< 
Mee 


(@) 
ve [Pt (4 + 4,)%~* dt. 
“oh 
3. Bedeutet 6,, das Symbol 
1 fir h=k 
Onn 





~ 10 fir hk 
und wird gesetzt 
R M1 m)  B(s| a ‘ 
»(e & «> 0, 5 Ska ee 
A ( Ore Om) 4, ( @, ®,, ), 
ne\? er le +4, «8 








(h,&=1,2,...,m), 
so besteht zwischen der Determinante 




















@,...@ @,...@ 
Or +++ Om aa T Er = 
und den Unterdeterminanten 
A (2[@:- mn) = A (e ®, iy) 
ait Ser ® maf ee 
+k 


die Identitat 











A Or-s+ a) (4 on 1)***4, Ps ( ae 
( ee —8) - St ) .(2|% ata ¥ oe = 
(k =1,2,..., m). 

Also besitzt 4 (| a im Nullpunkt eine Nullstelle der Ordnung 9; 

| 1°*** Om 


da es andererseits offenbar ein Polynom vom gleichen Grad o ist, muB 


A(z On ++ Orn) ang (M1 **7 Om) ge 
& +. @, a --:@, 





sein, wo die Konstante 6 es a Ps von z nicht abhaingt; da ferner 
ans 


OM, +++ @ 


Avs ( 
an \?! 0, 





*) ein Polynom von z genau vom Grade 0, + 4,,—1 ist, 











K. Mahler. 


so wird 3(* rhe ~*) von Null verschieden; die Determinante 
ey 
A (2 ty sas on) 
Oy eee C., 
verschwindet also dann und nur dann, wenn z = 0 ist*). 

















II. 
4, Sei n >3 eine natiirliche Zahl, n >m—>2 und 
02 ie m — 1)\ 
aie) R (21° oh “ = A,,(z)=A “a sc 8 ) 
QQ--. @ l@@--- @ 
fir hk= 
so daB 


k-1 


Ry (2) = 3 y,(2)(1 —2) * (A=1,2...., m) 
ist und R,(z) im Nullpunkte z=0 eine mo-fache Nullstelle hat. Mit 
der neuen Veranderlichen 

2=2(z)=(1—z)*, 2(0)=1 
gehen die vorigen Funktionen iiber in 
R,(z)=R,(1—2"), U,,(2") = A,,(1—2"). 


Die Umgebung von z= 0 wird abgebildet auf die Umgebung von 2 = 1; 
R, (x) hat daher in z = 1 eine Nullstelle der Ordnung mo. Setzt man also 


©, (xz) = (2 —1) "°K, (x), 


so ist ©,(x) bei x =1 regular; es ist sogar leicht einzusehen, daB es ein 
Polynom ist. 
Fiihrt man noch eine weitere unabhangige Veranderliche y ein und setzt 


k—1 





f, (ey) = SH, (2" ee: 


k=1 


U, (zy) = Sle) 


*) Fihrt man die Berechnung wirklich durch, so erhalt man den Wert: 


(a P(o,~ey)T (0) 
ee «II To to,—o) * 
hk 





Vgl. meine Arbeit (8). 
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so besteht alsdann die Identitat 


U, (zy) =(e—1)"°G,(z) +(y—2)E,(zy) (h=1,2,..., m). 
Die Determinante 

|W, (2") | 
ist nach 3. von Null verschieden, wenn z keine n-te Einheitswurzel ist. 


Also mu8 unter dieser Voraussetzung fiir jeden Wert von y mindestens 
eine der m Zahlen 


U, (z, y) (h=1,2,...m) 
von Null verschieden sein. 


5. Seien a, 6 zwei natiirliche Zahlen, so daB 


j/a 
:=//¢ 
eine algebraische Zahl genau n-ten Grades ist. Zwei beliebigen rationalen 
Zahlen mit positivem Nenner “ und m, die der Ungleichung 
2 


1 


GfeshsGe (estas 
geniigen, mégen die Werte von x und y 


%§ 9: Pa 
z= > = 
Pr y Pi % 
zugeordnet werden. Da z keine n-te Einheitswurzel ist, so bleibt mindestens 


eine der m Zahlen U,(z,y) von Null verschieden; es sei etwa 


Uy, (2, y) + 0. 


Offenbar ist U,,(zy) eine rationale Zahl; ihr Nenner lat sich auf die 
folgende Weise nach oben abschitzen. 
Man hat nach friiher 











——* +1)!o tm—t 
m—1 m 
e(@—1)""*A,,(2)—=(—1)"* S’ ay wa 
i=0 oj (-— +1) 
mit 
(e+ 1)teim* _ (9+ 4x)! (e+9,%)! 
, k—1 k-—1 x—1 
©; ( n +1) F’ (tet a ) st (Het = | 
o O+dy, ‘. o+5,, 
wobei 
(o+45,%)! 








Se —- 
n | 
lot On, 
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eine ganze rationale Zahl, dagegen fiir x + k 











(o+4,)! = (—1)°* n (2n) eee (Co + 4) n) 
‘b-1 x—1 (n+ K)(2n+K) ... (o+46,,)n+ K) 
resto 
e+ 4, 





mit K=—nl+x—k—n 


ist. Nach einem Satz von Maier mu8 also der Hauptnenner der Koeffi- 
zienten der simtlichen Polynome A,,(z) kleiner als die g-te Potenz einer 
Konstanten bleiben, die nur von n und m abhingt*). Wegen 


Us, (zy) a Ap,x(1— $i) (sm)** 








ergibt sich der Nenner der rationalen Zahl U,,(zy) hieraus durch Multi- 
plikation mit b® pf**™~* gy""*, und da Uy,(xzy) ungleich Null ist, besteht 
die Ungleichung 
| Ws, (ay) |“* sof peer" gi 
mit einer positiven Konstanten c,, die allein von n, m und 6 abhingt. 
Nach 1. ist ferner 


z t, tm—a 
R,(2) = fat, fdt,... f dt,_, > 
(2 —6,)@F%1-1(g, — g,etena—t 


m—2 
e+oni— 


(1-4) *(1-& ++ (1= ty) 
und mit den neuen Integrationsverinderlichen t, = zu, (k=1,2,...,m) 


+dam—1—-1,0+4 
—t,_)* Am —1 er 





i i 
erenem 5 e@+am-1—= 


1 u, ta—s 
— 2me 
R,(2)=2 fau, fd... fduy,_.> 
+5qi—1 +dpq-1 dkm—1-1 4, 0+ Sam—1 
(1G Pee (Gg, — Gere. (ag Baal Or _2"eJ 
e+one—* Pee NT 8 , 
™...(1—zu,_,) sil ali 





m 
(1— am)? #( 


wobei wegen 


1— zu) 


s=1—2"<5 
die Faktoren des Nenners gréBer als } sind. Da ferner 
Ban an me 1—2z* fais 3 
6(2)=(-=S) [ES Hlt4e24+.. 42° 1<F 


l—z 
ist, so besteht die Ungleichung 
|S,(z)| See, 


wobei die positive Konstante c, allein von n,m abhingt. 








*) Siehe die Arbeiten (9) von Maier und (7) von Siegel, wo auch Beweise aus- 
gefiihrt sind. 











ob a 
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SchlieBlich ergibt sich aus der Integralformel in 2. 





m— 1 
(—1) *A,,(2) = ]] —{--- x 
x=1 2isin x 
xk 
>< Jo +(—1)"(1—2) oe | a7 -e- tam (4 +p 4, )etean* dy 
| “fi "i 
und der Definition von &,(ry), daB 
|Er(zy)| Sos 


ist, wobei auch ¢, eine positive Konstante ist, die allein von n und m abhangt. 
Fiir die simtlichen Glieder der Identitat 


Ua,(zy) = (2) "Gx (2) (¢— By" + + Es,(2y) (2 —&) : 


sind damit Abschitzungen nach oben oder unten abgeleitet worden; aus 
ihnen folgt die Existenz zweier positiven Zahlen c, und ¢,, die allein 
von n,m und & abhingen, so daB die Summe der beiden Zahlen 


sill ities p, |"° 
0, = cegnet™ qm eB 





| Omeganermtgp-a|e — 





groBer als zwei, mindestens eine von ihnen also gréBer als eins ist. 


6. Es gelingt jetzt leicht, den Thue-Siegelschen Satz fiir die speziellen 
algebraischen Zahlen ¢ zu beweisen‘): 


»Bedeutet « eine beliebige positive Konstante, m eine beliebige natiir- 
liche Zahl, so besitzt die Ungleichung 


lé ae | < q” (mt™-)-* 
nur endlichviele Lésungen in rationalen Zahlen ” mit positivem Nenner.“ 


Es geniigt, beim Beweis m auf die Zahlen 2, 3,..., zu beschrinken. 


Nur solche Lésungen der vorigen Ungleichung brauchen betrachtet zu 
werden, die der weiteren Ungleichung 


a 2 
Q\" Pp 8\" 
(3) #sFS()¢ 
geniigen; diese ist eine Folge der ersten, wenn der Nenner qg geniigend 


groB ist. Zu irgend zwei solchen rationalen Zahlen a und m werde die 
natiirliche Zahl 9 durch die Bedingung , , 


qre-V<gsqme 


*) Siehe hierzu die Arbeiten (1) bis (7). 
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bestimmt. Eine einfache Rechnung zeigt dann die Ungleichungen 


-% _me\e aa _me\e 
iSong (car *)s 8 <gntmtm-tg53 (e977) . 
Gabe es jetzt unendlichviele Lésungen der Ungleichung 
| —(~+m-1)-e 
f-Fieror, 


so kénnte man insbesondere erreichen, daB 


GFeshs(te, gamle, 


(2)"¢ < a < (5)e, q, > max(qi""”, ge **"*"*-”) 


ist; dann wird aber #,< 1 und #,<1 und ein Widerspruch erhalten. 


Gottingen, den 4. Februar 1931. 
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Verzweigungstheorie bewerteter Kérper. 
Von 


Max Deuring in Géttingen. 


Zusammenfassung. 


Die Dedekind-Hilbertsche Theorie der Zerlegungs-, Trigheits- und Verzwei- 
gungsgruppen beschreibt die Zerlegung eines Primideals eines Zahlkérpers in 
einem Galoisschen Erweiterungskérper; diese Theorie wird mittels des Begriffes 
der Bewertung auf allgemeine Kérper iibertragen. An Stelle des Primideals 
tritt der allgemeine ,,Primdivisor“, dessen Zerlegung in Erweiterungskérpern 
gruppentheoretisch definiert wird. Definitionen und Satze sind entsprechend 
denen bei Dedekind-Hilbert, die Beweise sind jedoch ganz anders, weil gewisse 
Endlichkeitseigenschaften der Zahlkérper durch gruppentheoretische Wber- 
legungen ersetzt werden miissen. Als Ausnahme gegeniiber der gewéhnlichen 
Theorie ist bemerkenswert, da8 der Tragheitskérper im allgemeinen nicht mehr 
durch Unverzweigtheitseigenschaften gekennzeichnet werden kann und daB die 
Faktorgruppe der Tragheitsgruppe nach der ersten Verzweigungsgruppe zwar 
Abelsch, aber nicht immer zyklisch ist. 


Einleitung’). 


Unter Verzweigungstheorie wird die Dedekind-Hilbertsche Theorie der 
Galoisschen Zahlkérper verstanden, die hier fiir beliebige bewertete Kérper 
— z.B. unendliche Zahl- und Funktionenkérper — entwickelt wird. Zum 


1) Wahrend der Fertigstellung dieser Arbeit erfuhr ich, da&S Herr W. Krull gleich- 
zeitig und unabhangig sich die Grundfragen dieser Arbeit iiberlegt hat — jedoch von 
ganz anderen Gesichtspunkten ausgehend (Konstruktion von Kérpern, iiber denen 
jede Gleichung Abelsch, aber nicht jede Gleichung zyklisch ist). Hieriiber wird dem- 
nachst eine Note von Herrn Krull in den Sitzungsberichten der Bayerischen Akad. 
d. Wissensch. unter dem Titel: Galoissche Theorie bewerteter Kérper erscheinen. Die 
vorliegende Arbeit bringt, tiber Krull hinausgehend, auch die Theorie der héheren 
Verzweigungsgruppen und ist im Aufbau und in den Beweisen von der Krullschen 
Note sehr verschieden. Herrn Krull verdanke ich den Hinweis darauf, daB, wie seine 
Note zeigt, Satz 15 auch ohne die Voraussetzung der Vollverzweigtheit von p, gilt. 

Zusatz bei der Korrektur. Die Note ist inzwischen erschienen: Sitzungsber. 
d. bayr. Ak. d. W., Math.-Naturw. Abt., 1930, S. 225 —238. 
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Verstandnis dieser Ubertragung seien die Grundbegriffe der Bewertungstheorie 
voraufgeschickt. 

Betrachtet man ein Primideal p eines algebraischen Zahlkérpers k und 
setzt man fiir jede von Null verschiedene Zahl a aus k die Zahl B(a) 
gleich dem Exponenten der in a enthaltenen Potenz von yp, so gilt 


1. B(ab) = B(a)+ B(b); 
(1) 2. B(a+b) > Min(B(a)), B(b)); 
8. Nicht fiir jedes a+ 0 aus k ist B(a) =0. 


Um die Relation 2 auch fiir a-+b=0 anwenden zu kénnen, setzt man 
B(0) =o, oo gréBer als jede reelle Zahl. 

Ist k ein beliebiger Kérper und sind den Elementen a von k reelle 
Zahlen B(a) zugeordnet, welche die Axiome (1) erfiillen, so sagt man, 
daB B eine exponentielle Bewertung des Korpers k ist. (Setzt man 


|a|=e-3@) (dabei soll e~-~ = 0 sein), 


so ist die Zuordnung a-+|a| eine nichtarchimedische Bewertung von k 
im tiblichen Sinn*), das wird durch die mit (1) gleichwertigen Relationen 
1. |ab| =|a} |b); 
2. |a-+b| < Max (lal, |b|); 
8. nicht fiir jedes a+0 aus k ist |a|=1 
ausgedriickt. Von dieser Bezeichnungsweise wird kein Gebrauch gemacht 
werden. ) 

Ein Primidea! p eines Zahlkérpers & ist vollstandig charakterisiert durch 
den Ring &, aller Zahlen a aus k, deren Idealnenner nicht durch p teilbar 
ist (die ganz in Beziehung auf p sind). Benutzt man die anfangs ein- 
gefiihrte, zu p gehérige Bewertung B, so kann man auch sagen: k, ist 
der Ring aller Zahlen a aus k mit B(a)>0. 

Hat man einen beliebigen Kérper k und eine Bewertung B von k, 
so bilden ganz entsprechend die Elemente a aus k mit B(a)>0 einen 
Teilring k, von k, das folgt aus (1), 1,2. 

Man sieht leicht, daB k, die folgenden Eigenschaften hat: 

1. Der Quotientenkérper von k, ist k. 

2. 1 ist in ky enthalten. 

3. Es ist ky +k, aber es gibt keinen echten Teilring R von k, der ky 


enthalt und von k, verschieden ist, oder: aus ky CR Ck folgt entweder 
R= k oder R—k. 


*) Siehe Kiirschak, Limesbildung und allgemeine KGérpertheorie, Journ. f. Math. 
142 (1913), S. 211—253. 
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Teilringe k, eines Kérpers k mit diesen Eigenschaften heiBen Mazimal- 
ordnungen von k (wegen Eigenschaft 3). Die Maximalordnungen sind fiir 
alles Folgende wichtig; daher werden ihre Haupteigenschaften zusammen- 
gestellt *). 

Zwei Bewertungen B und B’ von k bestimmen dann und nur dann 
dasselbe k,, wenn B(a)B’(a)"*=o eine von a unabhiangige positive 
Konstante ist; in diesem Fall sollen B und B’ dquivalent heiBen. 

Umgekehrt gibt es zu einer Maximalordnung k, von & stets ein System 
von Aquivalenten Bewertungen, die in der angegebenen Weise den Ring k, 
bestimmen *). 

Von einem System aquivalenter Bewertungen oder von einer Maximal- 
ordnung k, des Kérpers k sagen wir, daB sie einen Primdivisor p von k 
definieren. Der Begriff des Primdivisors ist eine Verallgemeinerung des 
Begriffes Primideal im Zahlkérper, die entsteht, indem man von den Eigen- 
schaften des Primideals nur die durch (1) zum Ausdruck gebrachten bei- 
behalt. 

Es gibt zwei verschiedene Arten von Maximalordnungen: 

1. Es gibt unter den positiven Werten, welche eine zu k, gehérige 
Bewertung B liefert, einen kleinsten 9 >0. Dann sind alle bei der Be- 
wertung B auftretenden Werte 0, +0, +20,...; die zu B dquivalente 


Bewertung B'—"B ergibt also die Werte 0,+1,+2,.... Solche 


Maximalordnungen sollen endlich heiSen. Die durch Zahlkérperprimideale 
bestimmten Maximalordnungen sind endlich. 


2. Es gibt keinen kleinsten positiven Wert B(a). Solche Maximal- 
ordnungen heiBen unendlich. (Beispiele unendlicher Maximalordnungen 
bei Krull *).) 

Die Ideale einer Maximalordnung &, lassen sich vollstandig iibersehen: 
Wir legen eine feste zu k, gehérige Bewertung zugrunde. Als Wert des 
(ganzen oder gebrochenen) k,-Ideals a wird die untere Grenze w der Werte 
aller « aus a bezeichnet. Gibt es in a ein Element a vom Werte w, so 
ist a =(a) ein Hauptideal, und a besteht aus allen « mit B(«)>w. Da 
die untere Grenze einer nach unten beschrinkten Menge von ganzen Zahlen 
gleich der kleinsten Zahl der Menge ist, so ergibt sich, daB alle Ideale einer 
endlichen Maximalordnung k, Hauptideale sind. 


%) Die Maximalordnungen wurden im Zusammenhang mit den nichtarchimedischen 
Bewertungen von Krull in der grundlegenden Arbeit: Idealtheorie in unendlichen alge- 
braischen Zahlkérpern II, Math. Zeitschr. 31 (1930), 8.527— 557, eingefiihrt. Die nach- 
stehenden Siatze sind dieser Arbeit entnommen. 

*) Dieser fundamentale Satz wurde von Krull bewiesen in der unter*) zitierten 
Arbeit, § 2. 
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Gibt es in a kein Element vom Wertc w, so ist a kein Hauptideal 
und besteht aus allen « mit B(a) >w. 

In einer nichtendlichen Maximalordnung k, gibt es immer Nichthaupt- 
ideale von vorgeschriebenem Werte w. 

In k, gibt es ein einziges Primideal, naimlich die Gesamtheit aller a 
mit B(a)>0, wir bezeichnen es mit p. 

In einer endlichen Maximalordnung ist also ) ein Hauptideal, und bei 
passender Wahl der Bewertung hat es den Wert 1. 

In einer unendlichen Maximalordnung ist p das Nichthauptideal vom 
Werte Null. 

In jeder Maximalordnung k, bilden die Hauptideale gegenitber der Multi- 
plikation eine Gruppe, die mit der Gruppe der als Werte von k-Elementen 
auftretenden reellen Zahlen isomorph ist. Einselement ist das Einheits- 
ideal k,. Ist k, endlich, so ist also die Hauptidealgruppe eine freie zyklische 
Gruppe mit dem Primideal j als erzeugendes Element. 

In einer unendlichen Maximalordnung bilden die Nichthauptideale 
gegeniiber der Multiplikation eine Gruppe, die mit der Additionsgruppe 
aller reellen Zahlen isomorph ist, Einselement ist das Primideal jp. 


Will man, wie in der Theorie der algebraischen Zahlen, die Primdivisoren 
eines Kérpers k zu einer genauen Strukturuntersuchung einer endlichen alge- 
braischen Erweiterung K von k benutzen, so wird man vor die Frage ge- 
stellt, was man unter der Zerlegung eines k-Primdivisors p in K zu ver- 
stehen hat. 

Wir orientieren uns an dem Vorbild der Zahlentheorie. Die Zerlegung 
des Primideals p des Zahlkérpers k im Erweiterungskérper K wird so 
erklart: Man betrachte in der Hauptordnung ) von K das Ideal pO 
(gewohnlich auch mit p bezeichnet) und zerlege es in Primfaktoren 

pO=— Fr... 8", e>0. 
Dann wird 
p= $y... By 
gesetzt. 

Die in p enthaltenen 8; lassen sich nun dadurch kennzeichnen, daB sie 
diejenigen Primideale § von K sind, deren Ky die zu p gehérige Maximal- 
ordnung &, enthalt. Das machen wir im allgemeinen Fall zur Definition: 

Ist p ein Primdivisor des beliebigen Kérpers k und sind §,,..., B, 
diejenigen Primdivisoren der endlichen algebraischen Erweiterung K von k, 
fiir welche Ky,>k, gilt, so wird die K-Zerlegung von p in der Form 


(2) p=... By; e¢>0 
angesetzt. Aber wie sind die Exponenten e, zu erkliren? Wir betrachten 
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wieder ein Zahlkérperprimideal p. Fiir das Erweiterungsideal f Ky, des 
Primideals } von k, gilt 

p Kg, = Ri - 
und daher hat die Gruppe aller Potenzen von ) Ky,, das ist die Gruppe 
aller (Haupt-)Ideale von Kg,, die sich durch Zahlen des Grundkérpers & 
erzeugen lassen, in der Gruppe aller (Haupt-)Ideale von Ky, den Index e,. 
Im allgemeinen Fall legen wir dies unserer Definition zugrunde: 

Der Exponent e; in der Zerlegung (2) soll der Index sein, den die 
Gruppe der Ky,- Hauptideale, die sich durch Elemente des Grundkérpers k 
erzeugen lassen, in der Gruppe aller Ky,-Hauptideale hat (statt der Haupt- 
idealgruppen kann man auch die zugehérigen Wertgruppen nehmen, was aber 
keine formal invariante Definition ergibt). 

Bei der jetzt vollstandig definierten Zerlegung (2) bleibt noch dreierlei 
zu beweisen: erstens mu8 gezeigt werden, da8 es in K Maximalordnungen 
Kg, gibt, die k, enthalten, zweitens, daS es nur endlich viele gibt, und 
drittens, daB die Exponenten e; endlich sind. Die beiden ersten Tatsachen 
werden in § 1 bewiesen. Zum Beweis der dritten werden einige tiefer- 
liegende Sitze aus den nachsten Paragraphen herangezogen. 

In der Theorie der algebraischen Zahlen erhilt man feinere Aussagen 
iiber die Zerlegung von Primidealen in Erweiterungskérpern mittels der 
Dedekind-Hilbertschen Theorie der relativ Galoisschen Zahlkérper. Diese 
Theorie wird nun fiir Primdivisoren in beliebigen Kérpern k durchgefiihrt 
(§§ 3 bis 5). Allerdings sind die Beweise von den in der Zahlentheorie tib- 
lichen griindlich verschieden. 

K sei Galoissch vom Grade n iiber k. Die Zerlegung eines k-Prim- 
divisors p in K hat die Form 

p a (B, yes ¥,)% 
und die $; sind konjugiert, d. h. jede Maximalordnung Kg, geht aus einer 
festen durch einen Automorphismus von K/k hervor. Die zu einem festen 
der 3, gehérigen Dedekind-Hilbertschen Gruppen, die Zerlegungsgruppe 3, 
die Tragheitsgruppe T und die Verzweigungsgruppen %, werden ganz ahn- 
lich wie in der Zahlentheorie definiert, und es gelten in sinngemaBer Ver- 
allgemeinerung zahlentheoretischer Tatsachen die folgenden Sitze: 

8/T ist die Galoissche Gruppe des Restklassenkérpers Kg /{8 iiber k,/P. 

T/B, ist Abelsch (aber nicht notwendig zyklisch); T/B, ist isomorph 
einer Untergruppe eines direkten Produktes I, >< ... >< Mt,, dessen Faktoren M, 
zur multiplikativen Gruppe des Kérpers Kg/9 isomorph sind. Wenn k, 
eine endliche Maximalordnung ist, so ist T/%, zyklisch. 

B,/B,,, ist Abelsch vom Typus (p,...,p), wenn die Charakteristik 
von Ky/ eine Primzahl p ist; ist diese Charakteristik Null, so ist 8, =1. 
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Der durch § teilbare Primdivisor p, des zu 3 gehdrigen Zerlegungs- 
kérpers 8 ist gleich $*, der entsprechende Primdivisor p,, des Triagheits- 
kérpers T' ist gleich p, = 8°. Bemerkenswert ist, da® der Tragheitskérper 
im allgemeinen nicht der maximale Teilkérper von K ist, dessen durch 
teilbarer Primdivisor gleich 8° ist, also in p nur in der ersten Potenz 
enthalten ist. (Beispiele in § 4.) Jedoch kann diese Ausnahme nur ein- 
treten, wenn die Charakteristik von Ky/f eine Primzahl p ist, die im 
Grad n von K/k aufgeht. 

Der erste Verzweigungskérper V, hat noch die bemerkenswerte Eigen- 
schaft, daB die Faktorgruppe der Hauptidealgruppe von V, nach der Haupt- 
idealgruppe von 7’ — deren Ordnung ist der Exponent der Potenz von Py 
die gleich p,, ist — mit T/%,, also mit der Galoisschen Gruppe von V, 
nach 7’ isomorph ist. 

Dies ergibt sich aus dem Umstand, daS die Untergruppe von 
M, <... < M,, welche mit T/B, isomorph ist, sich als die Charakteren- 
gruppe der Hauptidealfaktorgruppe erweist. 

Die oben erwahnte Tatsache, daB £/¥, auch nicht-zyklisch sein kann, 
folgt dann aus dem ziemlich einfach einzusehenden Umstande, daB die 
Hauptidealfaktorgruppe nicht stets zyklisch zu sein braucht. Fiir endliche k, 
ist die Hauptidealfaktorgruppe, also T/¥,, zyklisch. 

Es sei ferner bemerkt, daB die Isomorphiebetrachtungen zusammen- 
hingen mit den ,,verschriinkten Darstellungen“ (Speiser, Schur, Math. Zeit- 
schrift 5), also mit Uberlegungen aus der Theorie hyperkomplexer Systeme, 
was aber hier nicht ausgefiihrt wird. 


§ 1. 
Fortsetzung von Maximalordnungen in algebraischen 
Erweiterungskérpern. 


Inhalt des Paragraphen. Aufstellung und Untersuchung der Maximal- 
ordnungen Ky eines Kérpers K, die eine gegebene Maximalordnung k, eines 
Teilkérpers k von K enthalten, iiber dem XK algebraisch ist, es wird nicht 
vorausgesetzt, daB K endlichen Grad iiber k hat. 


Satz 1. K sei ein algebraischer Erweiterungskérper des Korpers k, 
k, eine Maximalordnung von k. Es gibt eine Maximalordnung von K, 
welche ky umfaft. 

Beweis. Der Ring Ky, aller von k, ganzabhingigen K-Elemente 
hat als Quotientenkérper K. Die von K verschiedenen Teilringe R von K, 
welche K, enthalten, bringen wir in eine Wohlordnung 

R, = Ky, Ry, Ry, .-. 
Der Durchschnitt jedes R; mit k ist ky. 
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Das beruht auf dem 


Hilfssatz 1. Ist & algebraischer Erweiterungskérper des Kérpers f, 
und R ein Ring zwischen f und R, ECRCR, so ist R ein Korper. 

R ist naimlich gleich dem Kompositum aller Kérper f(a), wo a alle 
R-Elemente durchlaiuft. Dies Kompositum enthalt R. Es ist aber auch 
in R enthalten, weil, wenn « den Grad n iiber f hat, f(a) gleich dem in R 
enthaltenen Ring aller Summen 

a@,+a,e+...+a4, ,0"~* 
mit Koeffizienten a; aus f ist. 

Ein Ring R zwischen K, und K, dessen Durchschnitt mit k gleich k 
ist, ist nach diesem Hilfssatz ein Kérper, also, da der Quotientenkérper 
von K, gleich K ist, gleich K. Da hiernach jeder Durchschnitt R,~\k 
ein von k verschiedener Teilring von k ist, der k, umfaBt, so ist wegen 
der Maximalitat von k, jeder Durchschnitt R, > k gleich ky. 

Nunmehr wird jedem Ring i, durch transfinite Induktion ein Ring Rt, 
zugeordnet, so, daS die Gesamtheit der Ringe R" den folgenden Bedingungen 
genigt 

1. KyC REC K, also RFAKk = ky. 

2. RFC Ry, wenn » <u. 

Wir setzen Rj = R, = K,. Es geniigt, unter der Annahme, daB alle ii,” 


mit » <A gegeben sind, 9; den Bedingungen 1. und 2. entsprechend zu 
konstruieren. Wir setzen 


Re = { R*, wal, wenn { KR, Ra} von K verschieden ist, 


ved |r<a 
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Ri = { Re}, wenn { R., Ri) = K ist. 


vcd 


Bleibt zu zeigen, da8 das Kompositum { RK, } von K verschieden ist. Ware 


le<a 


{ &: Se K, so kénnte ein nicht zu k, gehériges k-Element « in der Form 


veh 


«= 3 Te, ty; aus Ry, mit »,,< A, 

i=ij= 

dargestellt werden. Ist u« der gréBte der endlich vielen Indizes y,,, so 

ist wegen Bedingung 2 « in RF enthalten, was der Bedingung 1 widerspricht. 
Das Kompositum Ky = ime } aller Rt ist eine k, umfassende Maximal- 

ordnung von K. Denn wie eben wird gezeigt, daB Ky von K verschieden 

ist; und Kg ist maximal: Ein Kg enthaltender, von K verschiedener Teil- 

ring von X ist einer der R,, etwa Rt,, da { ® C Ky CR, ist, so ist 


Re = Re, %,} = R,, also R, — Ky, w.z.b.w. 
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Satz 1 wird erginzt durch 


Satz 2. Wenn die Maximalordnung Ky von K die Maximalordnung k, 
von k enthdlt, so enthdlt sie auch den Ring K, der von k, ganzabhangigen 
K- Elemente. 


Beweis. Der Durchschnitt Kg7\k ist nach Hilfssatz 1 gleich k,. 
Daher ergibt eine zu Ky gehérige Bewertung B von K, wenn man sie 
nur fiir & betrachtet, eine zu k, gehérige Bewertung. a sei ein K,-Element, 
also gehéren die Koeffizienten der irreduziblen Gleichung in & fiir « 


a"+ta,,a"-*+...+a,=0 
dem Ring k, an. Aus dieser Gleichung folgt aber 
n-B(a) = m-B(a) + B(a,) 


fiir mindestens ein m <n, so daB also wegen B(a,) >0 der Wert B(a) 
nicht negativ ausfallt, d.h. « gehért zu Kg, w.z.b.w. 


Satz 3. K sei von endlichem Grad iiber k. Es gibt nur endlich 
viele Maximalordnungen Ky,, ..., Kg, von K, welche k, enthalten. Wenn K 
Galoissch tiber k ist, so sind diese Maximalordnungen Ky,,..., Kg, kon- 
jugiert in Beziehung auf k. 


Wir kénnen uns auf den Fall eines Galoisschen K beschrinken. Denn 
da sich nach Satz 1 jede k, enthaltende Maximalordnung von K zu einer 
Maximalordnung des galoisschen Kérpers von K erweitern laBt und nach 
Hilfssatz 1 der Durchschnitt dieser erweiterten Maximalordnung mit K 
gleich der gegebenen Maximalordnung von K ist, so sind die k, enthal- 
tenden Maximalordnungen von K einfach die endlich vielen Durchschnitte 
der k, enthaltenden Maximalordnungen des Galoisschen Kérpers von K 
mit K. 


Dem Beweis von Satz 3 fiir Galoissches K schicken wir einige Hilfs- 
sitze vorauf, bei denen von der Voraussetzung, daS K endlichen Grad 
iiber & hat, kein Gebrauch gemacht wird, die also auch fiir solche K gelten, 
die algebraisch von unendlichem Grad iiber k sind. 


Hilfssatz 2. Jedes Primideal 8* des Rings K, ist maximal (ohne 
echte Teiler aufer K,), es ist B*7\ ky =, wnd der Restklassenring K,/%* 
ist ein algebraischer Erweiterungskérper des Korpers k,|p. 


Beweis. K,/%* enthalt den Ring aller $*-Restklassen von k,-Ele- 
menten, der mit k,/8*7\k, isomorph ist, wenn der 9§*-Restklasse eines 
ky-Elementes a die $*/\ k)-Restklasse von a zugeordnet wird, wir kénnen 
also in K,/$8* die Restklassen von k,-Elementen durch ihre $*/ ky- 
Restklassen ersetzen. 
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Die Elemente des so abgeanderten Rings K,/* hangen algebraisch 

von k,/B*7\ k, ab, denn eine Gleichung 

a"*+a, ,a°-*+...44a,=0, a, C ky 
fiir ein K,-Element « ist, modulo %* betrachtet, eine Gleichung fiir die 
*-Restklasse von a mit Koeffizienten aus k,/$*/\ ky. 

k,/B*7\ ky ist ein Kérper. Denn weil &, nur ein Primideal f enthilt, 
ist entweder B*/\k, =k, also k,/B*-\k, der Nullkérper, oder es ist 
%*/\ ky =f, und dann ist zu der f-Restklasse eines nicht durch f teil- 
baren k,-Elementes a die [-Restklasse des ebenfalls zu k, gehérigen Ele- 


mentes = reziprok. Nach Hilfssatz 1 ist daher K,/B* als k,/B*~ ky 


enthaltender Teilring eines algebraisch abgeschlossenen Erweiterungskérpers 
von k,/%*/\k, auch ein Kérper. Wenn $*/\k,= ky, also k,/B*/~\ ky 
der Nullkérper wire, so ware auch K,/$§* der Nullkérper, es ist also 
B*/\k, =. Weil 1 in Ky, enthalten ist und K,/* ein Kérper ist, so 
ist $8* maximal. 

Hilfssatz 3. K sei Galoissch iiber k. Ist Ky eine k, enthaltende 
Mazximalordnung von K, so ist der Durchschnitt D der zu Kg konju- 
jugierten Mazximalordnungen Kg gleich Ky. 

Beweis. K,C® folgt aus Satz 2. Um DC K, zu zeigen, betrachten 
wir ein einzelnes Element « von D und den in K enthaltenen Galoisschen 
Kérper K, von k(a). Der Durchschnitt Ky /\ K, = K,g, ist nach Hilfs- 
satz 1 eine Maximalordnung von K,, die zu K,g, konjugierten Maximal- 
ordnungen von K, seien Ky, +++ Ky qm. Ist 

a"*+a, ,a°-*+...+4,=0 

die irreduzible Gieichung fiir « in k, so haben wir a;C k zu zeigen. Da 
jedes K, ge der Durchschnitt einer zu Kg konjugierten Maximalordnung 
von K mit K, ist (man kann ja den Automorphismus von K,, der K,, 
in K,g@ tberfiihrt, zu einem Automorphismus von K erweitern), so ge- 
hért « zum Durchschnitt D, der K,,«. Infolgedessen haben die zu « 
konjugierten Elemente a,,...,@, in eimer zu K,», gehérigen Bewertung 
nicht negativen Wert. Daher haben auch die elementaren symmetrischen 
Funktionen a; der a, in dieser Bewertung nicht negative Werte, und da 
diese Bewertung wegen K,»,/\k =k, eine zu k, gehérige Bewertung von k 
fortsetzt, so ist in der Tat a, ky. 

Hilfssatz 4. Ky, Kp seien zwet verschiedene Maximalordnungen 
von K, die k» umfassen. Die aus den Primidealen , OD von Ky, Ko 
entspringenden Primideale B* = B/-\ K, und Q* =O K, von K, sind 
voneinander und von K, verschieden und thr groBter gemeinsamer Teiler 
ist Ky, (B*, O*) = Ky. 








286 M. Deuring. 


Beweis. ($*,0*)= XK, folgt wegen der Maximalitét der $*, £.* 
aus $*+0*. Um $*+* zu beweisen, gehen wir aus von zwei Be- 
wertungen B, C von K, die zu den Maximalordnungen Kg, Kp gehéren 
und in denen ein festes Element « von k, den Wert 1 hat, B(«) = C(a) =1. 


Da Ky der Ring aller Quotienten f von K,-Elementen f, y mit B(f) > B(y) 
ist, so folgt aus der Verschiedenheit von Ky und Kp die Existenz eines 
K,-Elementes 8 mit B(f) + C(f), etwa 


B(p) < C(). 


Wir betrachten jetzt nur noch den Galoisschen Kérper K, von k(f), der 
endlichen Grad iiber & hat. Zu der Maximalordnung K,g, = Ky K, 
von K, seien die Maximalordnungen Ky g, a Fi K, ym, mu Kyo,=K&eonk 
seien K,.m,..., Kyo konjugiert. Zu diesen g-+-h Maximalordnungen, 
unter denen natiirlich gleiche vorkommen kénnen, gehéren g +h Bewer- 
tungen von K, in denen « den Wert 1 hat, die Bewertungen B und C 
sind darunter enthalten. Wir numerieren diese Bewertungen so, da} 


0 <B,(B)<...< B,(B) = B(B) <... < B,(B) < B,,,(8) S-.. 
S B,(b)= C(8) SS... S B,,, (8) 
gilt. Fiir geniigend hohes ganzes positives n wird es eine andere ganze 
Zahl m mit 
B,(8") <m< B,, ,(B") 
geben, wegen B,(a) =1 folgt also 
B,(p"a~")<0 fir i<t, 
B(p"a~")>0 fir i>t, 
mithin wegen B,(1) = 0 
B(p"a"+1)<0 fiir i<t, 
B(p"a~"+1)=0 fiir t>t. 
Das Element y = (f"a~™"-+-1)~* hat also in allen Bewertungen B, nicht 


negativen Wert, es gehért also nach Hilfssatz 3 zu K,, wegen C(y) =0 


gehért es nicht zu 0*, aber wegen B(y) >0 gehdrt es zu $*, dh. B* 
und \* sind verschieden. 


#* ist von K, verschieden, weil 1 in K,, aber nicht in * liegt *). 
Hilfssatz 5. K sei Galoissch iiber k. Dann sind alle Mazximal- 
ordnungen von K, die ky enthalten, zu einer von thnen konjugiert. 








®) Herr Krull machte mich darauf aufmerksam, da8 sich ahnliche Uberlegungen 
wie die zum Beweise von Hilfssatz 4 verwendeten in § 1 seiner Arbeit: Ein Satz 
iiber primare Integritaétsbereiche, Math. Annalen 103, S. 450 finden. 
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Beweis. Wir kénnen uns wieder auf den Fall eines K von endlichem 
Grad iiber k beschranken, wenn K unendlichen Grad iiber & hat, so la8t 
sich der Beweis mittels einer wohlgeordneten Menge 

K,=—kE, K,,... 
von iiber k endlichen Galoisschen Kérpern K,, deren Kompositum X ist, 
leicht auf diesen Fall zuriickfiihren. 

Ky, Ke seien zwei k, umfassende Maximalordnungen von K, und 
keiner der Automorphismen §,,...,S8, von K/k fiihre Ky in Kp iiber. 
Nach Hilfssatz 4 ist dann keines der Primideale S,($8*) von Ky, gleich 
einem der Primideale S;(0*). 

Jedes S,($) ist also nach Hilfssatz 4 zu jedem S,(*) teilerfremd, 
und daraus folgt 

(P*, S,(Q) 8,(Q) ... 8,(0Q)) = Kp, 
es gilt also eine Gleichung 
l=a+x 


x= 0(P*), ~=0(8,(0*)...8,(0%). 


Da sich S8,(0*)...8,(Q*) bei Ausiibung eines S, nicht andert, so ist 
jedes S,(x), also wegen 


mit 


1 = 8,(x) + 8,() 

kein S,(a) durch ©* teilbar. Eine passende Potenz des Produktes 
S,(x)...8,(2) ist in k enthalten*), also (Hilfssatz 3) durch $* ~\ k, = f 
teilbar. Wegen 0* \ ky =f (Hilfssatz 2) ist sie mithin durch O° teilbar, 
es mu8 also auch einer der Faktoren S,() durch 0" teilbar sein, eben 
hatten wir aber das Gegenteil bewiesen, die Annahme, daB Kg und Kp 
nicht konjugiert sind, war also falsch. 

Jetzt ist die Richtigkeit von Satz 3 fiir Galoissches K klar, denn es 
gibt nur endlich viele Ky,, die zu einem Kg konjugiert sind. 

Aus Hilfssatz 5 folgt ohne Schwierigkeit durch Durchschnittsbildung 

Satz 4. Ist K algebraisch iiber k und K, der Ring der von der 
k-Mazximalordnung k, ganzabhangigen K-Elemente, so tst K, gleich dem 
Durchschnitt aller seiner Maximalordnungen. 

In der Ausdrucksweise von Krull besagt dies, daB Ky eine Haupt- 
ordnung ist. 

Fiir tiber & endliche K beweisen wir dariiber hinaus sogar 

Zusatz zu Satz 4. Der Durchschnitt von weniger als allen Maximal- 
ordnungen von Ky, ist nicht gleich K,. 


®) Wenn K von erster Art iiber & ist, schon J] S,(x) selbst, sonst eine passende 


_ Potenz (IT 8,(«))??, wo p die Charakteristik von k ist. 
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Beweis. Kg,, Kg,, ..., Kg, seien die verschiedenen Maximalordnungen 
von K, die k, umfassen. Aus Hilfssatz 4 folgt wie beim Beweis von Hilfs- 
satz 5 die Relation 
(3) (Br, Ps PBs -... Pe) = 
Es gilt also eine Gleichung 


(4) atix=l, 
(5) x=O(Pr), ~=O0(Ps-Ps-...-P), 
also 


a= 0(Pr- Ps -...- Py). 
x =1(8), 


Demnach ist 2~* ein Element des Durchschnittes Ky, /\ Ky, ... > Kg,, 
das nicht zu Kg,, also erst recht nicht zu K, gehért. 

Versteht man jetzt unter Ky,,..., Ky, fiir den Augenblick alle 
Maximalordnungen von K mit Kg,>k, und unter $f irgendein von 
ee coen B; verschiedenes K,-Primideal, so ergibt die gleiche SchluBweise 
den Widerspruch, da8 a durch Oe teilbar ist, aber x~* zu Kg, /\ ...\ Kg, = Ky 
gehért. Das ist 

Satz 5. Es gibt in K, keine anderen Primideale als ;,..., B;. 

Die Formeln (5), (6) verwenden wir noch zum Beweis von 

Satz 6. Kg,/B ist mit seinem Teilkérper K,/9, identisch, das 
heiBt, daB es in jeder ,-Restklasse von Ky, ein K,-Element gibt. Wir 
behaupten sogar, dap es in jeder $,-Restklasse ein durch B; -...-B,; teil- 
bares Element von Ky, gibt. 

Beweis. «’ gehére zu Ky. Fiir geniigend groBes ganzes n ist 


(6) 


a’ x" =a = a'(B,) 


= 0(B; ... Bf). 


und 


§ 2. 


Die Zerlegung von Primdivisoren in endlichen algebraischen 
Erweiterungskérpern. 


Von jetzt ab sei K ein endlicher algebraischer Erweiterungskérper 
von k des Grades n. 

In der Einleitung ist der Begriff des Primdivisors als ein Symbol defi- 
niert worden, das einer Maximalordnung oder einem System Aquivalenter 
Bewertungen von k zugeordnet ist. Primdivisor ist eine Verallgemeinerung 
von Primideal. Wir legen einen festen Primdivisor p von k zugrunde. 
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Es handelt sich jetzt um eine Definition der Zerlegung des Prim- 
divisors p im Erweiterungskérper, der fiir endliche Maximalordnungen mit 
der iiblichen Definition durch die Primidealzerlegung von f K, in K, iiber- 
einstimmt, und die so beschaffen ist, daB die iiblichen Satze iiber die 
Zerlegung von Primidealen in algebraischen Erweiterungskérpern in még- 
lichst weitem Umfange erhalten bleiben. 

Definition. Die k, enthaltenden K-Maximalordnungen seien Ky,,..., Ky,. 
Dann wird 


(7) p=Pr-...- By’ 


gesetzt, wo e, der Index ist, den die Gruppe aller durch k- Elemente er- 
zeugbarer Ky,-Hauptideale in der Gruppe sdmtlicher Ky,-Hauptideale hat. 
Die Faktorgruppe der Ky,-Hauptidealgruppe nach der Gruppe der durch 
k-Elemente erzeugbaren Ky,-Hauptideale soll mit 


B(Pdxe 
bezeichnet werden, e, ist die Ordnung von §(¥i)x,x- 

Die so definierte Zerlegung von p stimmt fiir endliche Maximal- 
ordnungen in der Tat mit der iiblichen Zerlegung iiberein, das braucht 
kaum naher ausgefiihrt zu werden. 

Die Anzahl g der $; ist héchstens gleich dem Grad n =[K:k)}. Denn: 
Nach Hilfssatz 2 wird das K,-Ideal § K, in B...B7 enthalten sein. Da- 
her ist der Rang des Restklassenrings K,/p K, tiber k,/p Ky A ky ~ ky/f 
mindestens so groB wie der Rang von K,/;"... Bf iiber &,/. Der Rang 
von K,/p K, iiber k,/ ist héchstens n. Der Rang von K,/$;... 87 iiber 
k,/ ist mindestens g, denn es ist nach Hilfssatz 4 


Ky | By... Py = Ky| Br +... + Ky/ By. 
Daher ist g <n. 

Wir werden spdter beweisen, dap die e, endlich sind. 

Fiirs erste geniigt die Feststellung der folgenden Tatsache: 

Die Ordnung eines Ky-Hauptideals (a) in Beziehung auf die Unter- 
gruppe der durch k-Elemente erzeugbaren Hauptideale, also die Ordnung 
eines %(3)x.4-Hlementes, das ist der kleinste Exponent m, fiir den 
(«)"=(a), a aus k, wird, ist héchstens gleich dem Grad n von K/k. 

Denn ist 

a,a"+a,_,a"-*+...44a,=0, ack, 
so miissen zwei der Ausdriicke a,a‘ in einer zu Kg, gehorigen Bewertung 
den gleichen Wert haben, der Wert von « ist also gleich dem Wert eines 


Quotienten *, dividiert durch j — i. 
a; 
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Die Zerlegungsdefinition ist transitiv, das heibt, wenn kCk,CK 
ist und in k, 
p=]7 Oi", 
in K 
D;= Il pe 
J 
gilt, so ist die K-Zerlegung von p 
p= ITB". 
"J 


Das ergibt sich aus der multiplikativen Zusammensetzung der Gruppenindizes. 


§ 3. 
Zerlegungsgruppe und Trigheitsgruppe. 


Wir machen nunmehr die Annahme, daB K Galoissch iiber & ist. K ist 
von erster Art iiber dem Invariantenkérper der Galoisschen Gruppe 
von K/k*), da alle weiter unten zu betrachtenden Kérper diesen Inva- 
riantenkérper enthalten, so ist es keine Einschrankung, wenn wir K als 
Erweiterung erster Art von k voraussetzen. Die Galoissche Gruppe von 


K/k sei @. 


Aus der Konjugiertheit der Maximalordnungen Ky,,..., Ky, ergibt 
sich, daB die K-Zerlegung von p die symmetrische Gestalt 
p= (B, ---B,)° 


mit konjugierten %, hat. 

Wir betrachten jetzt eine feste Ky der Maximalordnungen Ky,. Jedem 
Ideal a von Ky ist eine Untergruppe (a) von @ zugeordnet, die aus 
allen SC@ besteht, welche die Restklassen von Ky nach a fest lassen. 
Der zu $(a) gehdrige Korper heiBe K“’. 

Aus aC b folgt, daB $(a) Normalteiler von $(6) ist, daB also K® 
Galoissch tiber K mit der Gruppe 9(6)/9(a) ist. 

Beweis. Wenn SC 9(6), T7< H(a) ist, so gilt fiir jedes « aus Ky, 
weil jedenfalls S(«) zu Ky gehért, 

S~* TS(a) = S~* S(a) —«(moda). 

Alle 9(a) sind also Normalteiler von 8 = (Ky), diese Gruppe heibt 

die Zerlegungsgruppe, der zugehérige Kérper K“*® —Z der Zerlegungs- 


kérper von %. Der Index von 8 in @ ist gleich der Anzahl g der ver- 
schiedenen K-Primfaktoren von p. 


”) Denn ist a K-Element, «,,..., «, die verschiedenen Konjugierten zu a, so ist 
« eine Wurzel des separabeln Polynoms J](z— «,) mit Koeffizienten aus dem Inva- 
tiantenkérper. 
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9(®) = TX heiBt die Tragheitsgruppe, der Kérper K® — T der Trag- 
heitskérper von &. 

Kg/ ist eine Galoissche Erweiterung von k,/f. Da das einzige Prim- 
ideal % von Kg durch ein 8-Element S nicht verandert werden kann, 
so ergibt S einen Automorphismus s von Ky/§ iiber k,/f. Die S aus 8, 
welche dasselbe s ergeben, bilden nach der Definition von T gerade eine 
Restklasse von 8 nach T. Daher ergibt 3 eine Untergruppe der Galoisschen 
Gruppe von K,/B iiber k,/p, die zu 3/TZ isomorph ist. Es gilt aber sogar 

Satz 7. 3 ergibt die ganze Galoissche Gruppe g von Ky/¥ tiber ky /P, 
und g ist mit 83/T tsomorph*). 

Beweis. Der Invariantenkérper von g sei k, "). Kg/$% ist von erster 
Art iiber fk, *), es gibt also ein primites Element @ von Ky/ §% in Beziehung 
auf k,. Den Reprisentanten « von @ wahlen wir gemaiB Satz 6 als ein 
durch die zu §* konjugierten Primideale von K, teilbares K,-Element. 


Das irreduzible k,-Polynom mit der Wurzel @ ist 
g(x) = I] (z — 8(@)). 
Scag 
Das K-Element « ist eine Wurzel das k-Polynoms 
f(x) = [T(z — S(«)). 
Sc 
Wir nehmen die $*-Restklasse von f(z) 
f(x) = J] (x — S(a)) JJ (x— S(a)). 
Sc3 Sos 


Die nicht zu 8 gehérigen S wurden abgetrennt, weil fiir sie S(@) durch 
%* teilbar ist, da namlich S~*($%) = B, + ¥% und « durch fy teilbar ist. 
Es ist also 

f(z) = = I\e — S(«)), 


da g(x) ein Teiler des k,/-Polynoms f(x) sein muB, so gilt fiir jedes s 


aus g eine Gleichung s(@)= S(a), S aus 8, damit ist die Behauptung 
bewiesen. 





§ 4. 
Die Zerlegung von » im Zerlegungskérper und im Trigheitskérper. 
Ohne weiteres klar ist 
Satz 8. k’ sei ein Kérper zwischen k und K, zur Untergruppe @' 
von  gehérig. Die einem Kg-Ideal a zugeordnete Untergruppe 9'(a) 
*) In der Zahlentheorie beweist man: §/T ist zyklisch. Das liegt daran, daB fiir 
Zahlkérper kp/p ein endlicher Kérper ist, dessen endliche Erweiterungen als Galoissche 


Gruppen stets zyklische Gruppen haben. 
®) k, kann von kp/p verschieden sein. 








292 M. Deuring. 


von @’ ist der Durchschnitt von (a) mit @', (a) = O(a) AG’. Ine- 
besondere gilt fiir die Zerlegungsgruppe 3’ von 8 in Beziechung auf K’ 
3'=3AW' und fiir die Tragheitsgruppe T'= TG’. 

Wir nennen einen algebraischen Erweiterungskérper & eines K6rpers f 
vollstandig von zweiter Art, wenn die gréBte in & enthaltene Erweiterung 
erster Art von f gleich f ist. 

Aus der Definition der Zerlegungsgruppe folgt, daB der durch § teil- 
bare Primdivisor pz von Z eine Potenz von §§ wird, daher ist auch der 
durch § teilbare Primdivisor pz irgendeines Kérpers L zwischen Z und K 
eine Potenz pz, = %** von §. Wir bezeichnen einen Kérper zwischen Z 
und K mit einem grofen lateinischen Buchstaben, und den durch § teil- 
baren Primdivisor des Kérpers durch p mit dem Zeichen fiir den Kérper 
als Index: L, pz, ferner sei pp — 8°. 


Satz 9. Ky/B ist vollsténdig von zweiter Art tiber T,,| Pr, die 
Galoissche Gruppe von T,,/pr in Beziehung auf k,/p ist mit 3/T tso- 
morph, und T,,/)T ist von erster Art tiber Z,,/ pz. 

Beweis. Zerlegungsgruppe und Trigheitsgruppe von $ in Beziehung 
auf 7 sind nach Satz 8 beide gleich T, daraus folgt nach Satz 7, daB 
Ky/ vollsténdig von zweiter Art iiber T,,/pr ist, weil ja Ky /B sicher 
Galoissch tiber T,,/x ist. Nun schlieSt man weiter, daB 7, /pr Galoissch 
iiber &,/p ist und da8 die Galoissche Gruppe von 7, /py tiber k,/p mit 
3/Z isomorph ist. Macht man die ganze Uberlegung fiir Z an Stelle 
von k, so ergibt sich, daS die Galoissche Gruppe von 7,,/pr tiber Z,,/pz 
mit §/T isomorph ist, daB also 7, / pr Erweiterung erster Art von Z,, / pz ist. 

Satz 10. Z’ und T” seien Korper zwischen Z und T, Z¢ Z'C T’'CT; 
T’ Galoissche Erweiterung von Z'. Dann ist der Tragheitskérper von pr 
in Beziehung auf Z' gleich T”. 

Beweis. Mit Hilfe von Satz 9 schlieBt man zunichst, daB die Galoissche 
Gruppe von 7;_./fz iiber Z,_/pz zur galoisschen Gruppe von 7’/Z’ iso- 
morph ist, und dann weiter, wieder mittels Satz 9, daB 7” der Trigheits- 
kérper von py ist. 

Satz 11. Der durch § teilbare Primdivisor pz von Z ist gieich B*, 
pz geht in p in der ersten Potenz ein. 

Beweis. Wir brauchen, weil pz eine Potenz von §§ ist, nur zu zeigen, 
da8 es zu jedem Z-Element ¢ ein k-Element z gibt, das in einer zu pz ge- 
hérigen Bewertung Bz den gleichen Wert wie ¢ hat. Die Z-Zerlegung von p sei 


p= py pit... pie. 
Zu jedem pj nehmen wir eine Bewertung B;. Es gibt ein Z-Element ¢’ mit 
Bz(t")=Bz(¢), B,(¢’) = B,(¢’) =... = B,(¢’) =0. 
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Um das zu zeigen, bestimmen wir gemaB 
(pz, Iv") _ Z, 


Elemente 2, 0 mit 
a+o=1, x=O0(pz), e@=O(IIPi*), 
fiir hinreichend groBe ganze r,s hat dann 
Co =C-0"+2° 
die verlangte Eigenschaft. 

Die Norm z von ¢’ hat nun den gleichen Bz-Wert wie ¢’ und ¢. 
Denn ein zu ¢’ konjugiertes Element geht aus ¢’ durch ein Element aus & 
hervor, das nicht zu 8 gehért, sein Wert in Bz ist also gleich dem Wert 
von ¢’ in einer der Bewertungen B,, gleich Null. 

Satz 12. Der durch & teilbare T-Primdivisor pr ist gleich ¥*, 
pr geht in p tin der ersten Potenz ein und ist daher gleich pz. 

Beweis. Wir wollen die Annahme, daB es ein T-Element 2 gibt, von 
dem erst die pg-te Potenz, p Primzahl, einem Z-Element wertgleich wird, 
zu einem Widerspruch fiihren. 

pq ist ein Teiler des Grades h von 7/Z. Denn der Wert der Norm 
von a in Beziehung auf Z ist das h-fache des Wertes von x. & sei eine 
p-Sylowgruppe der Galoisschen Gruppe von 7/Z, L der zugehérige Kérper. 
Zwischen L und 7' schalten wir eine Reihe von Kérpern ein, von denen 
jeder iiber dem vorhergehenden zyklisch vom Grad p ist, das ist wegen 
der Auflésbarkeit der p-Gruppen méglich. 7” sei der erste Kérper dieser 
Reihe, in dem es ein zu 2 wertgleiches Element + gibt. 7’ ist nicht 
gleich Z, denn weil der Wert der Norm eines L-Elementes 4 gleich dem 
Wert von A, multipliziert mit dem nicht durch p teilbaren Grad von L/Z 
ist, so kann rt nicht zu Z gehéren. Z’ sei der Kérper, der vor 7” kommt. 
In Z’ gibt es kein Element, das den gleichen Wert wie + hat, aber die 
Norm von + in Beziehung auf Z’ hat als Wert das p-fache des Wertes 
von t. + erzeugt den Kérper 7”, jedes T’-Element a ist in der Form 

@=G)+a,t+...+4,_,17-*, a,c Z’, 
darstellbar. Da die 7, -Hauptideale (a,r‘) zu verschiedenen Restklassen 
der Hauptidealgruppe von 7, » nach der Hauptidealgruppe von Z) ge- 
héren, so sind die Werte der a,r‘ alle verschieden. Demnach ist der Wert 
von « gleich dem kleinsten der Werte der a,t‘. Wenn also « m Ty Be 
hért, so haben die a,x‘ nicht-negative Werte. a, r, vse) @y_yt”* miissen 
sogar positive Werte haben, weil die Hauptideale (a,r‘), (¢ =1,..., p — 1), 
nicht zur Hauptidealgruppe von Z,, gehéren. Bedeutet nun «’ ein zu a 
konjugiertes Element von 7,_,, so wird 
a—a’=a,(r—t’)+. -a,_,(2?-* — 1/?~*) 
Mathematische Annalen. 105. 20 











294 M. Deuring. 


positiven Wert haben, durch py teilbar sein. Daher ist die Trigheits- 
gruppe von py in Beziehung auf Z’ gleich der ganzen Galoisschen Gruppe 
von 7”/Z’, was dem Satz 10 widerspricht. 

In der Verzweigungstheorie der Zahlkérper wird Satz 12 verschirft: 
T enthalt jeden Kérper 7* zwischen k und K, dessen durch § teilbarer 
Primdivisor pz- in p nur in der ersten Potenz enthalten ist. Das ist im 
allgemeinen nicht richtig, und zwar kann ein abweichendes Verhalten auf 
zwei verschiedenen Griinden beruhen: 

1. Kg/® ist von zweiter Art iiber k,/p. 


Beispiel. & ist der Kérper von zwei unabhingigen Unbestimmten z, y 
tiber dem Primkérper der Charakteristik 2. &, ist der Ring aller der 


f(2,y) 
k-Elemente aa 


oder 1 ohne gemeinsamen Teiler, deren Nenner nicht durch z teilbar ist. 
K werde durch eine Wurzel « der Gleichung 


«*+2a+y=—0 


erzeugt. Es wird Ky,— K,, der Zerlegungskérper ist also gleich k. Denn 
weil t?-+-2t-+ y modulo z irreduzibel ist, so kann es in K, keine zwei 
verschiedenen Primideale geben. Da Ky/# aus k,/p durch Adjunktion 
einer Wurzel des inseparabeln Polynoms ¢*+ y entsteht, so ist nach Satz 9 
der Tragheitskérper von § gleich &. Trotzdem ist p= 8. Das kénnen 
wir, weil &, eine endliche Maximalordnung ist, aus der Irreduzibilitat von 
t*+ 2t+ y modulo z schlieBen*). 

Wenn Ky/% von zweiter Art iiber k,/f ist, so soll ® ein Primdivisor 
zweiter Art von K in Beziehung auf k heiBen. Die Primdivisoren. zweiter 
Art verhalten sich auch in der Diskriminantentheorie wie Verzweigungs- 
primideale. Siehe z. B. E. Noether, Der Diskriminantensatz fiir die Ord- 
nungen eines algebraischen Zahl- oder Funktionenkérpers, Crelles Journ. 157, 
8. 100. 


2. Nicht so leicht zu iibersehen, aber auch interessanter ist das zweite 
Beispiel, bei dem das abweichende Verhalten des Trigheitskérpers auf der 
Nichtendlichkeit von k, beruht. 

K, sei der Kérper der 2‘-ten Einheitswurzeln, K das Kompositum 
aller K; und & der reelle Teilkérper von K, itiber dem K quadratisch ist. 
Es gibt in K, und also auch in & nur einen Primdivisor, der in 2 aufgeht, 
denn das Primideal (2) des Kérpers der rationalen Zahlen wird in K, die 
n,-te Potenz eines Primideals %,, wenn n, der Grad von K, ist. Da infolge- 





f(x,y) und g(z,y) Polynome mit Koeffizienten 0 


*°) Dies Beispiel wird auch in der wciter unten erwahnten Arbeit von E. Noether 
benutzt. 
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dessen der Tragheitskérper von §, in Beziehung auf k; = K,/\k gleich k, 
wird, so ist der Tragheitskérper des in 2 aufgehenden Primdivisors $ von K 
gleich k. Trotedem ist $8 gleich dem in 2 aufgehenden Primdivisor p 
von k. Um das zu zeigen, mu8 zu jedem K-Element « ein wertgleiches 
k-Element f angegeben werden. « sei in K; gelegen, das K,-Hauptideal («) 
ist eine Potenz von §, («)=/. BR; ist gleich dem in 2 aufgehenden 
k;,,-Primideal f,,,, denn beider Quadrate sind gleich p,. Wenn also 
D,.1.=(7), 7 C&,,, ist, so hat das k-Element =‘ denselben Wert wie a. 

Die Kennzeichnung des Tragheitskérpers als gréBter Kérper, dessen 
durch §§ teilbarer Faktor von p in p in der ersten Potenz eingeht, ist fir 
viele Anwendungen der Verzweigungstheorie wichtig. Es gilt dariiber der 
Satz 14. 

Wir beweisen jetzt die Endlichkeit der Exponenten e; in der K-Zer- 
legung eines k-Primdivisors (siehe (7)). Das braucht offenbar nur fiir 
iiber & Galoissches K gezeigt zu werden. Fiir diesen Fall wird aber mehr 
bewiesen : 


Satz 13. 1. K set von erster Art und Galoissch iiber k; die K-Zer- 
legung von ) set ; 
p= (f, ... B,)°. 


e ist ein Teiler der Ordnung t der Tragheitsgruppe von &. 


2. K sei vollsténdig von zweiter Art tiber k. Die K-Zerlegung von p 
hat die Form 
a= *, 


und e ist ein Teiler des Grades [| K:k). 

Beweis. 1. Die Ordnung eines Elementes der Faktorgruppe §(%)x,z 
ist ein Teiler von t, denn der Wert der Norm eines K-Elementes « in 
Beziehung auf 7 ist das t-fache des Wertes von « und ist gleich dem 
Wert eines k-Elementes. Es geniigt also folgendes zu zeigen: Ist p ein 
Primfaktor von ¢, und wird mit %(9)#’, die Untergruppe von §(®)x,z 
aller Elemente mit nur durch p teilbarer Ordnung bezeichnet, so ist die 
Ordnung von %($)’; ein Teiler von t. 

L gehére zu der p-Sylowgruppe 2 von ©. Da F(P)z,x zu der 
Faktorgruppe von §($)z,. = %(P)x, 7 nach F(pz)z, 7 isomorph ist und 
die Elemente von %(pz)z,7 durch p nicht teilbare Ordnungen haben, so 
muB $(%)x,z eine zu %(P)¥', isomorphe Untergruppe enthalten. Zwischen 
L und K wird eine Reihe von Kérpern 


L,=L,L,,.-.,l,=K 


eingeschoben, so da8 L,,, zyklisch vom Grad p iiber L, ist. Wir brauchen 
jetzt lediglich zu beweisen, daB die Ordnung von §(pz,,,)z,,,,z, entweder 1 
20* 
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oder p ist, weil das Produkt der Ordnungen aller §(z,,,)z,,,,2, gleich 
der Ordnung von §(%)x,z ist. Wenn die Ordnung von %(pz,)z,,,, 2, 
nicht gleich 1 ist, so sei 2 ein Element von L,,,, dessen Wert nicht 
gleich dem Wert eines L,-Elementes ist. Die p-te Potenz von x ist einem 
L,-Element wertgleich, denn die Norm von a in Beziehung auf L, hat 
als Wert das p-fache des Wertes von 2. Da 2 nicht zu L gehdrt, so ge- 
stattet jedes L,, ,-Element « eine Darstellung 
a=a,+a,2+...+4,,2""", a, aus L,. 

Da die Werte der a,z’ alle verschieden sind, so ist « einem der a,2‘ wert- 
gleich, womit der Satz bewiesen ist. 

2. Wir kénnen uns auf den Fall beschranken, daB der Grad von K 
iiber & gleich der Charakteristik p von & ist. In p geht nur ein § auf, 
das folgt aus Satz 3. Wenn p nicht gleich $ ist, dann sei a ein Element 
von K, dessen Wert von keinem k-Element angenommen wird. Die p-te 
Potenz von a liegt in k. Wieder gestattet jedes Element a aus K eine 
Darstellung der Form 


e=a@,+4,27+...+4 


mit wertverschiedenen a,2'. Daher ist jedes K-Element einem der a,z'‘ 
wertgleich, so daB e = p ist. 

Wie die Beispiele zeigen, kann e ein echter Teiler von ¢ sein. Wenn e 
gleich ¢ ist, so soll p vollverzweigt heiBen. 

Satz 14. Wenn p nicht vollverzweigt ist, so ist die Charakteristik 
von k,/p eine Primzahl p, die in der Ordnung t der Trdgheitsgruppe 


aujfgeht. Der Quotient £ ist eine Potenz von p. 


Beweis. p sei ein Primfaktor von -. In einer zu p gehérigen 
Kérperreihe 
L,=L, L,,...,L,=—K 


mu mindestens einmal die Faktorgruppe %}(pz,,,)z,,,,2, die Ordnung 1 
haben, also pz,,, =z, sein. Wir kénnen annehmen, da die Charakteristik 
von K nicht gleich p ist, weil sonst gar nichts zu beweisen ist. 

¢ sei eine primitive p-te Einheitswurzel. L, , ,(¢) ist zyklischer Radikal- 
kérper tiber L,(f). Wir zeigen, da® fiir einen L,,,(¢)-Primteiler pz... 
von p entsprechendes, wie fiir p ,,,, gilt: py,,, ist gleich dem zugehérigen 
L,(¢)-Primdivisor pz,, und der Trigheitskérper von pz,,, ist L,(¢). 

In der Tat: Es sei 


oie oF oH... 


und 


EZ, 


PL, = (Puy-++) > 


—_ 
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es gilt dann pz,,,= Dip = (Plows), also 


E=e,:E,. 
e, ist entweder gleich 1 oder gleich p, und £ ist ein Teiler von p — 1. 
Daher muB e, gleich 1 sein, pz, ist ein Produkt von lauter verschiedenen 
L,,,(¢)-Primdivisoren, deren Anzahl g, ein Teiler von p sein mu8. Ist 
die Anzahl der verschiedenen L,,,(¢)-Primfaktoren von pz,,, gleich G 
und die Anzahl der verschiedenen L,-Primfaktoren von pz,,, gleich G,, 
so gilt, weil L,,,(¢) Galoissch tiber L, und pz,,, = pz, ist, die Gleichung 


G=q96G,. 
G und @, sind Teiler von p—1, g, ist ein Teiler von p, also ist g,=1, 
PL, — Pr,- 


Nun muB8 noch gezeigt werden, daB der Trigheitskérper von pj,,, gleich 
L,(¢) ist, wozu nach Satz 9 der Nachweis geniigt, daB LD, ,.(¢)/pz,., 
vollstindig von zweiter Art iiber L,(¢)/fz, ist. Da L,,,/Pz,,, nach Satz 9 
volistaéndig von zweiter Art iiber L,/fz, ist, so geniigt es zu zeigen, daB 
L,.,(¢)/z,,, das Kompositum seiner Teilkérper L,(¢)/pz, und L,,,/Px,,, 


ist. Das ergibt sich so: 

[L,..(¢)/bt,,,: L(C)/ Bi, ] und [L,.1/Bz,,,: Z,/ Bx, 
sind Teiler von p, 

(L,43(0)/Pz..:D45 pz,,,] und [L,(¢)/pz,: L,/P2,]) 


sind Teiler von p—1, aus der Gradrelation 


[L,.4( ¢)/Pi,,,: L,/ Px, ] a (ZL, .3(¢)/B1,,,: 2, ../ Pr...) (Z,44/ pz,,,:L ving »] 
= [L,..(0)/P2,,.: 2 A (¢)/Pz,)(L,(¢ )/ Bi, :L L,] 


(L,41(5)/ Bis? L,(0)/B2,] = (2,41) 8t..:L,/ Pz), 

[L,,,(¢)/ a Ae pz,] = (LZ, .,(¢) /Pi,: L,|Px,]; 
so daB in der Tat der Grad des Kompositums von L,(¢)/fz;, und L, , ,/p,,, 
iiber L,/Hz, gleich dem Grad von L,,,(¢)/fz,,, tiber L,/Pz, ist. 

Nunmehr sei «’ ein Radikal von L,, ,(¢) iiber L,(¢) und a ein zu a} 

wertgleiches L,(¢)-Element. Dann ist «a=«’a™* ein nicht durch fj,,, 
teilbares Radikal. Weil der Tragheitskérper von z,,, gleich L,(¢) ist, so 
gelten die Kongruenzen 


a—ati=a(1—f*)=0 (mod fyj,,,) (¢=1,2,...,p), 


folgt also 


also 
1—¢'=0 (mod fy,,,). 
Und da (mod Pi,,:) 
p-1 : 
HU-oC)=s 


ist, so muB die Charakteristik von L, |x, gleich p sein, w. z. b. w. 
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§ 5. 
Die Verzweigungsgruppen. 

Definition. Die gréfte unter den fiir alle echten Unterideale (Viel- 
fachen) a von % gebildeten Gruppen O(a) heiBt die erste Verzweigungs- 
gruppe von J, sie wird mit B, bezeichnet. Der zu B, gehdrige Korper V, 
tst der erste Verzweigungskorper. 

Satz 15. Hs sei B voll verzweigt''), also e=t. F/B, ist Abelsch, 
und man kann &/¥B, 80 in zyklische Gruppen zerlegen: 

T/B, = ay >< --- < hy» 
daf jeder Faktor 3, zu einer Untergruppe der multiplikativen Gruppe 
des Restklassenkérpers Ky/3 isomorph ist. Weiter ist £/B, mit der 
Faktorgruppe §(v,)v,,r tsomorph. 

Beweis. (z,),..., (2,) sei ein vollstandiges Reprisentantensystem 
der Restklassen der Hauptidealgruppe von Kg nach der Hauptidealgruppe 
von 7). 2,,---,%, sind in Beziehung auf 7’ linear unabhangig, weil eine 
Gleichung 

@,2%,+...+4,2%,=90, 
nicht alle a; gleich Null, eine Relation 
@,\ % 
—B(2) -B(3) 
zur Folge haben wiirde. 2,,..., 7, ist also eine Basis von K in Beziehung 
auf 7. 
Ist 
a=a,2,+...+4,2%,, 
so gilt, weil alle B(a,2,) verschieden sind, 
B(a) = Min(B(a,2,)), 
so daS fiir ein Kg-Element « stets B(a,x,)>0 ist. 

Fiir jedes Element S der Tragheitsgruppe ZT bilden wir ¢ Elemente 
e{) von K durch die Gleichungen 
(8) 8(x,) = xe, 
es ist Be!) —0. 

Wenn S zur Verzweigungsgruppe %, gehért, so muB es ein echies 
Unterideal a von $ mit 

‘ 
(9) « — S(a)= Sa,x,(1—e) =0 (moda) 
i=1 
fiir jedes @ aus Ky geben. 





“) Nach einer Bemerkung von W. Krull ist diese Voraussetzung tberflissig 
(vgl. *)), ebenso bei Satz 16, aber nicht bei den Sa&tzen 18, 19. 
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Wir wollen hieraus schlieBen, daB bei passender Wahl der 2, 
(10) ef? =1 (mod §) 


gilt. 

1. ky sei keine endliche Maximalordnung, es gibt also in 7,,, Elemente 
von beliebig kleinem positivem Wert. a; sei so gewahlit, daB der Wert 
von a@;2, zwar positiv, aber kleiner ist als die Werte der im Ideal a ent- 
haltenen Elemente. Da fiir « = a,z;, 


a — S(«) = a,x,(1— e!) = 0 (moda) 
gelten muB, so ist os 
e() = 1 (mod). 


2. k» sei eine endliche Maximalordnung. Die Faktorgruppe §($)z 7 
ist zyklisch, weil ja das Ideal Ky von Ky die e-te Potenz des Prim- 
ideals % ist. Es kann also, wenn 2 = 0 (mod) 1=:0 (mod §’) ist, 

a, =1, Ny = %,...,2,= 2° * 
gesetzt werden. Es ist dann 
6{5) m= (¢(8))‘—?, 
Da das gréBte echte Unterideal von § gleich 9° ist, so muB 
a — 8(x)=a(1—e) =0 (mod $*), 
also ine 
e{) =1 (mod §), 
und damit He 
e‘) =1 (mod $) 
gelten. Wenn umgekehrt vorausgesetzt wird, 
eS) =1 (mod 8), 
so ist, fiir den Fall, daB k, eine unendliche Maximalordnung ist, sogar 
e{) == 1 (mod a’) 


fiir ein echtes Unterideal a’ von 9, weil es nur endlich viele e{) gibt. 
Demnach ist unter der Voraussetzung von (10) fiir jedes a aus Kg 


« — 8(a) = S'a,x,(1— ¢) = 0 (mod a), 


wenn a’CaC gilt. Nach der Definition von %, gehért also S zu &,. 
Wenn &, eine endliche Maximalordnung ist, so setze man wieder 2,= 2‘~’, 
dann gilt 


a — S(a) =a, x, (1—e) +...+a4,2,(1—2), 
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da a,x,=a,n'"* fir i=2,...,t—1 durch B teilbar ist, so ist 
« — S(«) =0 (mod $*), also S ein Element von &,. 
Die Relationen (10) kennzeichnen die %,-Elemente S. Nun folgt aus 
S(a,) = x,2/% | 
ST(x,) = S(2,¢{?) = ef S(e\P) 9, i 
also 
e(ST) — ¢(5) §(¢{T), 
Geht man zu den Restklassen ¢/5) nach % iiber, so ergibt sich 
(11) ESP) — Hei, 


weil nach Satz 9 Kg/% vollstandig von zweiter Art iiber T, [Pr ist. ' 
Versteht man unter dem Produkt der beiden Reihen : 


(29,...,2) und (&”,..., 2a) 
die Reihe 
(EAM, ..., IM), 
so besagt die Gleichung (11), daB die Abbildung 
S— (25), ..., &) 


ein Homomorphismus von T&T auf eine Untergruppe ® eines direkten 
Produktes 
M, <...< M, 


ist, dessen Faktoren Yt; alle zu der multiplikativen Gruppe des Kérpers 
Kg/% isomorph sind. 

Bei diesem Homomorphismus gehen gerade die Elemente von &, in 
das Einselement iiber, das besagt die oben gegebene Kennzeichnung von &,. 
Daher ist T/¥, mit NR isomorph. Das ist die erste Behauptung des Satzes. 

Um die zweite Behauptung zu beweisen, gehen wir so vor: Aus der 
Definitionsrelation 

S(2,) = 2, e 

der e{) folgt 
S(2, %;) = 2%; a5) ef) , 

also, wenn | 
m,n, = 7, &; S(a, a) =a, 2) S(a) = aa fe, 


(12) eS) = ef) e( a(S (a))~*. 


Wir zeigen nun, da8 die folgende Zuordnung ein Gruppenhomomorphismus ist: 

Der durch das Hauptideal (2;) repriisentierten Restklasse der Haupt- 
idealgruppe von Ky nach der Hauptidealgruppe von 7,,, wird die J - Rest- ' 
klasse @'S) zugeordnet. (S ein fester Automorphismus der Tragheitsgruppe.) 
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Zum Beweis benutzen wir die eben abgeleitete Gleichung (12). « ist 
einem 7-Element a wertgleich. Unsere Behauptung wird bewiesen sein, 
wenn wir 


(13) «(S(a))”*=1 (mod) 


zeigen. Dies gilt fiir jedes « aus K. Beachtet man die angegebene Kenn- 
zeichnung der Elemente S, so ergibt (9) 


B(a — S(a)) > B(S(«)), 


und daraus folgt die Behauptung. 

é{%,..., 2% ist also ein Charakter der Faktorgruppe §($)x,7. An 
sich haben wir ¢ solche Charaktere, den ¢ Elementen S der Tragheits- 
gruppe entsprechend. Da aber gerade dann ¢\5)=—...= ¢\5)=1 ist, wenn S§ 
zur ersten Verzweigungsgruppe %, gehért, so haben wir genau so viel ver- 
schiedene Charaktere ¢‘S) der Faktorgruppe §($)x,r, wie es Elemente der 
Faktorgruppe T/¥, gibt. Die oben bewiesene Isomorphie von T/¥, und R 
ist nichts weiter als die Isomorphie von T/¥, und der Gruppe, die von 
diesen Charakteren gebildet wird. Wir formulieren dies: 


Satz 16. Die Restklassen modulo der durch (8) definierten a(S), 
fiir ein festes S aus T gebildet, sind ein Charakter der Faktorgruppe 
&(B)x,r-. Diese Charaktere bilden eine mit T/B, itsomorphe Untergruppe 
in der Gruppe aller Charaktere von §($)x.1. 

Um nun noch die letzte Behauptung T/¥B, ~ F(pv,)v,,7 von Satz 15 
zu beweisen, wenden wir Satz 16 auf V, statt K an, das kénnen wir, weil V, 
Galoissch iiber 7’ (sogar iiber Z) ist. Der Tragheitskérper von py, ist 7’, 
weil pr vollverzweigt ist. Der erste Verzweigungskérper von py, ist V,. 
Um das zu beweisen, ziehen wir den spiteren Satz 18 heran. Danach ist 
die Verzweigungsgruppe nur dann vom Einselement verschieden, wenn die 
Charakteristik von k,/f eine Primzahl p ist, und in diesem Falle ist die 
Ordnung von &%, eine Potenz von p. Wenn also die Charakteristik von 
k,/p gleich Null ist, so muB auch die erste Verzweigungsgruppe von py, 
in Beziehung auf 7' gleich dem Einselement sein. Hat k,/f die Charak- 
teristik p, so mu die Ordnung der Verzweigungsgruppe von pr, in Be- 
ziehung auf 7 eine Potenz von p sein, die im Grad [V,:7']. also in der 
Ordnung der Faktorgruppe T/¥, aufgeht. Da aber die Ordnungen der 
multiplikativen Untergruppen von Ky/{, aus denen sich T/¥%, zusammen- 
setzt, nicht durch p teilbar sind, so hat die Verzweigungsgruppe von py, 
in Beziehung auf 7’ in der Tat die Ordnung p®=1. 

Wenden wir nun, wie gesagt, Satz 16 auf K = V, an, so ergibt sich, 
daB die von den «% gelieferte Charakterengruppe der Faktorgruppe 
&(py,)v,,7 zur Tragheitsgruppe von py,, also zu T/%, isomorph ist. Und 
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da diese Trigheitsgruppe dieselbe Ordnung wie }}(py,)y, 7 hat, so geben 
die «\5) alle Charaktere von %(py,)v,,.7- Da jede Abelsche Gruppe zur 
Gruppe ihrer Charaktere isomorph ist, so ist der zweite Teil des Satzes 15 
bewiesen. 

Wir wenden uns zur Aufstellung und Untersuchung der héheren Ver- 


zweigungsgruppen. 
Wenn w die untere Grenze aller Werte von Elementen eines Ky-Ideals a 


ist, so besteht a entweder aus allen «Cc Ky mit 
B(a) jw, 

und dann ist a ein Hauptideal oder aus allen aC Kg mit 
B(a)>w, 


und dann ist a kein Hauptideal. w soll der Wert des Ideals a heiSen. 
Es gibt eine Zahl r, so daB fiir jedes Ideal a von gréBerem Werte als r 


9(a)=1 
gilt. 


Beweis. Zu jedem SC, das vom Einselement verschieden ist, 
nehmen wir ein Ky-Element «g mit 


8S (ag) + as. 
Unsere Behauptung ist richtig, wenn r gleich dem gréBten der Werte 


B(S (as) — as) 
gesetzt wird. 
Bildet man fiir jedes Ky-Ideal a die Gruppe 9(a) und ordnet man 
sie der GréBe nach, wobei die in B, enthaltenen (a) je nur einmal ge- 
zaGhlt werden sollen, so erhalt man nach dem eben Bewiesenen eine Reihe 


B2TIB, 5B, B,>...>¥B,_, 5B, =1 
von Untergruppen von §, die mit 8 —1 endigt. 
Die Gruppen B,, B,,...,B,, heiBen die zweite, die dritte usw. Ver- 
zweigungsgruppe von FB. 
Es sei w, die obere Grenze der Werte aller « < Kg, fiir die 
D((a)) 2%, 
ist. Dann ist fiir jedes Ideal a, dessen Wert gréBer als w, ist, 
O(a)¢ B,, 
denn es gibt ein Hauptideal (a) mit 
(@)2a, B(a)>w,. 
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Wir behaupten aber, daB, wenn &, eine unendliche Maximalordnung ist, 
fiir das Ideal a,, das aus allen Elementen « mit 


B(a)>w, 


9 (a,) = &, 
gilt, a, ist also das minimale Ideal, dessen zugehérige Gruppe &, ist, es ist 
kein Hauptideal. Wenn k, eine endliche Maximalordnung ist, so ist natiirlich 
das Ideal vom Werte w, (es gibt nur eins, da alle Ideale Hauptideale 
sind), das minimale Ideal a mit (a) = &,. 
Um die Behauptung fiir unendliche Maximalordnungen zu beweisen, 
miissen wir zeigen, da fiir jedes aC Ky und jedes SC B, 


B(a— S(a))>w, 


besteht, 


gilt. Es sei 
a= Sa;7;, 
also 
« — S(a)= Sa,n,(1—e\*), 
(14) B(a—S(«))> Min (B(a,x,) +B(1—«*)). 
é=1,2,...,8 


Wenn wir der Einfachheit halber den Reprisentanten 2, des Einselementes 
von %(%)x,r gleich 1 nehmen, so wird e{* —1, also kénnen wir 


B(a—S(«))> Min (Baa) +B (1—e)) 


schreiben. Fiir ¢ = 2,3,...,¢ kann nie 
B(a;x,)=0, 
aber bei beliebigem positivem 6 
0 < B(a,;x,) <4 
sein. Demnach ist die untere Grenze aller B(a — S(a)), SCB,, gleich 
Min B(1—e\”), 


t=2,...,¢; ScB, 
und diese untere Grenze wird von keinem a — S(a) angenommen, es 
ist stets 
(15) B(a—S(«))> Min B(1—e\®) 
i=?,...,¢; SCB, 


Die untere Grenze der B(a — S(a)), SCB,, ist aber, wie sofort zu sehen, 
gleich dem oben definierten Wert w, (das ist eine Umformung der Definition 
von a,), (15) sagt also die zu beweisende Behauptung aus. Wir haben 
auBerdem die Existenz eines Elementes y, bewiesen, dessen Wert gleich w, 
ist, y, ist namlich derjenige der Ausdriicke 1 — ¢{”, welcher den Wert w, hat. 
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Setzen wir w,* =—w,, wenn Kg eine unendliche Maximalordnung ist, 
dagegen w,* = w,—1, wenn Kg eine endliche Maximalordnung und die 
zugehérige Bewertung ganzzahlig ist, so kénnen wir allgemein sagen: Das 
minimale Ideal a,, dessen Gruppe O(a,)=—%, ist, besteht aus allen 
ac Kg mit 


B(a)>w;, 

und es gibt ein Element y, vom Werte w,*. Es gilt also der folgende Satz. 

Satz 17. Es gibt ein minimales Ideal a, mit O(a,)=—%,, es gibt 
ein Element y,, das denselben Wert wie a, hat. Ist k, nicht endlich, so 
ist a, kein Hauptideal. &,,, ist die grdpte unter den fiir alle echten 
Unterideale a von a, gebildeten Gruppen 9(a). 

Satz 18. B /B,,., (»=1,2,...,m—1) ist tsomorph mit einer 
Untergruppe eines direkten Produktes 

AW, ><... x W, 

von Gruppen U,, die zu der additiven Gruppe des Korpers Ky! B isomorph 
sind. Daher ist B,—1, wenn Ky/B die Charakteristik Null hat; wenn 
die Charakteristik von Ky/9 eine Primzahl p ist, so ist B,/B,, , Abelsch 
vom Typus (p, p,..-, p)- 

Beweis. Der Beweis ist ahnlich dem Beweise von Satz 15. Wenn S 
ein Element der Triagheitsgruppe ist, so setzen wir 


(16) BS = (1 — ef) 771. 
Wir beweisen, daB die B,-Elemente S durch 
(17) B(uj?) 20 

und die B,, ,-Elemente durch 

(18) B(u{9) >0 
gekennzeichnet sind. 


Das erste folgt fiir den Fall einer unendlichen Maximalordnung aus 
der oben bewiesenen Tatsache, daB 


Mn B(1—e%)=w,+ Min B(pi) 


i=2,8,...,t; SCR, i=1,2,...,%; SCB, 


y+1 


die untere Grenze aller 
B(a—S(a)), SCB,ac Ky, 
ist, und aus der Relation (14), die man jetzt so schreiben kann: 


(19) B(a—S(«))> Min (B(a,x,) + B(u)) + w,. 
i=2,...,¢ : 


et 


Wenn S zu &,,, gehért, so mu8 sogar 


B(«a—S(a))>w,+4>w, 
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sein, nach (19) folgt daraus, weil B(a;2,) beliebig klein gemacht werden kann, 
und in (19) das Gleichheitszeichen gilt, falls a, =... a, ,=a;,,=...=a,=0; 
a, + 0, 

B(u'9)>4>0. 
Wenn umgekehrt 

B(u!) > 0 

ist, so ist sogar 

B(ui?)24>0, 
weil es nur endlich viele u{5) gibt. Aus (19) folgt dann 

B(a— S(«))>w, +4, 


so daB S zur Gruppe %,,, gehéren mu8; weil das Ideal a, vom Werte w, 
das minimale Ideal mit 9(a,) = &%, war. 

Fiir den Fall einer endlichen Maximalordnung beweist man die 
Behauptung noch leichter. In diesem Falle kann man nimlich die 
Relation (19) zu 


verscharfen, weil ja stets B(a;x;)>1 ist fir i =2,...,¢. Und da offen- 
bar fiir B-Elemente 8 
B(a —S(«))>w, 


und fiir 8. ,-Elemente S 


v+1 


B(a— S(«))>w,,, 
sein mu, so schlieSt man ahnlich wie oben auf die Behauptungen (17) 
und (18). Ai 
Wir beweisen jetzt fiir die {-Restklassen der u'S) die folgende 
Rechenregel 
(20) BO + ph — psy, 
Die Definitionsgleichung (16) der {5 kann man nach (8) auch so schreiben: 


7, %, Wi?) = x, — T(x,). 
Hieraus folgt 
S(y,2;) 8 (ui?) = 8 (2,) — 8ST (2,) = ya, (“8 — wi), 
also 
S (7, 4,) 
(ST) — 4 (8) 4 Oe) (T), 
Ki, BY + Yr %; S (uj?) 
Hieraus folgt (20), wenn wir fiir jedes « aus Ky und jedes S aus der 
Verzweigungsgruppe &, , 
B(S(a)a~*—1)>w 


, 
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beweisen. Zu diesem Zwecke beachten wir (19), woraus nach der Kenn- 
zeichnung (17) der %,-Elemente S folgt, daB a—S(a) einen um 
mindestens w, grdferen Wert als « hat, 
B(S(a) —«) > B(a)+w,. 
Die gegebene Kennzeichnung der &%, , ,-Elemente lehrt uns nun, ganz 


ahnlich wie beim Beweis des Satzes 15, daB man eine isomorphe Abbildung 
der Faktorgruppe G,/%,,, auf eine Untergruppe eines direkten Produktes 


Wx... «GY, 
von Faktoren %, die zur additiven Gruppe von Kg/ isomorph sind, 
erhalt, wenn man einem %,-Element S die Reihe 

(2, ..-s 2) 
zuordnet und als Summe zweier Reihen 

(HS, ... 7), 

(AP, ++) BID) 
die Reihe 

(AI? + AYP, «+ BD + BY”) 

definiert. Damit ist Satz 17 bewiesen. 

Auch die Betrachtungen zum Beweise des Satzes 16 lassen sich 
iibertragen. 

Aus der Definitionsrelation 

8 (x,) =, (1 Fa 7, HS) 
der yu! folgt 
8 (2, 2,) = a,2,(1 — 7, (uf? + wi) + 72 wf wi), 
Sei, wie beim Beweis von Satz 15 und Satz 16, 2,2,=—2,«, so gilt 
S (2, 2,;) = S(a)8(2,) =S(a)a,(1— 7, un), 
so dab 
a (8 (a))-*(1— y, (Hf + wi) + 7, of uw) =1— y, wis 
folgt. Rechnet man jetzt modulo % und beachtet (13), so erhalt man 
Re + Be = He. 

Demnach ist die Abbildung z,— {5 bei festem S ein Homomorphismus 
der Faktorgruppe §(#) x,r *uf eine Untergruppe der additiven Gruppe 
des Kérpers Ky/$. Wir kénnen yu, ..., u‘% einen additiven Charakter 
von §(), , nennen. Da die oben definierte Addition der Reihen 
(u{,..., #{S') nichts weiter als die Zusammensetzung dieser additiven 
Charaktere zu einer Gruppe ist, so haben wir in Analogie zu Satz 16: 
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Satz 19. puiS),..., ui ist bei festem S aus B, ein additiver Charakter 
der Faktorgruppe %(P)_ p- Alle diese Charaktere bilden eine mit B,/B, , , 
isomorphe Gruppe gegentiber der Addition. 

Wenn Ky eine endliche Maximalordnung ist, so kann man in Satz 15 
sogar behaupten, daB T/¥, mit einer Untergruppe der multiplikativen 
Gruppe von Ky/ isomorph ist, £/%, ist dann also zyklisch. Denn dann 


kann man 2,—1,2,—2,...,2,=2'~* setzen und braucht statt des 
ganzen Charakters (@(5,..., €5)) von T/¥, nur das eine Element #5) = e® 
zu betrachten, 5), ..., @(S») ist dann eine mit T/¥, isomorphe Untergruppe 


der multiplikativen Gruppe von Ky/3$. Entsprechend gilt fiir endliche 
Maximalordnungen in Satz 18 die Isomorphie von B,/¥,,, mit einer Unter- 
gruppe der additiven Gruppe von Ky/$. 


(Eingegangen am 19. 12. 19380.) 











Zur Theorie der abstrakten Verknipfungen. 


Von 
Fritz Klein in Wuppertal-Barmen. 


Einleitung. 

Der Begriff der Verkniipfung ist von grundlegender Bedeutung fiir 
den Aufbau der gesamten Mathematik und Logik. Er setzt zwar die Be- 
griffe der Menge und Beziehung’) voraus, umfaBt aber beispielsweise den 
Begriff der Gruppe. Unter einer abstrakten Verkniipfung insbesondere ver- 
stehe ich eine Verkniipfung, bei der von der Eigenart der verkniipften 
Elemente abgesehen wird. 

Die Theorie der abstrakten Mengen ist verhaltnismaBig weit ausgebildet. 
Im Gegensatz dazu weist die Theorie der abstrakten Verkniipfungen, wenn 
man von der Theorie der abstrakten Gruppen und Zahlsysteme absieht, 
eigentlich nur Ansitze auf. In der vorliegenden Untersuchung, die in einer 
friiheren Arbeit *) entwickelte Gedanken aufgreift, beschrinke ich mich auf 
die Betrachtung einiger Verkniipfungen, die infolge ihrer einfachen Kon- 
stitution eine gréBere Anzahl von Verwirklichungen zulassen und so die 
Notwendigkeit einer selbstindigen Theorie der abstrakten Verkniipfungen 
unterstreichen. Als besonders bedeutungsvoll erweist sich dabei ein Zu- 
ordnungsprinzip, das in den verschiedenen Gebieten der Mathematik, wozu 
ich auch die symbolisch erfaBbaren Teile der Logik rechne, wurzelt. Speziell 
enthiillt dieses Prinzip — eine noch niaher zu beschreibende Menge wird 
eindeutig auf eine Abelsche Gruppe bezogen — den Kern des eratostheni- 
schen Siebverfahrens. 

Noch einige Bemerkungen von grundsitzlicher Bedeutung. Die Begriffe 
der Identitaét und Verschiedenheit sind als urspriinglich, als logisch nicht 
weiter ableitbar anzusehen. Die Hauptaufgabe aller Mathematik ist viel- 
leicht das folgende Entscheidungsproblem: Gegeben sind zwei Symbole; 
es ist festzustellen, ob ein bestimmter Komplex von Beziehungen zwischen 


*) Zwischen Beziehung und Zuordnung besteht kein Wesensunterschied. 
*) Einige distributive Systeme in Mathematik und Logik, Jahresber. d. Deutschen 
Math. Ver. 38 (1929), 8.35—40. (Weiterhin mit KI. zitiert.) 
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den Symbolen dazu ausreicht, die beiden als identisch oder verschieden 
zu erkennen. Ebenso urspriinglich sind iibrigens die Begriffe der Menge, 
Zuordnung und wahrscheinlich auch der Anzahl. Alle diese Begriffe sind 
nichts anderes als Objektivierungen gewisser Fahigkeiten, die jeder besitzen 
muB, der denken will, der insbesondere Mathematik treiben will. Es sind 
dies die Fahigkeiten des Wiedererkennens, Unterscheidens, Zusammenfassens, 
Zuordnens und Zahlens. Die genannten Begriffe kénnen in der Hauptsache 
nur inhaltlich (intuitiv) eingefiihrt werden; eine rein formale Einfiihrung, 
d. h. eine solche vermittels schon vorhandener Symbole, erscheint mir 
nicht méglich*). Es sind eben Urbegriffe, Grenzbegriffe, die gleichsam die 
Briicke zwischen den alogischen und logischen BewuBtseinsinhalten schlagen 
und bei denen insofern die logische Analyse stets einen Rest lassen wird. 

Zu beachten ist ferner, daB sich der Begriff der Identitaét anders als 
der Begriff der Verschiedenheit ausschlieBlich auf Symbole, niemals un- 
mittelbar auf Objekte bezieht, d.h. Symbole kénnen identisch oder ver- 
schieden sein, Objekte sind stets verschieden. Da a und b identisch sind, 
bedeutet nicht mehr und nicht weniger, als daB a und b Symbole fiir 
dasselbe Objekt sind. Hinsichtlich der in dieser Arbeit angewandten Aus- 
drucksweise werde noch bemerkt, daB wir zur Vermeidung sprachlicher 
Umstindlichkeiten gelegentlich von ,,beliebigen“ Elementen a, b,... reden, 
worunter dann zu verstehen ist, daB sich die Symbole a, b, ... sowohl 
auf dasselbe als auch auf verschiedene Objekte beziehen kénnen. 

Im einzelnen liegt der Arbeit der folgende Plan zugrunde: Die in 
Frage kommenden Beziehungen geniigen einem Axiomensystem, das in 
den drei ersten Paragraphen aufgestellt wird, wobei auf die Unabhangig- 
keit und Widerspruchslosigkeit der Axiome eingegangen wird. § 4 erweitert 
den Kreis der Beziehungen durch Hinzunahme einer (1,1)-deutigen Zu- 
ordnung und Klasseneinteilung. § 5 und §6 legen das schon erwihnte 
Abbildungsverfahren dar. In unmittelbarem Zusammenhang damit wird in 
den beiden letzten Paragraphen eine wichtige Relation entwickelt und 
deren Bedeutung, insbesondere fiir das Siebverfahren des Eratosthenes, 
festgestellt. 


§ 1. 
Zweigliedrige Beziehungen. 


Hier mégen kurz diejenigen zweigliedrigen Beziehungen zusammen- 
gestellt werden, die den Unterbau der weiteren Untersuchungen ausmachen. 
Als Grundgegebenheit setzen diese Beziehungen in den drei ersten Fallen 
eine, im vierten Fall zwei Mengen voraus. 


5%) Das schlieBt natiirlich nicht aus, daB diese Begriffe auch formal darstellbare 
Eigenschaften aufweisen. 
Mathematische Annalen. 105. 21 
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1. Die Gleichheit bzw. Ungleichheit von a und b werde durch a=} 
bzw. a +b ausgedriickt. Aziome: 

I,1. Aus a=b folgt b=a. 

I,2. Aus a=b und b=c folgt a=c. 

I,3. In bezug auf zwei beliebige Elemente a und 6 gilt genau eine 
der Beziehungen a = b und a+b. 

1,4. Fiir jedes a gilt a=—a. 

2. Die Aquivalenz bzw. Nichtdquivalenz von a und b werde durch 
acob bzw. a¢b ausgedriickt. Azitome: 

II,1. Aus aob folgt boa. 

II,2. Aus aob und boc folgt aoc. 

II, 3. In bezug auf zwei beliebige Elemente a und 6 gilt genau eine 
der Beziehungen ao b und agb. 

II,4. Aus a=b folgt aob. 

3. DaB die Elemente a und 6 einander (1,1)-deutig zugeordnet sind, 
werde durch a<+»b, das Nichtstattfinden dieser Beziehung durch a<|+b 
ausgedriickt. Aziome: 

Ill,1. Aus a<+b folgt b<«+a. 

Ill, 2. Zu jedem a gehért ein b, so daB gilt a<++b. 

III,3. Aus a++b und a<-+c folgt b=c. 

Ill,4. Aus a«+b und b=c folgt a<+c. 

III, 5. In bezug auf zwei beliebige Elemente a und 6 gilt genau eine 
der Beziehungen a<>b und a</+b. 

4. Es seien M und M Mengen. Sowohl in M als auch in M sei eine 
Gleichheits- und Ungleichheitsbeziehung erklirt. DaB dem Element a aus M 
das Element « aus M eindeutig zugeordnet ist, werde durch a—-«a, das 
Nichtstattfinden dieser Beziehung durch a-++a ausgedriickt. Axiome: 

IV,1. Zu jedem a aus M gehdért ein « aus M, so daB gilt a—c«. 

IV,2. Aus a—-a@ und a--f folgt «=f. 

IV,3. Aus a—-« und a= folgt a—f. 

IV,4. Aus a—-«@ und a=b folgt b—a. 

IV,5. In bezug auf ein beliebiges Element a aus M und ein beliebiges 
Element « aus M gilt genau eine der Beziehungen a—-a@ und a++a. 


§ 2. 
A -Mengen. 


Grundgegebenheit ist eine Menge M, zwischen deren Elementen gemaS 
§ 1,1 eine Gleichheits- und Ungleichheitsbeziehung erklirt ist. Die Elemente 
von M seien zweier Verkniipfungen fahig. Das Ergebnis der Verkniipfung 
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von a und b werde durch a\/b bzw. a/\b symbolisiert*). Die Ver- 
kniipfungen sollen den folgenden dual aufgebauten Axiomen geniigen: 
I. Sind a und b zwei beliebige Elemente, so gibt es ein Element c, 


so daB gilt 
avb=c, 
und ein Element d, so daB gilt 
a/\b=d. 


Il. Aus a=a’ und b=)’ folgt 
avb=a'vVb’ und andb=a'nd’. 

Ill. Fiir zwei beliebige Elemente a und 6 gilt 

avb=bva und anb=bnra. 

IV. Fiir drei beliebige Elemente a, b und ¢ gilt 

(avb)ve=av(bvVe) und (aNnb)Ne=an(brc). 

V. Fiir drei beliebige Elemente a, b und c gilt 
(ar\b)\Ve=(ave)A(bVec) und (avb)nc=(ane)yU(bNC). 

VI. Aus avb—=a folgt anv b=b; aus an b=b folgt avb—a. 

VII. Fiir jedes a gilt 
ava=a und afa=—a. 

Das erste Axiom postuliert die durchgingige und eindeutige Ausfiihr- 
barkeit der Verkniipfungen; auf Grund des zweiten darf jedes der ver- 
kniipften Elemente durch ein ihm gleiches ersetzt werden; wegen III und IV 
sind die Verkniipfungen kommutativ und assoziativ, und zwar in bezug 
auf beliebig viele Elemente; V spricht das distributive Gesetz aus; VI und VII 
regeln die Verkniipfung in besonderen Fallen. II 1aBt sich in zwei ein- 
fachere Axiome aufspalten®), von denen das eine wegen III iiberfliissig ist; 
ebenfalls kann VII wegen VI auf die Hialfte reduziert werden, etwa auf 

VII’. Fiir jedes a gilt ava=a. 

IV erlaubt die Unterdriickung der Klammern bei solchen Gebilden, die nur 
vermittels einer der beiden Verkniipfungen entstanden sind. 

Was die gegenseitige Unabhdngigkeit der angegebenen Axiome an- 
betrifft, so beschriinken wir uns auf die folgenden Feststellungen *). Bedeutet 


\y die gewéhnliche Multiplikation und 7 die gewéhnliche Addition, so 
werden nur die Axiome I—IV und die erste Hilfte von V befriedigt. Ist 





*) In KI. sind die Verkniipfungsergebnisse mit a+b bzw. a-b bezeichnet. 

5) Vgl. Stolz-Gmeiner, Theoretische Arithmetik, I. Abt. (1911), 8. 51. 

*) Hinsichtlich der Abhangigkeit des kommutativen vom assoziativen und dis- 
tributiven Gesetz vg]. Stolz-Gmeiner, a. a. O. 8. 64 ff. 


21* 
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M eine Menge von positiven ganzen Zahlen, die mit a und b auch das 
kleinste gemeinschaftliche Vielfache*) von a und 6 enthilt, und identifiziert 
man a\/ 6b mit v(a,b), a7\b mit max(a, b), so werden nur die Axiome 
I—IV und VII befriedigt. Identifiziert man in derselben Menge a/b 
wieder mit v(a,b), a/\b dagegen mit min(a,b), so wird iiberdies die 
erste Hialfte von VI befriedigt, dagegen nicht die zweite. Identifiziert man 
VY mit 7, so werden alle Axiome mit Ausnahme von VI befriedigt, es 
sei denn a = b, was wegen VII trivial ist. 


Erklarung. Eine Menge, deren Elemente den Axiomen I—VII ge- 
niigen, heiBe eine A-Menge. 

Die folgenden Mengen sind A-Mengen. 

Die Elemente von M seien Aussagen im Sinn der Logik: mit @ und } 
gehére auch die durch Disjunktion und Konjunktion aus a und b hervor- 
gegangene Aussage der Menge an. a\/ b bedeute die Disjunktion, a/b 
die Konjunktion *) von a und 5. Wir bezeichnen diese Menge mit M,. 

Die Elemente von M seien endliche oder unendliche Mengen; mit 
a und 6 gehére auch die Vereinigung und der Durchschnitt von a und b 
der Menge an. a\/b bedeute die Vereinigung, a7\b den Durchschnitt 
von a und b. Bezeichnung: M,. 

Die Elemente von M seien reelle Zahlen. a\/b baw. a7 b bedeute 
max (a,b) bzw. min(a, 6b). Bezeichnung: M,. 

Die Elemente von M seien ganze positive Zahlen®); mit a und b 
gehére auch v(a,b) und t(a,6) der Menge an. a/b bzw. arb be- 
deute v(a,b) bzw. t(a,b). Bezeichnung: M,. 

Unter einem F-System werde ein System von schlichten Flachen- 
stiicken einer gewéhnlichen Ebene verstanden derart, daB niemals zwei 
Flachenstiicke sich teilweise oder ganz iiberdecken, wohl aber Beriihrungen 
zulaissig sind. Die Flachenstiicke kénnen sich auf Linien oder Punkte 
reduzieren. In der iiblichen Weise sei die Vereinigung und der Durchschnitt 


7) Das Maximum bzw. Minimum der reellen Zahlen a,,..., a, werde mit 
max (a,,...,@,) bzw. min(a,,...,a,), das kleinste gemeinschaftliche Vielfache 
bzw. der gréBte gemeinschaftliche Teiler der positiven ganzen Zahlen a,,..., a, mit 
v(a,,...,@,) baw. ¢(a,,...,a,) bezeichnet. 


*) Die Axiome I—VII enthalten also den Niederschlag der Tatsache, da8 die 
Aussagen in gewisser Weise zu neuen Aussagen verkniipft werden kénnen. Von den 
sonstigen Eigentiimlichkeiten der Aussagen, daB sie nimlich wahr oder falsch sind, 
daB sie bejaht oder verneint werden kénnen, ist in den Axiomen I—VII nichts 
niedergelegt. Man kann natiirlich auch anders vorgehen und diese Eigentiimlichkeiten 
méglichst bald axiomatisch festlegen; vg!. z.B. D. Hilbert und W. Ackermann, Grund- 
ziige der theoretischen Logik, Berlin 1928, 8S. 22. 

*) Dieses Beispiel ist in der Weise verallgemeinerungsfihig, daB auch ganze 
rationale Funktionen einer Veranderlichen zu Elementen genommen werden kénnen. 
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zweier derartiger Systeme erklart. Wir betrachten nunmehr eine Menge M, 
deren Elemente F-Systeme sind; mit a und b gehére auch die Vereinigung 
und der Durchschnitt von a und b der Menge an. a\/b bedeute die 
Vereinigung, a /\ 6 den Durchschnitt von a und b. Bezeichnung: Y,. 


§ 3. 
B- und C-Mengen. 

Durch Hinzunahme der folgenden Aziome konstruieren wir spezielle 
A-Mengen: 

VIII. Es gibt ein Element e, so daf fiir jedes a gilt ave=—a. 

IX. Jede Gleichung von der Form a x =a besitzt nur endlich viele 
Lésungen. 

Beziiglich der Unabhdngigkeit dieser Axiome gilt folgendes: Es gibt 
A-Mengen, die weder VIII noch IX befriedigen; eine solche liegt in der 
speziellen M, vor, die aus allen reellen Zahlen r besteht, fiir die gilt 
r>konst. Es gibt sodann A-Mengen, die zwar VIII, aber nicht IX be- 
friedigen. Das zeigt die M,, die aus allen reellen Zahlen r besteht, fiir 
die gilt r>konst.; ersichtlich spielt die untere Grenze die Rolle des 
e-Elements. In jeder nur aus endlich vielen Elementen a,,..., a, bestehen- 
den A-Menge gelten dagegen VIII und IX; hier ist wegen III, IV, VI 
und VII das durch a,/\.../\a, erklarte als e-Element anzusehen. 

Erklarung. Eine A-Menge, fiir die VIII gilt, heiBe eine B-Menge; 
eine B-Menge, fiir die IX gilt, heiBe eine C-Menge. Das durch VIII 
charakterisierte Element einer B-Menge heibe ausgezetchnetes Element. 

Man beweist leicht, daB eine B-Menge genau ein ausgezeichnetes Ele- 
ment enthilt, da8 dasselbe jeder Gleichung von der Form a/\x=2 ge- 
niigt und daB aus a\/b=e die Ubereinstimmung von a und b mit e 
folgt. Hinsichtlich der C-Mengen merken wir vorliufig nur an, daB wegen 
VI die Gleichung a /\ x = 2 nur endlich viele Lésungen hat. 

In einer B-Menge ist eine eigentiimliche Begrifisbildung méglich, die 
hier nur angedeutet werden soll; eine eingehende Behandlung bleibe einer 
besonderen Arbeit vorbehalten. 

Erklarung. Hat das Gleichungssystem 

avez=-a, bvV2«z=5b 
nur die sicher vorhandene Lésung z =e, so heifSen a und b fremd zueinander. 

Offenbar ist ¢ zu jedem Element fremd. Ob es ein nicht triviales 
Paar zueinander fremder Elemente gibt, d. h. ein Paar von Elementen, die 
beide von e verschieden sind, bleibt in einer B-Menge unentschieden. Es 
gelten die folgenden Satze: Ist a fremd zu b, so gilta7\b=e und um- 
gekehrt. Ist a fremd m bund c,.so ist a auch fremd zu b/c. 
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Erklairung. Hat die Gleichung a\/x=<a fiir a+e nur die sicher 
vorhandenen Lésungen x =e und «=a, so heibe a Primelement. 

Ob es iiberhaupt Primelemente gibt, bleibt in einer B-Menge un- 
entschieden. Jede C-Menge enthalt dagegen mindestens ein Primelement. 
Es gibt C-Mengen, die genau ein Primelement aufweisen, z. B. die aus 
den natiirlichen Zahlen 1, 2,...,m bestehende M,; hier ist 1 das aus- 
gezeichnete Element und 2 das einzige Primelement; iiberdies sind in-dieser 
Menge nur triviale Paare von zueinander fremden Elementen vorhanden, 
wie es ja auch nicht anders sein kann. Andererseits gibt es auch C-Mengen, 
die mehr als ein Primelement aufweisen, z. B. die aus den Zahlen 1, 3, 4 
und 12 bestehende M,; in dieser Menge ist 1 das ausgezeichnete Element; 
3 und 4 sind Primelemente, die iiberdies ein nicht triviales Paar zuein- 
ander fremder Elemente bilden. Es gilt folgender Satz: Ist in einer 
C-Menge das Element a in der Form 


=P... Dy 


darstellbar, wobei p,, ..., p, verschiedene Primelemente sind, so ist diese 
Darstellung eindeutig, wenn von der Reihenfolge der Elemente abgesehen 
wird. Ob jedes Element eine derartige Darstellung zulaBt, bleibt dabei 
unentschieden. Es gibt sowohl C-Mengen, deren simtliche Elemente in 
dieser Weise aus Primelementen zusammengesetzt werden kénnen, als auch 
C-Mengen, bei denen das nicht der Fall ist. 


§ 4. 
Interne Zuordnung und Aquivalenz. 


1. In einer A-Menge sei gemaB § 1,3 eine (1, 1)-deutige Zuordnung 
von Element zu Element erklart’®). Das dem Element a zugeordnete werde 
mit @ bezeichnet**), so daB also gilt 

a+>a, a=—a. 
Das Verhilinis der Zuordnung zu den Verkniipfungen werde durch das 
folgende Axiom bestimmt: 

X. Fiir zwei beliebige Elemente a und b gilt 

avbeorindb, adh avb=anb. 

Dieses Axiom ist mit seinem dualen Gegenstiick gleichwertig, namlich 
mit dem Satz: Fiir zwei beliebige Elemente a und 6 gilt 

af\b<eaVUb, dh anb=avb. 


1) Vgl. Kl. 8. 36—87. 


*) In Kl. ist das @ zugeordnete Element mit a’ bezeichnet. Zur Vermeidung 
von Mi8verstandnissen ist diese Bezeichnung aufgegeben. 
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Erklarung. Eine A-Menge, die eine durch X festgelegte (1, 1)-deu- 


tige Zuordnung gestattet, werde als A-Menge bezeichnet. 


Es gilt der folgende Satz: Haben die Symbole VY und / nicht 
dieselbe Bedeutung, so gibt es in einer mehr als ein Element ent- 
haltenden A-Menge mindestens ein Paar verschiedener Elemente, die 
einander zugeordnet sind. Wire namlich stets a=@, so finde wegen X 
durchweg statt a\vb=av7\b, und die Verkniipfungen VY und ‘4 wiren 
identisch. 


2. In einer A-Menge sei gemaB § 1, 2 eine Aquivalenz und damit eine 
Klasseneinteilung erklart. Das Verhiltnis der Aquivalenz zu den Ver- 
kniipfungen sei durch das folgende Aziom bestimmt: 

XI. Aus a,oa,, b,o}, folgt 

a,Vb,ca,Vb,, anrboca,nd,. 


Erklarung. Eine A-Menge, die eine durch XI festgelegte Einteilung 
in k Klassen gestattet, werde als A™-Menge bezeichnet. 


Fiir A’ -Mengen gilt der Satz**): Aus aob folgt av boar b. 


3. Wir schlieBen einige Beispiele an; weitere findet man in KI. ° 

Eine M, enthalte mit jeder Aussage auch deren Verneinung. Die M, 
wird zu einer A-Menge, wenn man dem Element a die Verneinung von a 
als @ zuordnet. Eine M, enthalte nur bewertete Aussagen, d.h. von jeder 
Aussage stehe fest, ob sie wahr oder falsch ist. Mit jeder Aussage sei auch 
die entgegengesetzt bewertete Element. Die M, wird zu einer in zwei 
elementfremde Klassen zerfallenden A™.Menge, wenn die wahren Aus- 
sagen in die eine und die falschen Aussagen in die andere Klasse geworfen 
werden. 

p und g seien verschiedene Primzahlen; g sei eine positive ganze Zahl 
von der Form 

g= pq’ («>1, B21). 

Dann bildet die Menge der Teiler von g eine M,. Diese wird zu einer 
A-Menge, wenn man jedem Teiler a als @ den Teiler zuordnet, fiir den 
im Sinn der Arithmetik a-@=g stattfindet. Die M, wird zu einer 
A“-Menge, wenn man die folgende Klasseneinteilung vornimmt: Die erste 
Klasse enthalte 1 als einziges Element; in der zweiten bzw. dritten bzw. 
vierten Klasse seien alle und nur die Teiler vereinigt, die fiir 4 >1, y>1 
von der Form p* bzw. g” bzw. p“q” sind. Ersichtlich la8t sich dieses Bei- 
spiel wesentlich verallgemeinern. 


12) Die Feststellung, daB dieser Satz ableitbar ist, und zwar vermittels der 
Axiome VII (§ 2) und XI (§ 4) sowie der Axiome der Gleichheit und Aquivalenz (§ 1), 
verdanke ich Herrn P. Bernays. 
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§ 5. 
Die charakteristische Abbildung. 

1. Neben der Menge M betrachten wir eine zweite Menge M, deren 
Elemente «, 8,... seien. Zwischen den Elementen von M sei eine Gleich- 
heits- und Ungleichheitsbeziehung erklirt. Die Elemente von M seien einer 
Verkniipfung fahig. Das Ergebnis der Verkniipfung von « und f werde 
durch @Af symbolisiert. Die Versuiipfung soll den folgenden Aziomen 
geniigen: 


XII. Sind @ und # zwei beliebige Elemente, so gibt es ein Element y, 
so daB gilt «Af=y. 


XIII. Ist « ein beliebiges Element und £ = f’, so gilt 
aAp=anf'. 
XIV. Ist « ein beliebiges Element und f + £’, so gilt 
aABp raf’. 
XV. Fiir drei beliebige Elemente «, 8 und y gilt 
(@AB)Ay =aA(BAy) =aABAy. 


2. Nunmehr bilden wir die Menge M auf die Menge M gemaB §1,4 
eindeutig ab. Es gebe also zu jedem a genau ein «, so daB stattfindet a — «; 
das dem Element a zugeordnete werde auch mit {a} bezeichnet. Die Zu- 
ordnung soll durch das folgende Axiom naher bestimmt werden: 


XVI. Fiir zwei beliebige Elemente a und } aus M gilt 
{av b}A {a7 b} = {a} A {bd}. 
Erklarung. Die durch XVI bestimmte Zuordnung heiBe charakte- 
ristische Abbildung. 


Fiir den Fall, daB jedes Element von M Bild mindestens eines Ele- 
ments von M ist, ist wegen XVI die Verkniipfung A kommutativ, und es 
gelten die XIII und XIV erginzenden Sitze**): 


Ist a =a’ bzw. «+a’ und £ ein beliebiges Element, so gilt 
arAp=a'AB bew. aAp+a’AB. 


Daraus folgt weiter, da8 im Fall des Stattfindens der Gleichung « A 8 = y 
gesetzt werden darf 


a=yAB, B=yha, 


%*) Die Menge M ist somit, abgesehen von der Existenz des Einselements, eine 
Abelsche Gruppe. Den Hinweis, da8 die Kommutativitét von A die obige Ein- 
schrinkung voraussetzt, verdanke ich ebenfalls Herrn P. Bernays. 
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wobei wegen XIV die durch A symbolisierte inverse Verkniipfung eindeutig 
ist, wenn sie iiberhaupt ausgefiihrt werden kann. Gleichbedeutend mit XVI 
ist danach jede der beiden Beziehungen 
av b— ({a}A{b})A{an dB}, 
» 2b ({a}A{b})A{av B}. 
Die Verkniipfungen A und A gehorchen den Gesetzen 
aA(B Ay)=(@A B)Ax, 
(aA B)Ay @A(B Ay), 
(@A B)Ay = @A(B Ay). 
Dabei ist in den beiden ersten Gleichungen das Symbol A durchweg sinn- 
voll, wenn es auf der linken Seite sinnvoll ist; bei der dritten Gleichung 
mu8 die Existenz von aAf und BAy vorausgesetzt werden. Existiert 
«Ae, so heiBe das dadurch bestimmte Element ausgezeichnetes Element 
der Verkniipfung A; man beweist leicht die Unabhangigkeit des ausgezeich- 
neten Elements von der Wahl des Ausgangselements «. Zwecks Verein- 
fachung der Schreibweise mégen etwa auftretende Klammern wie bei der 
gewohnlichen Addition und Subtraktion, d.h. gemaB folgender Festsetzung 
unterdriickt werden: 


(aAB)Ay=anrBAy, 
(AB)Ay =aABny, 
(@AB)Ay =aABAy. 

Hinsichtlich der gegenseitigen Unabhdngigkeit der Axiome werde an 
einer passend gewahlten M-Menge gezeigt, daB das in XV enthaltene asso- 
ziative Gesetz von allen iibrigen Axiomen unabhangig ist, sogar dann noch, 
wenn die charakteristische Abbildung auch wmgekehrt eindeutig ist. Aus- 
gangsmenge sei eine M,; es sei a= {a}, so dab M und M dieselben Ele- 
mente aufweisen. aA} bedeute das arithmetische Mittel von a und b. 
Dann sind mit Ausnahme von XV alle Axiome einschlieBlich XVI in Kraft. 

Von betrachtlicher Riickwirkung ist dagegen die (1, 1)-deutigkeit der 
charakteristischen Abbildung auf die der Menge M unterlegten Axiome 
IV bis VI. In diesem Fall folgt nimlich die eine Hilfte eines jeden dieser 
Axiome aus der andern Hilfte. In bezug auf das Axiom IV beispielsweise, 
das das assoziative Gesetz ausspricht, ergibt sich die Behauptung vermit- 
tels der sich auf 

(an b)Ac=an(bnc) 
stiitzenden Umformung 
{fav b) Ves = {aU BJ A{c}A{(avu b) nc} 
={a}sA{b}A{c}A{(anc) U(bNc)}A{an b} 
={asA{b}Af{esalanbac}A{anbdb}Af{anc}A{brc}, 
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woraus wegen der Symmetrie der rechten Seite 
(avb)\ve=av (bV 0c) 
folgt. 

Betreffs einiger spezieller Abbildungen werde noch folgendes bemerkt. 
Besteht die M-Menge aus einem einzigen Element y, gilt also fiir jedes a 
die Beziehung {a} = y, sv ist XVI identisch erfiillt. Eine Verallgemeine- 
rung stellt der Fall dar, daB M eine A“’-Menge ist (k>1). Den Ele- 
menten der x-ten Klasse sei die Zahl y, zugeordnet (x = 1,...,&). Sind 
die y, alle voneinander verschieden, so besteht M aus k Elementen. 
Einige der Beispiele des § 6 zeigen, daB M dann eine Abelsche Gruppe 
sein kann, also mit « und # auch aAf und «Af Bilder von Elementen 
der Menge M sind. 


§ 6. 
Beispiele fiir die charakteristische Abbildung. 

1. Aus der Masse der Realisierungen einer M-Menge greifen wir die 
folgenden heraus: 

a, B,... seien reelle Zahlen. Hauptverkniipfung sei die Addition, so 
daB die Zeichen A und A in + und — umzudeuten sind und « = 0 ist**), 
Wir bezeichnen diese Menge mit M,. 

«, B,... seien von 0 verschiedene reelle Zahlen. Hauptverkniipfung 
sei die Multiplikation, so daB die Zeichen A und A in - und : umzudeuten 
sind und ¢=1 ist. Bezeichnung: M,. 

a, B,... seien Restklassen hinsichtlich eines Moduls. Hauptverkniipfung 
sei die Klassenaddition. Bezeichnung: M,. 

a, 8,... seien Restklassen hinsichtlich eines Moduls; Klassen, die nicht 
teilerfremd zum Modul sind, seien ausgeschlossen. Hauptverkniipfung sei 
die Klassenmultiplikation. Bezeichnung: M,. 

a, B,... seien Ideale eines beliebigen Kérpers. Hauptverkniipfung sei 
die Idealmultiplikation. Bezeichnung: M,. 

2. Die folgenden Beispiele beleuchten die vielseitige Anwendungsfahig- 
keit des Begrifis der charakteristischen Abbildung. Insbesondere ist die 
elementare Zahlentheorie eine Fundgrube fiir derartige Zuordnungen. 

Ausgangsmenge sei die in § 4,3 beschriebene M,. Es sei 

{a}=+1 bzw. {a} =—-—1, 

je nachdem die Aussage a wahr oder falsch ist. Wegen 
{a/b} -{ar\b} — {a} - {0} 

wird M, auf eine Abelsche M, charakteristisch abgebildet. 





**) Unter « werde das ausgezeichnete Element von M verstanden. 
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Ausgangsmenge sei dieselbe M,. Es sei 
{a}=1mod2 bzw. {a} =0 mod 2, 
je nachdem a wahr oder falsch ist, so daB M, auf eine Abelsche M, charak- 


teristisch abgebildet wird. 
Ausgangsmenge sei dieselbe M,. Es sei 
{a} =1mod4 bzw. {a} = 3 mod 4, 
je nachdem a wahr oder falsch ist, so daB M, auf eine Abelsche M, charak- 
teristisch abgebildet wird. 

Ausgangsmenge sei eine M,; die Elemente von M, seien endliche 
Mengen. {a} bedeute die Anzahl der Elemente, aus denen a besteht. Bei 
dieser Interpretation wird M, charakteristisch auf eine M, abgebildet. 

Ausgangsmenge sei eine M,. Es sei {a}—a. Wegen 

max (a, b) + min (a,b) =a+b 
wird auf diese Weise M, charakteristisch auf eine M, abgebildet, deren 
Elemente mit denen von M, zusammenfallen. 
Ausgangsmenge sei eine M, mit von 0 verschiedenen Elementen. Wegen 
max (a, b)- min (a,b) =a-b 
wird M, nunmehr charakteristisch auf eine M, abgebildet, deren Elemente 
mit denen von M, zusammenfallen. 

Ausgangsmenge sei eine M,. Es bedeute 7a) die Anzahl der ver- 
schiedenen Teiler, S(a) die Summe der verschiedenen Teiler, P(a) die 
Anzahl der verschiedenen Primfaktoren, P’(a) die Anzahl simtlicher Prim- 
faktoren von a und schlieBlich g(a) die Anzahl der positiven ganzen Zahlen, 
die kleiner als a und teilerfremd zu a sind. Dabei ist 7'(1) = 8(1)=q(1)=1; 
P(1) = P’(1)=0. Wegen 


v(a,b)-t(a,b)=a-b 
wird M, durch 


a—a, a—T(a), a-—-S(a), a—p(a) 

charakteristisch auf eine M, und durch 

a—P(a), a—P(a) 
charakteristisch auf eine M, abgebildet. 

Ausgangsmenge sei die in § 4,3 beschriebene M,. Es sei 

{a} =1, 3,5, 7 mod 8, 
je nachdem a der ersten, zweiten, dritten oder vierten Klasse angehért. Bei 
dieser Interpretation wird M, charakteristisch auf eine Abelsche M, abgebildet. 


Ausgangsmenge sei eine M,. Es sei {a} der Flacheninhalt von a. 
Dann wird M, charakteristisch auf eine M, abgebildet. 
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§ 7. 
Eine Fundamentatlrelation. 


Im Sinn der Festsetzung 


Aa, =a,A...A¢ 
sollen sich die ,,Produkte“ 


a 
A{a,v... va,}, 4{a,v . Vabuev...} 


r 


auf alle (*) »Faktoren“ beziehen, deren Argumente als Kombinationen ohne 
Wiederholung vermittels der Elemente 
ey a (lsgv<n) 


gebildet werden kénnen. Eine analoge Bedeutung verbinden wir mit dem 
Symbol V hinsichtlich der Verkniipfung 7. 


Bei dieser Bezeichnungsweise gilt die folgende Fundamentalrelation: 
(1) {a,V...Va,} =P {a,} AV {a,\a,\a5} A... 
AV {a,\ 44} AV {4, Aa, 44} a 
Das duale Gegenstiick ist 
(2) {a,\ ...\a,} = 4{a,} A 4 {a,Va,V a5} A... 
KA{a,Va,} A 4{a,va,vaa}A.... 


Es geniigt, (1) zu beweisen. Fiir n =1 und n = 2 ist dieselbe richtig; 
im letzteren Fall erhalt man ja 


{a,V/ a,} = {a,} A {a,} A {a,a,}. 
Die in Frage stehende Relation sei bereits fiir n — m bewiesen. Wir zeigen, 
daB sie auch fiir n = m-+1 richtig ist. Es ist 
{a,V...Va,,}={(a,V...Va,)Va,,,} 
={a,V...Va,}A{a, , JA{(a,U...Va,) Aa, 4,5}. 


Formt man den letzten Bestandteil rechts auf Grund des distributiven 
Gesetzes um und setzt 
a a/\a,,,=6, fir lgigm, 


BLA... AN = AN... NGA 435 
so gilt 


{a,V...Va, ,s={a,V... Va, JA {a JA {RU... Ub} 
= Pla pA. AV {aNd} A..- AL Ons sHAL LO} A.-- AV {DAD} A--- 
=F ta} A vcs AV Lan @}A.... 
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Die Fundamentalrelationen liefern in Verbindung mit den in § 6 an- 
gegebenen charakteristischen Abbildungen eine Reihe von Beziehungen, von 
denen wir ihrer Merkwiirdigkeit wegen die folgenden angeben: 

max (@,,...,@,) = Sa, + 5 min(a,, a,,a,) +... 

— Smin(a,,a,) — S'min(a,,a,, a5, a,) — ..., 


IT a, + TT min (4, , ay, a) ese 








max (4, ---1 y) = Trasin (a,, a) TI min (4,, 05, @,,4,) >.’ 
= TT @,- TT t (a, @, 4) -.. 
0(4;, +++» O.) = Tea. as) “IT ECG, &, &,a,) vee 
Dabei sind a,,...,a, reelle Zahlen, die im zweiten Fall von 0 verschieden 


und im dritten Fall positiv und ganzzahlig sind. 

Auch auf die Deutung der Fundamentalrelation als Beziehung zwischen 
den Inhalten von Flachenstiicken sei hingewiesen; speziell ergibt sich bei 
dieser Interpretation eine Verallgemeinerung der bekannten Integralformel 


frz)de= fr(z)dz+ fr(e)ae. 


§ 8. 
Weitere Folgerungen. 


Eine B- Menge werde charakteristisch auf eine M-Menge abgebildet, und 
zwar in der Weise, daB dem ausgezeichneten Element e das ausgezeichnete 
Element ¢ entspricht. Weiter heiBe b Komplement von c, c Komplement 
von } hinsichtlich a, wenn gilt 

=bvc, e=brne. 
Nunmehr sei c Komplement von a,\...\/a, hinsichtlich a,. Dann gilt 
{a,} = {a,V... Va, } a {c}, 
also wegen (1) 
(3) {c} = {a} AV {a, Vag} A..-AV {a,}A..-. 


Auch diese Beziehung erlaubt bemerkenswerte Anwendungen. Sind 
z. B. a,, a@, und a, innerhalb a, gelegene Flachenstiicke und bezeichnet 
man den nicht tiberdeckten Teil von a, mit c, handelt es sich also um 
eine spezielle M,, so ergibt (3) bei Zugrundelegung der in § 6 an letzter 
Stelle betrachteten charakteristischen Abbildung eine von Sylvester und 
Brun*) erwahnte Inhaltsrelation. 


%*) V. Brun, Untersuchungen tiber das Siebverfahren des Eratosthenes, Jahresber. 
d. Deutschen Math.-Ver. 38 (1925), 8. 98. 
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An zweiter Stelle betrachten wir den Fall, daB die vorgelegte B-Menge 
eine M, ist, deren Elemente Mengen mit endlicher Elementeanzahl sind, 
so dab, wie bereits bemerkt, {a} als Anzahl der Elemente von a gedeutet 
werden kann, M, also charakteristisch auf eine M, abgebildet wird. Von 
besonderem Interesse ist die folgende M,. Es sei § >0; es sei a, die 
Menge der positiven ganzen Zahlen, die nicht gréfer als ¢ sind, also 
{a,}=[é]. Es seien 


(4) May oney Mt, (n=1), 
(5) (s>1) 
ganze Zahlen, die nicht notwendigerweise verschieden zu sein brauchen; 
die « seien positiv, die # nicht negativ. Fir l1<»<n sei a, die Menge 
der ganzen Zahlen y, die erstens der Ungleichung 
(6) O0<y<sé 
und zweitens mindestens**) einer der Kongruenzen 
(7) y+, =0 moda, (o=ml1,...,¢@) 
geniigen. Dann ist ¢ die Menge der ganzen y, die erstens (6) und zweitens 
fiir jedes » und o die Inkongruenz 

y+ B,= 0 moda, 


erfiillen. Die Beziehungen (1), (2) und (3) haben nunmehr zahlentheore- 
tischen Charakter erhalten; insbesondere stellt (3) die allgemeine Grund- 
lage zahlreicher Siebverfahren dar*’). Zwei Spezialfille mégen hervor- 
gehoben werden. 
1. Es sei 
fp, =...=p,=9. 

Bei dieser Annahme ist a, die Menge der positiven ganzen Zahlen, die 
teilbar durch «, und nicht gréBer als — sind. Wegen 


{a,/\.../\a,} =| a | 


w(a,, «-+5 Gy) 








geht (3) iiber in 
oe i = \_, ee | SUF i ee 
{ce} = [€] a lal+2 lees PE mersenat ae 
Sind dabei die Zahlen (4) verschiedene Primzahlen, so erhalt man die beim 


eratosthenischen Siebverfahren in Frage kommende Beziehung. 
2. Es sei 


s=2, p,=0, f,=f, P>O0, B= 0 mod 2. 





**) Im allgemeinen wird y héchstens einer Kongruenz (7) geniigen. 
*”) Vgl. z. B. Brun, a.a.0., 8. 82 ff. 
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Die Zahlen (4) seien die etwa der GréBe nach geordneten ersten n Prim- 
zahlen unter Ausschlu8 derjenigen, die in # als Faktor enthalten sind. 
ce ist dann die Menge der positiven ganzen Zahlen y, fiir die (6) und 


y += 0, y +f = 0 moda, 
gilt, wahrend a, die Menge der positiven ganzen y ist, die (6) und genau 
eine der Kongruenzen 
=0, y+f=0 moda, 
erfiillen. Weiter habe in bezug auf eine positive ganze Zahl 4, die alle 
Teiler von « = a, ...@, durchlaufen kann, B(6,&) die folgende Bedeutung: 


Es sei 
B(1,&) = {a,} =[€]; 


fiir 6 > 1 bedeute B(d, &) die Anzahl der ganzen y, die die Ungleichung (6) 
und genau eine der Kongruenzen 


y=0, y+f=0 mods 


erfiillen. SchlieBlich werde unter u(d) die Mébiussche Funktion verstanden. 
Bei Verwendung dieser Bezeichnungen geht (3) iiber in 


(8) {e} = 2u(d) B(d, &), 


wobei also iiber alle verschiedenen Teiler von « zu summieren ist. Damit 
ist in (8) eine Identitaét gewonnen, die, zu einer Ungleichung verstarkt, 
bei der Herleitung des Brunschen Satzes iiber Primzahlzwillinge’*) eine 
Rolle spielt. 

Zum Schlu8 sei noch auf die Bedeutung des Siebverfahrens bei der 
Behandlung gewisser Probleme aus dem HauBner-Stiickel-Weinreichschen 
Gedankenkreis**) zur Bewialtigung der Goldbachschen und verwandter Ver- 
mutungen hingewiesen. 


1%) Vgl. E. Landau, Vorlesungen iiber Zahlentheorie 1 (1927), 8. 73—75. 

#*) Hinsichtlich der daraus hervorgegangenen Veréffentlichungen vgl. meine Arbeit: 
Uber die Anzahl der Lésungen von Kongruenzensystemen, Crelles Journal 159 (1928), 
8. 35. Die dortige Zusammenstellung ist zu erginzen durch R. HauBner, Unter- 
suchungen iiber Liickenzahlen und den Goldbachschen Satz, Crelles Journal 158 (1927), 
S. 173—194, und N. Pipping, Uber Zwillingsprimzahlen und Goldbachsche Spaltungen, 
Societas Scientiarum Fennica, Commentationes Physico-Mathematicae (3) 2 (1926). 


(Eingegangen am 10. 12. 1930.) 








Berichtigung 
zu der Arbeit von M. L. O. Strutt, ,Der charakteristische Exponent der Hillschen 
Differentialgleichung*, Math. Annalen 101 (1929), S. 559—569. 
Die Herren M. W. Matschinsky, A. A. Markoff und N. A. Artemieff in Leningrad 
machen in freundlicher Weise darauf aufmerksam, daB die Gleichung (5), (8. 561) 


-} zt ; 
d+y F( 1 
v(2)=(J22 79) "loo fia+r Peentae+0(3)'} 


nicht allgemein richtig ist. Sie folgt aus der Neumannschen Reihe 
t 


s(t) mom fT Ff (x)ooe VFeain E(t H)ar+. 


0 


4 
und deren Rest ist nur fiir positive 4 von der Ordnung G i) , weil fiir negative 4 
der sin Ji (¢—r) nicht beschrinkt bleibt. 


Internationaler MathematikerkongreS8 
Zirich 1932. 


Dem von dem Internationalen MathematikerkongreB8 in Bologna 1928 gefaBten 
Beschlu8 entsprechend, wird vom 4. bis 12. September 1932 in Ziirich ein 
internationaler MathematikerkongreB stattfinden, auf den das Organisationskomitee 
bereits jetzt hinweist. Die ersten genaveren Mitteilungen und Einladungen werden 
im Oktober 1931 verschickt. 

Das vorgesehene wissenschaftliche Programm besteht aus einer gréBeren Reihe 
von allgemeinen Vortrigen, durch die ein méglichst vollstandiges Bild des gegen- 
wirtigen Standes der Mathematik gegeben werden soll, und aus Sektionssitzungen, 
die fir kiirzere Mitteilungen tiber Ergebnisse neuer Untersuchungen bestimmt sind. 

Neben diesen Fachveranstaltungen sind gesellschaftliche Zusammenkiinfte und 
Ausfliige, fiir die die Schweiz besonders schéne Gelegenheiten bietet, geplant, die, wie 
wir hoffen, zur Férderung und Vertiefung der wissenschaftlichen und persénlichen 
Beziehungen zwischen den hier versammelten Mathematikern aller Lander beitragen 
werden. 

Das Organisationskomitee. 








Ober multiplikative Funktionen und die daraus 
entspringenden Differentialsysteme. 


Von 


Hermann Schmidt in Jena. 


Zusammenfassung. 


Den Angelpunkt der folgenden Untersuchungen bilden die im Abschnitt II 
bewiesenen Periodenrelationen fir relativ zur schlichten Ebene nur multiplikativ 
verzweigte Funktionen der Gestalt: R(2)-T1 (2—a,)” (a, and Sa, nicht ganz- 
zahlig, sonst beliebig komplex; R(z) rational mit Polen héchstens bei a, und oo). 
Fait man bei festen a,, «, alle diese Funktionen zu einer Klasse k, zusammen, 
die durch Ersetzung von a, durch —a, entstehenden zu der ,komplementiren“ 
Klasse &,, so gibt es 1. in &, bzw. k, je n Basisfunktionen derart, da® sich 
jede Funktion der Klasse linear homogen mit konstanten Koeffizienten aus 
diesen und der Ableitung einer Klassenfunktion darstellen 148t, 2. je n Basis- 
wege, 80 beschaffen, daB sich das Integral irgendeiner Klassenfunktion tber 
einen ,geschlossenen* Weg linear homogen mit Koeffizienten aus einem ge- 
wissen Ring aus den betreffenden speziellen Integralen aufbaut. Durch Inte- 
gration der Basisfunktionen tiber die Basiswege entstehen zwei quadratische 
Periodenschemata, zwischen deren Elementen n* bilineare Relationen bestehen; 
diese kénnen als Verallgemeinerung der Periodenrelationen im hyperelliptischen 
algebraischen Fall angesehen werden. 

Insbesondere werden die Integrale als Funktionen eines Parameters u 
betrachtet, von dem die Verzweigungspunkte in gewisser Weise algebraisch 
abhingen sollen. Jedes der obigen Periodenschemata gibt dabei ein Funda- 
mentalsystem je eines Differentiaisystems mit rationalen Koeffizienten. Die 
Periodenrelationen liefern fir diese folgenden Hauptsatz: das eine der beiden 
Differentialsysteme ist mit dem adjungierten des andern von der gleichen Art, 
oder etwas schirfer: bei gecigneter Wahl der Basiswege liefern die beiden 
Fundamentalsysteme (abgesehen von leicht angebbaren Faktoren) Basissysteme 
zueinander komplementarer Riemannscher Klassen; das besagt: die zu den ein- 
zelnen singuléren Punkten gehérigen Umlaufssubstitutionen M, M’ sind zuein- 
ander komplementaér: M’= M (M = Transponierte von M-*). Dadurch scheint 
die klassische, bei Riemann (Ges. Werke, 2. A., 8.67—83) fir den Gaufechen 
hypergeometrischen Fall angedeutete und inzwischen in Sonderfallen mehrfach 
behandelte Frage nach den durch die Integrale mit entgegengesetzten Exponenten 
dargestellten Funktionen in angemessener Aligemeinheit erledigt zu sein. 
Mathematische Annalen. 106. 22 
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Einleitung. 


In dieser Arbeit wird die R. Kénigsche Theorie der Riemannschen 
Transzendenten fiir den einfachsten Fall n =1 der relativ zur schlichten 
Ebene multiplikativen Funktionen fruchtbar gemacht fiir die héheren 
hypergeometrischen und jene allgemeineren Differentialsysteme, deren 
Lésungen sich durch Integralperioden multiplikativer Funktionen mit 
variablen, und zwar gruppenweise algebraisch zusammenhingenden Ver- 
zweigungspunkten darstellen lassen. 

Es war hierzu nétig, den R. Konigschen Aufbau fiir unsern Fall noch 
einmal, wenigstens fiir Funktionen und Differentiale, zu durchlaufen (Ab- 
schnitt I), Das liegt daran, da es fiir den vorliegenden Zweck nicht nur 
einfacher, sondern unumgdnglich erscheint, die zur Festlegung der Ele- 
mentarfunktionen nétigen Hilfsstellen anders zu legen als in der all- 
gemeinen Theorie. Anderseits ist unser Gang vielleicht auch an sich noch 
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von einem gewissen Interesse, da wir durchweg unabhingig lesbare, sinn- 
gemaB vereinfachte Beweise geben, die sich mitunter iiberraschend durch- 
sichtig gestalten (vgl. z. B. die Entwicklungs- und Ableitungssiitze § 6, § 7). 
Ferner werden, dem Zweck entsprechend, alle Bildungen explizit auf- 
gestellt, und schlieBlich ergeben sich einige wettergehende Aussagen fiir 
unseren Fall (Satz 1, 2 tiber die genaue Zahl der Multipla, der an Satz 3 
anschlieBende Ausbau der Reduktionstheorie; das Beweisverfahren zu 
Satz 3a gibt z.B. wenn man integriert, ohne weiteres systematisch alle 
,relationes inter functiones contiguas“ fiir die héheren (Tissot-Pochhammer- 
Schlesingerschen) Funktionen, was im Text nicht ausdriicklich erwahnt ist). 
Im II. Abschnitt geben wir zunichst eine neuartige Diskussion des 
Verhaltens der Integrale als Funktion der oberen Grenze relativ zur auf- 
geschnittenen Ebene, die den Zusammenhang zwischen diesen und den 
von Nekrassoff von vornherein aufgestellten geschlossenen Integrationswegen 
aufzeigt, anderseits lehrt, daB auch in diesem Gebiet wie in dem der 
Abelschen Integrale ein Umkehrsatz gilt: verschwinden alle Perioden eines 
Integrals, so ist der Integrand die Ableitung einer Klassenfunktion. 
Hiervon machen wir eine kleine Anwendung zur Beantwortung einer von 
F. Klein gelegentlich aufgeworfenen Frage betreffend die Eulersche B- Funk- 
tion. Es folgt dann die Aufstellung zweier Systeme zueinander ,,komple- 
mentdrer“ Periodenwege ©, und g, (h,j =1,2,...,m) fiir die multipli- 
kative Klasse und ihre komplementire: Es verhalten sich €,, ©; fiir jh 
in gewissem Sinn wie nichtschneidende Wege, wiahrend sich ©, und ©, in 
ganz bestimmter Weise iiberkreuzen (acht Treffpunkte). Durch zweimalige 
Integration zunichst des ersten ,,Vertauschungstheorems“ ergeben sich n* 
Bilinearrelationen zwischen 2n* Fundamentalperioden der beiden Klassen 
(Integranden ohne (schlichte) Pole!). Als unmittelbare Anwendung driicken 
wir, wie das Herr Schlesinger gelegentlich seiner Untersuchungen iiber die 
hypergeometrischen Differentialsysteme bendétigt, die komplementdre zu 
einer dort auftretenden Matrix aus bestimmten Integralen wieder linear 
durch ebensolche aus. 
Im III. Abschnitt handelt es sich um eine Klasse, deren Verzweigungs- 
punkte von einem Parameter u abhingen derart, daB der Integrand die 
R rational in z,u A 
Form hat f{"(z,u)...f"(z, u) R(z, uw) te ivesis is eee Da die 
partielle Ableitung nach w wieder zur multiplikativen Klasse gehért, folgt 
sofort nach dem Reduktionssatz die Giiltigkeit gewisser Differentialsysteme 
erster Ordnung fiir die Perioden. Will man Differentialsysteme mit ratio- 
nalen Koeffizienten, so hat man gegeniiber der vom Reduktionstheorem 
erster Art gelieferten Basis noch Transformationen auszufiihren, die im 


II. Abschnitt vorbereitet wurden. — Aus dem Umkehrsatz folgt, daB die 
22* 
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bestimmten Integrale das Differentialsystem auch vollstdndig lésen. Fiir 
den Fall, da& die Integranden keine schlichten Pole haben, haben nun die 
oben genannten Periodenrelationen eine bemerkenswerte Bedeutung: den 
zueinander komplementdren multiplikativen Klassen entsprechen bei dieser 
Wegwahl auch komplementdre, von den aus Perioden bestehenden Integral- 
matrizen als Basen erzeugte Riemannsche Klassen. In Verallgemeinerung 
von Angaben bei Riemann und Klein fiir die Gau8sche Differentialgleichung 
hat einen Teil dieses Satzes Herr Schlesinger auf anderem Wege fiir das 
héhere hypergeometrische System bewiesen, wahrend er vom Verfasser (in 
gieichem Umfang wie hier) im wesentlichen mittels direkter Betrachtung 
der explizite bekannten Monodromiegruppe friiher nur fiir den recht spe- 
ziellen Fall der ,hypozykloidischen* Integrale erhalten wurde [13]. Dieses 
Erhaltenbleiben der komplementdren Bezichung beim Ubergang zu den 
Integralen als Parameterfunktionen erscheint uns deshalb beachtenswert, 
weil auf die Monodromiegruppe selbst gemaS der Methode der verinder- 
lichen Integrationswege ja die Umlaufspermutationen der Polynome /,(z) 
einwirken. — Auf den hypergeometrischen Fall gehen wir noch etwas 
naher ein, indem wir die genaue komplementdre Matrix zu einer gegebenen 
Integralmatrix ermitteln. Dabei wird folgender, von unseren sonstigen 
Betrachtungen unabhingiger Hil/ssatz bewiesen und beniitzt: Das hyper- 
geometrische System \aBt, sobald nicht ganz bestimmte Linearkombinationen 
der Exponenten ganzzahlig werden, keine Artiransformation in sich zu. — 
Fiir die Zitate in dieser Einleitung sei auf das Schriftenverzeichnis verwiesen. 


I. Die multiplikativen Funktionen und Differentiale. 


§ 1. 
Definition der Klassen k, k,, kg. 


Es seien in der komplexen Zahlebene n +-1 voneinander verschiedene 
Punkte a,,@,,@,,..-,@,, die ,Verzweigungepunkte“ gegeben (n > 0), und 
ihnen n+ 1 von 0 und 1 verschiedene, sonst beliebig komplexe ,, Multipli- 
katoren“ A,,A,,...,A, zugeordnet. Wir legen von a, aus sich nicht iiber- 
kreuzende Schnitte L, nach dem Unendlichen, etwa die Verlangerungen der 
von einem passend gewahiten Punkt O ausgehenden Radienvektoren OQa,, 
und bezeichnen das Restgebiet der z-Ebene mit €. Unter der multiplika- 
tiven Klasse k verstehen wir die Gesamtheit aller Funktionen y = f(z), die 

1. in & iiberall meromorph sind, 

2. sich nach allen Randpunkten von €, abgesehen von den a, und 
gegebenenfalls co, derart meromorph fortsetzen lassen, da fiir die Ent- 
wicklungen an gegeniiberliegenden Ufern von L, gilt 

y=Ay, 








_ a. ot tet Oe CUO —— 
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3. sich in den @ und im Unendlichen ,bestimmt verhalten“. Sei 
IgA, = 22ta, und der Logarithmus so gewiahlit, dab 


OS D(A) < 22, also OSR(a,) <1. 
«, hei®t dann der reduzierte Exponent der Stelle a,. Wir bilden die 
Funktion V(z) = Itz —a,)”, indem wir uns den Wert der mehrdeutigen 
v=0 


Potenzen fiir einen bestimmten Punkt z, < € festgelegt denken, wodurch 
dann V(z) innerhalb & eindeutig erklart ist (Hauptwert). V(z) sowie 
R(z)V(z), wo R eine rationale Funktion bedeutet, gehéren jedenfalls zu k. 
Ist umgekehrt y beliebig Ck, so ist y:V auf der ganzen z-Kugel mero- 
morph, also eine rationale Funktion R(z). Weiter ist mit y auch 
oY — (R'(2) +4 =) R(2)) V(z) in k enthalten. & ist also ein eingliedriger 
Modul mit dem Kérper f(z) aller rationalen Funktionen mit komplexen 
Koeffizienten als Multiplikatorenbereich, der mst jedem Element die Ab- 
leitung enthdlt: Das sind die Klasseneigenschaften. — Hier ist jedes der 
Elemente, z. B. V(z), ein Basiselement von k. 

Unser Klassenbegriff*) entspricht dem Artbegriff der Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. Wir haben jedoch weiterhin auch mit dem 
dort iiblichen engeren Klassenbegriff zu arbeiten*). Unter der engeren 
Klasse ky verstehen wir die Menge aller Elemente von k, die, abgesehen 
von den Verzweigungspunkten a, und oo, héchstens in Punkten von 8 
singular werden; dabei soll 8 eine endliche Menge voneinander und von 
den a, und co verschiedener Punkte bedeuten. Ist § leer, so sprechen 
wir von der engeren Hauptklasse k,. Auch jedes solche kg ist ein ein- 
gliedriger Modul mit V(z) als Basis, wahrend der Koeffizientenbereich 
nunmehr der Ring der héchstens in den a, und co sowie in Punkten von 
% mit Polen behafteten rationalen Funktionen ist. Auch die Bedingung 
2 ke fiir y C ky ist wieder erfiillt, — 

Beim Umlau{ um Unendlich — gleichgiiltig, in welchem der von den Bildern 
der n + 1 Schnitte auf der z-Kugel gebildeten Winkelraume man beginnt! — 
nimmt jede Funktion von & dem Multiplikator A, =A; *A;*...A,° auf. 
Fiir A, = 1 ist k im Unendlichen unverzweigt. Wir machen dariiber jedoch 
runichst keine Voraussetzung, Wird«,, —z—lg4,, wieder durch die Fest- 
setzung 0 < R(a,,.)<1 normiert, — wobei also im Gegensatz zu den a, 
auch «= 0 médglich ist —, so ist p=a,+a,+...+a,, eine eindeutig 
bestimmte ganze Zahl > 0, das Klassengeschlecht. Es ist stets OS pon+l, 
und p = 0 tritt nur dann auf, wenn alle Exponenten a, rein imaginér sind. 





1) Nach L. Fuchs — vgl. Schlesinger [10] II,, 8.66 FuBnote — und R. Kénig. 
*) Vgl. Schlesinger [11], 18. Vorl., 8. 227. 
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Bemerkung. Sind alle «, reelle, rationale Zahlen, so sind alle y ck 
algebraische Funktionen des Kérpers & = f(z, V). Doch ist stets k echte 
Untermenge von &, da & mindestens vom zweiten Grade iiber f(z) ist, also 
seine Elemente nicht durch eine eingliedrige Basis dargestellt werden kénnen. 
Das Geschlecht der Klasse k ist vom Geschlecht des Kérpers zu unterscheiden. 


§ 2. 
Divisoren und Multipla. Charakterisierung durch ,,Nullstellen und Pole“. 


Wir ordnen jedem Punkt von € und den positiven Uferpunkten von L,, 
ebenso schlieBlich den Punkten a, und oo je ein Zeichen (Primteiler) p 
zu; den letzteren speziell die Zeichen a,,a,,. Alsdann erklairen wir die 
Begriffe Ordnungszahl, Teilbarkeit durch eine Potenz von p fiir die Stelle p, 
falls p einem gewdhnlichen (d. h. endlichen, von den a, verschiedenen ) 
Punkt entspricht, wie bei den rationalen Funktionen iiblich, ebenso fiir a,,, 
falls «0, fiir Verzweigungspunkte in der von R. Kénig*) eingefiihrten 
Weise durch Abspalten eines lokal-multiplikativen Faktors und Betrachtung 
y 
«* 
tiver Ordnungszahl heiBen auch jetzt gelegentlich Nullstellen bzw. Pole. — 

er Begriff der Teilbarkeit durch einen Divisor fiir ein Gebiet bzw. schlecht- 
hin ergibt sich jetzt von selbst. Es gilt hieriiber 

Satz 1. Jede nicht identisch verschwindende Funktion aus k ist 
genau teilbar durch einen Divisor der Gesamtordnung q = —p, und jedem 
Divisor dieser Gesamtordnung entspricht eine bis auf einen konstanten 
Faktor eindeutig bestimmte Funktion der Klasse. 

Dieser Satz regelt die multiplikative Zerlegung der Funktionen bzw. 
den Aufbau aus ,,Elementarfaktoren“. 

Zum Beweis des ersten Teils braucht man nur zu beachten, da8 in 
y= RV die Summe der Ordnungszahlen der rationalen Funktion R ver- 
schwindet, wihrend V im Endlichen stets die Ordnungszahi 0 hat und im 
Unendlichen eine Entwicklung dieser Form besitzt: 


von an Stelle von y (t=z—a, bzw. 1\. Stellen positiver bzw. nega- 
, = P g 


ies 
V(z)—t =" JT(1—a,t)"—= 19°? B (1) 
v=0 
mit $§(0) 1, so daB also die Ordnungszahl dort —p ist. 
Ist umgekehrt © = Tova - Toe mit S1,+ Sk,+l.=—p 
vorgelegt, so entspricht ihm “offenbar | oueate die Funktion 
y=e I(2—a,)" If(2—4,)**V(2) (¢ +0). 
‘= o= 


*) Siehe z. B.[5], § 3. 
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Fiir die endlichen Punkte ist das klar, im Unendlichen aber aus der Ent- 
wicklung 
y =ctte 2h She) mest? t 14...) 

ersichtlich. 

Wir sprechen den ersten Teil auch noch in der Form aus 

Satz la. Ist eine Funktion der Klasse k vom Geschlecht p durch einen 
Divisor der Gesamtordnung q > —>p teilbar, so ist sie identisch gleich Null. 

Wir wollen jetzt die Vielfachen eines beliebigen Divisors 0 = 0’ al” 
aufstellen. 0’ = JJ a” qie ist das Produkt seiner endlichen Primteiler; 
das Ideal“ J(0’) hat offenbar die Basis 


y= II (z—4,)” IT(z — 9)" V(2), 
und seine Elemente sind g(z)y, wo g(z) irgendein Polynom bedeutet. 
Ist m der Grad von g(z), so mu8 fiir die Multipla von © sein 
0<m<-S,— Sk,-l,.—p=—a—p, 
wo g die Gesamtordnung von © bedeutet, und ist m so gewahlt, so ist 
g(z)y auch wirklich ein Multiplum von ©. Also gilt 
Satz 2. Ist q die Gesamtordnung des Divisors 2 =0' a‘, so gibt es fiir 
q>—p keine, fir q< —p genau Up= —q—p+l1 
linear unabhangige Multipla. Im letzteren Falle bilden 


Y,2Y,2°y,...,27-a- Py 
eine Multiplabasis, wenn y eine Idealbasis von J(Q’). 
Folgerung. Vielfache von £/=(1) existieren also nur fiir p = 0. 
Die Anzahl o der ,iiberall endlichen“ Funktionen ist 


0 fir p>0, 1 fir p=0. 


§ 3. 
Komplementiare Klasse und Differentiale. 

Die ,,komplementire“ Klasse k entspricht *) gleichen a,, aber reziproken 
Multiplikatoren A, = = 
wenn fiiry = 0,1, 2,....n A,=-—1, a=}, d.h.& in einem hyperellip- 
tischen Kérper & enthalten ist. 

Man hat @, = —«,+¢; @,=——a,+¢ 


F 
= 0 


Sie fallt dann und nur dann mit k zusammen, 


wobei 


*) S. 2. B. [5], § 1. 
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je nachdem ®(«,) gréBer oder gleich 0 ist, insbesondere ¢,,—0 fiir 
«,,=0. Als Basis von & kénnen wir wahlen 


V(2) — He —a,)** = Z(2) :V(2). 


Hier ist gesetzt Z(2) = [J (2 —a,)", der Divisor 3 = a;*...as*a‘® (Ver- 
v=0 
zweigungsdivisor) hat die Gesamtordnung 
§=p+p—A,=Zahl der Verzweigungspunkte mit ¢ —1. 

Fiir einen spiteren Zweck bezeichnen wir hier noch die Zahl der 
(endlichen oder unendlichen) Verzweigungspunkte mit «=0 durch A); 
entsprechende Bedeutung mégen Aj, Ao fiir die endlichen Verzweigungs- 
punkte haben. 

Die Definition der Teilbarkeit griindet sich fiir Differentiale ydz auf 
die Betrachtung der Entwicklung 

1 d 
a 97, = Bt). 
Es gilt: ydz ist dann und nur dann durch © teilbar, wenn y durch 
De® teilbar ist. Hieraus folgt zusammen mit Satz 1 

Satz 1’. Jedes Differential von k ist genau teilbar durch einen 
Divisor der Gesamtordnung g = —p+4—2=p—2 und jedem solchen 
Divisor entspricht ein bis auf einen konstanten Fakior bestimmtes 
Differential. 

Satz l’a Ist ein Differential von k durch einen Divisor der Ge- 
samtordnung q > p — 2 teilbar, so verschwindet es identisch. 

Eine Basis fiir die Differentiale, die Vielfache eines Divisors © sind, 
erhalt man in der Form y,dz, wenn man fiir y, eine Basis von 0 8~*a?, 
einsetzt. Eine solche wird gebildet von den Funktionen 

2” [I (2 —4,)""" IT (2 — 9,)"*V(2) 
des Ideals J(0’3’~*), wenn man m so wahlt, daB 


0sms —q—Ppt+s—2. 





Man hat also 
Satz 2’. Es gibt fir g>—p+4—2 keine, fir go —p+s—2 
Vo=—q—ptsg-—1 
linear unabhdngige Differentiale in k, die durch © von der Gesamt- 
ordnung q teilbar sind. Multiplabasis ist im letzteren Falle 
ydz, zydz,...,2~**?-*ydz, 
wenn y Idealbasis fir J(0'3’~*). 
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Folgerung. Die Zahl o der ,,tiberall endlichen“ Differentiale ist fiir & 
vom Geschlecht p 
o=p—l, falls p +0, oder, was dasselbe, p +0, 
o=0, falls p=0. 
Bemerkung. Die Anzahlen der Satze 2,2’ geniigen natiirlich der 
Gleichung V:—Un=q+p-1 des allgemeinen Anzahlitheorems, das aber 
5 
hier weniger besagt als die beiden Sitze, da mindestens eine der beiden 
Anzahlen ja stets verschwindet. 
Fir p+0 hat man o=—p—1>0 fiir p>1. Als Basis fiir die 
dann in k vorhandenen tiberall endlichen Differentiale kann man nehmen 


dz zxdz 2?-*dz 
V(z)’ V(z)’ ""*? Viz) * 


Statt dessen fiihren wir eine so normiéerte Basis ein, daB der Koeffizient 
von t*~* der Entwicklung im Unendlichen ( fiir einen bestimmten der n + 1 
dort zusammenstoBenden Winkelraume!) 
ap (2) ee jak 
dt =0 j+k (7, 4=1,2,...,p—1) 
ist. Da das vorhergehende Basissystem in a,, der Reihe nach die Ord- 
nungszahlen 


=d 


eto gk 








p—2, p—3,...,2,1,0 
liefert, ist diese Normierung natiirlich ausfiihrbar. 
§ 4. 
Elementarfunktionen. Charakterisierung durch Pole und Hauptteile. 


Definition. Elementarfunktion der Ordnung y fiir die gewdhnliche 
Stelle (und mit dem Charakterisierungsdivisor a=?+', der aber standig fest- 
gehalten und daher nicht ausdriicklich mehr erwahnt wird!) heiBt eine 
Funktion der Klasse &, die Multiplum von }~’a5%+* ist und in b den 
Hauptteil 5 hat. Genau so wird fiir eine Stelle a, erklart; dabei soll 
unter dem letzten Nachsatz verstanden werden: fiir die in einer Umgebung 
von a, yt-*=— 5 +B(t) ist. 

Endlich erkliren wir fiir a, eine Elementarfunktion der Ordnung y 
als Multiplum von az’ mit Hauptteil °) 

1, Mw” MY? M, 
sto tat: += ap p=}). 


Uber die Werte der Konstanten M,”’ wird nichts vorauagesetzt. 





‘) Fir p=1 tritt nur das erste Glied der Summe auf. 
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Es kann héchstens jeweils eine Funktion geben, die die gesteiiten 
Forderungen erfiillt; denn die Differenz irgend zweier solcher Funktionen ist 
durch a>?*! teilbar und daher nach Satz la identisch Null. Es gibt 
auch wirklich eine. Eine Multiplabasis von }~’ a>*' ist namlich 

V(z) V(z) V(z) 
(z—d)”? (z—d)?-?”? “°°? z-d° 
Setzt man nun mit z—d=—+t fiir |t| << Min|d—a,| 

1. ae =0,+C,t+...+ C,_,t7-* + ..-, 80 braucht man nur zu 

nehmen 














C~; Cc 
E%(2,b) = (55 ar tara t+ +25 =v V(z). 
In der Tat wird dann an der Stelle 5 

7 E (2, d) = (C+ C,t+...+C,_,t”-*) V(z) 


= (rey + P(t) V(z) =1 +e" P(t), 








wie gefordert. 
2. Fiir a, ist 
—a.)* © 
ate =O, +0,t+...+0_.87*+... 
zu setzen, worauf wie soeben 
E (2, 0) — | +. + 2)0 (z).°) 


3. Endlich sei fiir a, gesetzt (mit $= =) 
P-aa 
Vay = Ct t+... +0, 87? +...; 
dann wird 
E” (2, a,,) =(2"-? + C,2”-?-*+...40,_,) V(z). 
Denn man hat 
#72 EM (z,4,.) =t- "7" (14 O,t+...+0,_, 87?) V(2) 
=1+487"?**B(8), 
wie gewiinscht. Speziell ist €(z, a.) = V(z) selbst. Die M;” sind véllig 
bestimmt. 
Die Elementarfunktionen dienen zum Aufbau der Funktionen aus 
additiven Grundbestandteilen, zur Partialbruchzerlegung. Es habe y Ck 
die Pole p; mit den Hauptteilen 


Sy » Sy-s “ 
ee a 





*) Es wird kaum miBverstindlich sein, wenn wir hier in wechselnder analoger 
Bedeutung C, fir Entwicklungskoeffizienten, (¢) fiir Potenzreihen schreiben. 








— 





es 
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iy héchste auftretende Polordnungszahl; fiir Verzweigungspunkte ist gemeint: 
X= +...). Wir bilden die Differenz 


—_ y— Zen € (2, p;), 


indem wir noch fiir p, = a,, verabreden €™ (z, a.) =0 (fiir k=1, 2,..., p—1). 

y ist im Endlichen iiberall von nichtnegativer Ordnungszahl, im Un- 
endlichen durch az”** teilbar, daher nach Satz 1a identisch Null. Also 
gilt die Darstellung 


t 


Bom Sj, E™ (2, p;)- 
J 
Umgekehrt sind aber (fiir p >1) die c,, nicht etwa willkiirlich wahibar, 
es bestehen vielmehr die folgenden p —1 Relationen 


B. 54: | 
j 


= dad py” 
at -+6, = a 
(¢§=1,2,...,p—1). 

Darin sind dy’(z) die oben eingefiihrten normierten, tberall endlichen 
Differentiale von k, ... |, ‘ bedeutet den Koeffizienten von ¢} in der Ent- 
wicklung an der Stelle p,- 

Der Beweis folgt leicht daraus, daB ydy‘(z) ein rationales Differen- 
tial ist, also verschwindende Residuensumme hat. Nimmt man insbesondere 

1. y= €™(z, d), 

2. y=€™(z, a.) (wo bd auch gleich a, sein darf), 


so erhalt man 











ote Ciq yi=O0 


tj 


we | 





d® 

1 a “Fes +€E™(z, d) |. ;=0, 
ay” (k) 

2. “de |gts? + M,-; = 9. 





2. bestimmt die Werte M;" durch die schon friiher festgelegten dp. 

Nun sei c;, ein Konstantensystem, das die p —1 Bedingungen er- 
erfillt. Dann gibt es, wie wir zeigen, auch wirklich eine Funktion mit 
den ee 

Hi, = 3 e+ .. + — an den beliebigen Stellen p,. 
Sei namlich 
a Jj EM(2, p;)- 

Dann hat y jedenfalls an allen endlichen Stellen den vorgeschriebenen 
Hauptteil, dort jedoch haben wir nachzupriifen: 

1. a, nicht unter den p,. 
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y ist durch a;?*! teilbar, und der Koeffizient von t=‘ (¢ = 1, 2... p—1) 
ist dort 


2% E”(z, »)| > as S.,a- 


2. a,, etwa =p,. Dann ist der Koeffizient von ¢~‘ 


Y Sen EMC, |. + Ser, a) | 





_ = wegen B. 


5 1 











j+1 k=1 
dg dy” 
~ > 54,29" a nach 1., 2. 
j+1k=1 F tt-* pap os eh? 
P 
y dy” 
=D uaa » oo wegen (B) 
k=1 te" 


=¢,, wegen der Normierung der dy” (s. 8. 333). 

Damit ist Abbau und Aufbau mittels Elementarfunktionen erledigt. Analog 
verlaufen die entsprechenden Entwicklungen fiir Differentiale: 

Definition. Elementardifferential d(x, b) baw. d} (2, a,) heiBe 
ein Differential von &, das durch b~’a2~* bzw. a;’a2* teilbar ist, und 
in b (a,) den Hauptteil > hat. Abnlich fiir a: d} (zx, a,,) soll durch 
az? teilbar sein und dort eine Entwicklung der Form — + 1?-*B(r) 
haben. [ je nachdem =2z—d, z—a,, =.| 


xz 


Die eindeutige Bestimmtheit folgt jetzt nach Satz la. Man hat zu 
setzen fiir 


1. Da: dz, )=(— p> ait + 54) yay 





wenn 
V(x) = O,+C,r+...+0,_,27"* 4+... 
. V i 
2. D=a,: ebenso mit a ot O,t+...+0,_,0" a4... 
Ferner 


3. ay (zx, Qo) — —(xrtent + C, arvte-84 .. 4C y+p- -2) Ws) Way’ 


wobei jetzt 
V(z) eepae 
7 P-ta = Cy +C,t+.. -+¢6,,,- at > 


wie man leicht bestatigt. 
Offenbar kann jedes Differential von k in der Form dargestellt werden 


Zon d5(2, ?;) +2 C,ay(z) ’ 
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umgekehrt kénnen jetzt Pole und Hauptteile ganz beliebig vorgeschrieben 

werden; es gibt stets ein Differential, das sie aufweist und das iibrigens 

nur bis auf ein iiberall endliches Differential als Summanden bestimmt iet. 
Der Fall p=0. 

Wir hatten in diesem Paragraphen bisher p>1 vorausgesetzt. Nun- 
mehr sei p und damit >= 0, p=6—1; o=G=0. (Vgl. Satz 2 und 2’, 
Folgerung. ) 

Jeder Funktion : AS os Oi 

Selon tied B entspricht ein Divisor der Ges. O. & wie bei 
den rationalen Funktionen. 

Zur Festlegung der Elementarfunktionen muB jetzt eine Hilfsnullstelle 
eintreten. Nimmt man sie in a,, so bleibt die Definition von E”(z, d) 
als Multiplum von >~’a,, mit Hauptteil 7, in b die alte. 

(2, a,.) ist als Multiplum von az’ mit Entwicklung ++ ¢%R(t) 
erklart. Die expliziten Formeln von 8. 334 andern sich nicht. V(z), die 


iiberall endliche Funktion, kann als Elementarfunktion der Ordnung 0 an- 
gesprochen werden. 


Ein Elementardi/ferential hat einen Hilfspol zu erhalten; es soll sein: 
d§(x,d) durch b-’az* teilbar mit Haupttell —; y>1, 
d§(z,a,,) durch az? teilbar mit Hauptteil 5+; y>2. 


Auch jetzt kénnen die Formeln 8. 336 stehen bleiben. Wir setzen noch 
d% (x, a,,) =0. 

Bei der Partialbruchzerlegung der Funktionen ist keine Relation zu 
beriicksichtigen, bei gegebenen Hauptteilen vielmehr noch ein iiberall end- 
licher Summand frei. — Bei den Differentialen ist eine Relation zwischen 
den Residuen zu erfiillen, worauf das Differential bei gegebenen Haupt- 
teilen eindeutig festgelegt ist. 


§ 5. 
Elementarfunktionen und -differentiale zweier Veranderlicher. 
Unter Z(z,2) wollen wir verstehen eine analytische Funktion der 


beiden komplexen Variablen z,2z, die bei festem, gewéhnlichem x = z, 
Elementarfunktion erster Ordnung in & fiir z = z, ist. 


E (2,2) = + re 


hat jedenfalls diese Eigenschaft. Es kann aber auch keine zweite, davon 
verschiedene Funktion Z*” dieser Art geben. Denn die Differenz 
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E®(z, xz) — E*™(z,2) wire fiir festes gewdhnliches z hinsichtlich z im 
Endlichen von nichtnegativer Ordnungszahl, im Unendlichen durch az?+* 
teilbar, also identisch Null. Da dies aber fiir ein aus lauter gewdhnlichen 


Punkten bestehendes Gebiet der z-Ebene gilt, folgte B® (z, x) = E*™(z, x). 


Es stellt sich nun heraus, daB E™(z,2) bei Entwicklung nach dem 
Parameter an den einzelnen Stellen x als ,,erzeugende Funktion“ der EB (z) 
angesehen werden kann. . 

Sei 1. x gewohnlich, z —z,—r. Dann gilt fiir | sig| <1 die Ent- 
wicklung 





EB” (2, 2) ian , A = 574, 43(2)2”, 
y=0 


“no (2 —2Z,)"t* Viz 


wenn iiberdies | — z,|< r, wo r den Konvergenzradius von 





1 
Vay = Sot C,t +... 
bezeichnet. Es ist dabei gesetzt 
aie Cy C, fi Cy \ 
silo paren Fens +. eo 


und die C, haben die Bedeutung von 8.334,1. Daraus folgt sofort 
A,,,(2) = E"* (2, %q)- 
2. Fir «=a, wird 


E® (2,2) =1-% SA, ,(2)2", 
y=0 


wo A_,,(z) den gleichen Ausdruck vorstellt, nur mit 


y+1 
1 


re V(z) 


es ist also wieder A, , ,(2) = E"*”(2, a,). 


=O,+0,t+...; 


3. Fir z= : im Unendlichen wird fiir |rz|<1 und zugleich 
|t|< Min |a,|* 
a,+0 
(1) dx 5. we V(z) 
EB (22)7= . ome | t? V(z) 


t 


= 1-H 3 2?*"-1(0 4 O.r+...)2"V(z) (siehe 8. 334, 3), 


»=0 





= te > A,,,(z)t’, 
y=p-1 
wobei 
A, ,,(2) = (Og2”"?** +... + O,_ 543) V(2) = E"7*(z,0,) [y2p—1). 














A RT EE 





Man hat also den Entwicklungssatz: 
Die Entwicklung von E”(z, x) = nach Potenzen des Ortsparameters r 


liefert als Koeffizienten genau die Reihe der Elementarfunktionen fiir die 
betreffende Stelle. 
Erklart man jetzt analog die Elementarfunktionen Adherer Ordnung 
zweier Veranderlicher durch die Eigenschaft 2” (z, x) 
x=, gewohnlich, so folgt der et age 


ya sb) 
= 25a) 


Nun aber ist an jeder Stelle x2, der Umgebung einer gewéhnlichen 


Stelle x = 2, 


a a! 
h! ax 


BOM (a, x) = 


~E™ (2, x) dies 


(h—ay! a 





(z—2)*-4* dz? yer" 


a? 
ales V(x) 
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cz 


Wir beweisen ihn durch Ausfiihrung der Differentiation: 


1 a* 


h! @x* 


V(z)= 


1 





der {-te pati 5 von 


l. a= 





ich -yt a! (43 


daraus folgt nach 8. 334,1 die Definitionseigenschaft; da die Eindeutigkeit 
wie soeben zu zeigen ist, ist der Nachweis erbracht. 

Jetzt gewinnt man durch Anwendung auf den Entwicklungssatz die 
spiter gebrauchten Entwicklungsformeln hoherer Stufe: 


V(z) 


E™(z, 2) oie > €7*"(z, b)r’, 


EB** (2, 2) = D (j,)E°* Me, b)r7~". 


2. Za=@ 


'»* 





E™ (z, x 


y=0 
foo) 


y=h 


7=0 
oo 


y=0 


)= D'E"**(z, a,)27-™, 


E°*%(s, x) se ed (" 5) E%+(z, a,) zg’. 
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= €(z,2,) fir 


2" EB? (2, a). 


é 5 ra) M2) 
h 


A ITS 


Sia! dz? Vz) (2—2)*-** 


hac 


as (x —2,)'; 
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3. Xo = 0. 
B (2,2) = D) Ez, a.) 2%-7, 
y=p-2 


~ = 2 EF” (s, x) ee pS ore E72, a,,) z%-7-4-8 


y=p-1 


oder also 


B+ (9, 9) Feo (— tp eon (Ee Orta, nde. 
x 
Bemerkung. Beniitzt man, was in dieser Arbeit nicht geschieht, 
allgemeine Ortsuniformisierende, so hat links auch in den Gleichungen 1. 2. 
der Faktor ss aufzutreten. 
Die Elementardi//erentiale von zwei Veranderlichen sind jetzt in ahn- 
licher Weise zu bilden: 


dF (x, 2) sei bei festem gewéhnlichem z =z, Elementardifferential 
erster Ordnung fiir z =z, in &. 


Es wird, wie leicht einzusehen, 





dF (x, 2z) = (e-5H Taj 4* =—E™(2,2)dz 











Vertauschungesatz erster Art erster Stuje ,,V;,“. 
Die Entwicklung nach dem Parameter z liefert der Reihe nach 
1. fiir z, gewohnlich, z — z, =?, lesa |<1 |t| << Min|z, —a,|, 


*) 2 =a 








(Q,+0,t+...)4 





%)"** Ve) 


«= rages 


Hier ist 
A,,;(2)= (s+. +5) e. (nach 8. 336, 1) 
= d5"*” (2, Zo), 
2. Fir z,=—a, 


dF” (z, z) aie Sages, a,) t’. 
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3. Fiir z,=0o mit t= + 
z 


—p+1 


= a. 
dF” (z,2)= 172 we 


t? V(z) 





zis - Se" ray (O.+ C,t+...) 
(|at|< 1, |t| < Min|a,|~*) 
ay+0 


=_ 7s“ Zz A, ,,(z)da-t’. 
y=—pti 
Dabei ist 
A,,,(z)dz= —(Q,27*?-* + O,27FP 8 + O,+9-1) Hea 
= d¥"*”(x,a,) fiir y>0 nach 8. 336, 
= dy” (zx) fiir y <0 nach S, 333 (p>2). 


Denn man hat ja, ob 730, 
-@ ceil as in 1 
A, .1(2)de—=1~ (1-7 -* 42? Ble) (r= 5). 


Fir »<0 ist das Differential also iiberall endlich und das System 
A,,,(x)dx (y=0,—1,..., —p+1) so normiert, wie 8. 333 fiir die ay 
festgesetzt. Wir kénnen daher auch schreiben: 


dF” (x,z) = t%” {ave— ce) , av pe) poe (x) + SaF+%e, a wo) t rf. 


-1 2 
&? t?- y=0 





Erklart man wieder analog die Elementardifferentiale Ahdherer Ordnung 
zweter Verdnderlicher, so wird 





A 
Se 1) 1 da . dz Tih +1) 
se “dF (z,2) = ait =i V(2) re = dF"*” (2, 2). 


Die héheren watutelibeigapiitaihs lauten demgemaB: 
1. z=z, gewohnlich, 


@ 


aFO*" (x, 2) =D) (5) a5" P(@, 04)”. 





y=h 

2. 2% =4,. 

aF’*” (2, z) oe ap ahs a" *” (x, a,,)t”~". 

y=0 

3 -. 1 
e z= Co. 2=> T° 

dP (z, z) = (—1)* t_tyth—l d&* (x, 0,,)t"**, 

ae eg) 
a§?*” (2,0) =dyp” fiir y= —1, —2,....-—p+1 [p>1]. 
Mathematische Annalen. 105. 23 
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§ 6. 
Die Vertauschungssitze. 

Zerlegt man eines der Elementargebilde des letzten Paragraphen in 
Abhingigkeit von der zweiten Veranderlichen in Partialbriiche, wihrend 
man das erste Argument fest, gewéhnlich, denkt, so kommt man, da man 
hinterher auch dieses wieder variieren kann, auf Identitdten in zwei Variablen, 
linear in den Elementargebilden zweier, bilinear in denen einer einzelnen 
Veranderlichen. Diese liefern uns spiter besonders wichtige Aufschliisse 
(s.u. 8. 358f8, 37842). 


I. Art. Es werde die Funktion von z aus k 
B+” (2,2) 


zerlegt als Differential in x aus k (h > wegen 8. 340, Mitte). Man hat 
nur die singularen Stellen 
l #«=2, 


2. =a, (» = 0,1,2,...,%). 
1. Der Hauptteil ist nach dem Ableitungssatz 


2. Fiir a, ist er nach 8. 339, 2. 


A-1 


px (’ *) Ez, a,)7-* 


7=0 


Daher ist nach den Definitionseigenschaften von dF“*”(2,z) und 
a3 (x,a,) rs 
E°*” (2,2) dz +(—1)*dF"*”(z2,z) 


n h-i 


= DS ("57 E"*” (2, 0,) 2F*-”(z,0,) 


v=0 y=0 


ein iiberall endliches Differential, also von der Form 
-1 
'S@,(2)dp(x), baw. Null fir p=0,1. 
i=1 


Fir p >1 bleiben noch die y,(z) zu bestimmen. 
Hierzu denken wir beiderseits nach + =i entwickelt und finden 
E** (¢, 2) erst mit r?~*** beginnend (S. 339,3.), ebenso d¥**” (x, 2) 
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nach Definition erst mit r’~* beginnend und ebenso d}"~”(z,a,) (8. 336) 
Dagegen ist der Faktor von r‘~*d¢ rechts ¢,(z) (i =1,2,...,p —1), also 
folgt 7,(2)=0. Man hat somit 





Vin.,? E“*” (2,2) dz +(—1)"dF"**(z,z) 
mn h-1 
-» a rg gt» (z,a,) axe-” (x,a,), 
r= 7=0 





insbesondere fiir h = 1 
Vi: £° (2,2) dx —aF (2,2) = — Sa, (z, 0,)d5(2,0,) 





II. Art. Es wird die Funktion E“*”(z,2) von z aus k zerlegt als 
Funktion von x aus k. Die Hauptteile an den singularen Stellen sind 


(<D)"" dargestellt durch (—1)"** B+ (x, 2), 


q'ti 
2. fiir =a, nach den Entwicklungsformeln 8. 3:39: 


h-1 


a) falls e,=0 SD) (? >) E%*%(z,0,)27-*, 
7=0 


1. fir 2 =z: 





h 


b) falls «, =1 at ye eae 
y=0 
sonach 


E“*” (2, 2) s (= 1)" E"*” (z,2) 


A-1 
Yn — 3 SG) E7™ 0) "(0 


ty=0 y=0 


h 
-»> ze 3. E+” (2,0,)E%**-” (x, a,) a=. 


ty=1 y=0 
Man findet namlich die linke Seite, als Funktion von z, durch az*t' teil- 
bar, und daher muB sie identisch verschwinden. 
III. Art. Es wird das Differential in x aus k 
dF"*” (x,2)dz 
zerlegt als Differential in z aus k. 
Wir behandeln den Fall h=0 hier voraus. = I) = hat 


dF™ (x,2z) dx 
dt di* 


1. fir z= x den Hauptteil — +. reprasentiert durch — 


ist ferner an der a, ,regulir“, wihrend 





238° 
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2. fiir z= oo nach 8. 341,3. der Hauptteil wird 
p-1 7 
Ss Eo) -2- dG (2, Ao) p-4 
A —— ee 
k=1 
falls wir, um nicht allzu weitlaufig zu werden, annehmen, daB ¢,.=1 sei. 


Es ergibt sich somit, daB 
- -% . 
dF” (x,2)d2+dF™ (2,2) de+ 5 dy™ (2) dG**” (2,00) 
k=1 


+ d§ (2,00) d5™ (2,00) = 3 dF, (2) dy (2) 
i=1 


ein iiberall endliches Differential ist, und aus der soeben beniitzten Ent- 
wicklung folgt des weiteren wegen der Normierung der dy (z), daB man 
hat dp,(z) = —d§“*” (x, 02). 





: : : POtv (ey 2) dz 
Nunmehr sei h > 0 angenommen. Die Hauptteile von ——j~——~— z 
sind 
1. fii 5 é (—1)*+! ra —s dF“ + (2,2) dz 1)"*? 
- fiir z= 2: — > reprisentiert durch > a Set) ae 


2. fiir z= a.,: 


¥ 


h-1i—+ty 


y fase) grt (S. 341, 2.). 


h 
7=0 


3. Im Unendlichen fiir «., =1, falls h< p—1 


és 
t+h—l\duc-” 
(—1)*** , y ‘ee as \ = ~(z)e7**-*. 


y=—(p—1) . 
Beniitzt man die Entwicklung 8. 341,3. bis zum Glied mit t?-* ein- 
schlieBlich, so ergibt sich endlich auf die naimliche Weise 


Vi,., aF”*” (x,2)dz+ (—1)"dF“** (2,2) dz 


A-1 
— I (4%) a5? (x, 0,) 2G (2, ,) 


y=0 ey=0 





A-—2 
x Ps _ (7°) a5"? (x, 0,) dG" (2, a,) 


-7r=0 ey=1 
p-1 


+(— D349 (2) 45°" (2,00)(“ TEE ') 


y=h 


p-A-1 : ) 


SF a8 (eanyayr mee (tere 


h 
y= —A+1 
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Fiir h =1 kommt speziell 
Vn,. @F(x,2)dz — dF (z,2)dx= — Sa,d§™(zx,0,)d%™ (z,a,) 
— ty=0 


p-1 
+ 3 (Go— ) dp” (x) dF (z, 00) 
y=l1 


¥-2 ~ 
+ S (to +y)d§7* (2,00) dy"*” (2). 
y=0 


Bemerkung. Fir p= 0,1 fallen die beiden letzten Summen weg, 
ebenso natiirlich die erste, wenn h so groB ist, dab der angedeutete Spiel- 
raum fiir y nicht existiert. 


§ 7. 
Reduktionssiatze. 

Wir haben damit das nétige Formelmaterial zusammengestellt, aus 
dem wir nunmehr Folgerungen ziehen wollen. 

Es soll sich jetzt um die Frage der Reduktion der Funktionen auf 
eine méglichst geringe Zahl von Summanden und die Ableitung einer 
Funktion von k handeln; offenbar ist damit gleichbedeutend die Frage 
nach der Anzahl neuer Transzendenten, die durch Bildung von unbestimmten 
Integralen iiber Klassenfunktionen hereinkommen. Es ist nach den Sitzen 
von der Partialbruchzerlegung hierzu offenbar ausreichend, die Elementar- 
funktionen in diesem Sinne zu reduzieren. Hierzu aber dierien die Ver- 
tauschungssitze, indem wir nach dem zu der einen Verinderlichen gehéri- 
gen Ortsparameter entwickeln und dazu Entwicklungs- und Ableitungssitze 
heranziehen. Wir bevorzugen hier das V;,, werden aber nachher auch auf 
die Ergebnisse hinweisen, die man aus den beiden anderen Vertauschungs- 
sitzen erhalt. Wir entwickeln also jetzt in der Identitat V;, zunachst 


1. fiir eine gewohnliche Stelle 2 = d und vergleichen beiderseits den Ko- 
effizienten von t’~*. Nach S. 339, 1., Vi, und dem Ableitungssatz ergibt sich 


n - 
(y+2) d cw) (a) d§™ (x,a,) 
yE7*(2,d) + —E(z,d) = — 246 (3,4) a 
Sonach kénnen alle zu b gehérigen Elementarfunktionen, ausgenommen 
die erster Ordnung, linear aufgebaut werden aus den zu den Verzweigung,- 
punkten a, gehérigen und der Ableitung einer Klassenfunktion. 
2. Die Betrachtung einer herausgegriffenen Stelle a; ergibt auf gleiche 
Weise (S. 339, 2.): 
(y+) d ety) be : (1) a5” x, ay) 
(y — a) E"*” (z,a,) +E” (z,a;) = — Da, E™(z,0,)— 


dt 77}. 
v=0 aj 





Fiir die a, gilt also das gleiche. 
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3. Im Unendlichen gibt die Betrachtung des Gliedes mit 1’** 


(—7 —2 + a) EY” (2, a0) + ZE"*” (2, 00) 


‘a a C”(z,a,) ay As: a,) 


v=0 





und zwar mit der Festsetzung S. 3350. fiir y= 0,1,2,3,.... Fir p>1 
ist die erste nichttriviale Gleichung die fiir y = p — 2 hervorgehende 


(3a) $ E™ (z, ae) = — d'u,€™(z, q,) 28 (2-00) 


dr ei? 





v=0 





die sich auf die selbstverstindliche 4 > to r= 3 = ted reduziert. y= p — 1 
gibt dann: 


(3b) (— p—1+a0)€%*” (2, eer 
aa - Se, ¢™ (z, « )¥ F(z, usw. 





((3a), (3b) tibrigens auch fiir p = 0 richtig.) 

3a zeigt, daB die n-+1 Elementarfunktionen €%(z,a,) sich auf 
deren n zuriickfiihren lassen. — Spaltet man das Resultat nach engeren 
Klassen auf, wie sie 8. 329 eingefiihrt sind, so ergibt sich nunmehr aus dem 
Satz von der Partialbruchzerlegung (wobei fiir p=0 auch E(z) auf- 
tritt!) der 

Satz 3. Reduktionssatz fiir k, und kg. 

Alle Funktionen der engeren Hauptklasse lassen sich bis auf die 
Ableitung einer Funktion von & linear aufbauen aus den n Elementar- 
funktionen 

E”(2,0,) = (s—a,)™... ior ...(2-a,)™ (» 

(ry) —— —_V(s)_ ’) 
° (2—a,)™ |,ug, 

Ist kg durch Zulassung von Polen in 6,,6,,...,6, erzeugt, so sind 

alle Funktionen von ky ebenso reduzierbar auf die n + ¢ Elementarfunktionen 


€™(z,a,); €%(z,b,) Sark aie 
und die Ableitung einer Funktion von k. sighs 





*) Herrn Perron verdanke ich den Hinweis, da8 dieser Satz auch unabhingig 


von dem vorangehenden systematischen Aufbau leicht durch partielle Integration 
zu gewinnen ist. 
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Bemerkung. Die Reduktion fiir &, ist im wesentlichen identisch 
mit der von Herrn Schlesinger im Zusammenhang der hypergeometrischen 
Differentialsysteme angegebenen. (Siehe [12] 8.508; die Exponenten sind 
dort nicht notwendig reduzierte.) 

Wir fiigen hier eine spiter wichtige Bemerkung iiber die bei der Re- 
duktion auftretenden Koeffizienten bei. 

Es seien in y= RV die Koeffizienten der rationalen Funktion R (z) 
einem Kérper f entnommen, dem auch die Exponenten a, angehéren mégen. 
Dann sind die ,, Partialbruchzdhler“ von y an den Stellen a, (y= 0,1,2,...,) 
von der Form Cc, wo cCf(a,,a,,...,@,). Denn man hat mit z— a, =t 


V(2) = 1 (a,— a, + t)*= O'(1 +B) 


und hier sind die Koeffizienten in $(t) aus f(a,,...,@,), und die Ent- 
wicklungskoeffizienten von R sind aus f(a). Im Unendlichen ist 
V(z) =t*""?(1+ £(t)), wo B(t) auch Koeffizienten aus f(a,,...,a,) hat. 
SchlieBlich kommt an einer Stelle 6, (Pol von R(z)) ein Partialbruch- 
zihler aus f(b,,a,,...,@,). 

Betrachten wir andererseits die Koeffizienten, mit denen die €(z, a,) 
im Reduktionstheorem behaftet sind! 


") 
dy (x,a,) = aS liefert ersichtlich als Faktor von rt” ~* ein Ele- 


ment von f(a,,...,@,) fiir die Stellen a,, dagegen im Unendlichen einen 
der Form Cyc mit cc t(a,,...,a@,), entsprechend an der schlichten Stelle b, . 
FaBt man beide Feststellungen zusammen, so ergibt sich mit V(b,) =D. 


Satz 4. Reduziert man eine beliebige Funktion y von k nach Satz 3 

auf die Gestalt 3c, OE (z,a,) +54, DE (z,b,), a0 sind die ¢,,d, 
vel xml 

aus f(a,,...,@,;0,,...,6,, wenn die Koeffizienten von R(z) aus f und 

a, ct [»=0,1,...,”]. 

Wir wollen jetzt zur Abkiirzung zwei Funktionen von k kongruent 
nennen — und zwar nach dem Modul der Ableitungen von Klassen- 
funktionen, welchen Zusatz wir aber unterdriicken —, wenn ihre Differenz 
die Ableitung einer Funktion von k ist; entsprechend fiir Differentiale. 
Kongruenzen kénnen dann addiert, subtrahiert und mit einem Zahlfaktor 
multipliziert werden. — Demgem&8 nennen wir irgendwelche Funktionen 
Yi>-++>Y,, 9u8 k kongruenzunabhangig, wenn keine Kongruenz 

2¢,¥, =9 (S|e¢,| > 0) 
besteht, andernfalls kongruenzabhingig. Indem man nun bekannte Ge- 
dankengange der Theorie der linearen Abhiangigkeit verfolgt, die ja nicht 
nur im Falle gewéhnlicher ,Gleichheit“ als ,Gleichheitsrelation* anwend- 
bar sind, kommt man zu dieser Formulierung von Satz 3, zunichst fiir k,: 
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Satz 3a. Irgend n-+-1 Funktionen y,,¥,,---,Y,,, von k, sind stets 
, bhangia. 

Um in der Tat systematisch eine solche Kongruenz zu erhalten, 
braucht man nur in Partialbriiche zu zerlegen und zu reduzieren; man er- 
halt so zunichst 


(K) y, = d'¢,, 0h” E (2,a,). 
veil 


Sind alle c;, Null, so sind wir schon am Ziel. Andernfalls erhilt man 
durch Elimination der €™(z, a,) aus diesen n +1 nicht-homogenen Kon- 
gruenzen mindestens eine solche Relation. Sei nimlich 9 >1 der Rang 
der Matrix (c;,), so folgt aus dem Bestehen der Beziehungen (K), da8 sich 
derselbe im Kongruenzsinn nicht vergréBert, wenn man die Spalte y, 
hinzunimmt, weshalb alle 9 + 1-reihigen Unterdeterminanten, in denen 
Elemente dieser Spalte auftreten, = 0 sein miissen; und in mindestens 
einer von diesen sind nicht alle Koeffizienten 0. 

Zusatz. Ist f wieder der Koeffizientenkérper im Sinne von Satz 4, 
so sind die c,, aus f(a,,@,,...,@,), und daher diirfen auch in den resul- 


n+l 
tierenden Beziehungen Sc, y, = 0 die c;C f(a, ..., @,) angenommen werden 
j=l 


(man denke C{”€™(z, a,) als zu eliminierende Variable!). 

Folgerung. Sind Y,, Y,, ..., Y,, ingend n kongruenzunabhangige Funk- 
tionen von k, so kann jede Funktion y von k auf diese n reduziert werden. 

Denn nach Satz 4a sind y, Y,,..., Y,, kongruenzabhangig, und wegen 
der Voraussetzung ist der Faktor von y in dieser Relation nicht Null. 

Es ist nun wesentlich, einzusehen, da8 man die Zahl nicht etwa weiter 
verkleinern kann; es gilt namlich 

Satz 5. Es gibt in k n kongruenzunabhdngige Funktionen. Die Ele- 
mentezahl n des Satzes 4 laBt sich also nicht mehr herabdriicken, wenn 
man fiir alle Elemente von k auskommen will. 

Wir wollen uns iiberzeugen, da8 insbesondere 


y, = (z— 0)" le — a,)**” — (z—c)'v(z) (l=—0,1,2,...,n—1) 


mit fiir a, +0 beliebigen, fiir «, —0 geeigneten, ganzen Zahlen |, ein 
solches System bilden. Dabei ist c beliebig und darf auch mit einem Ver- 
zweigungspunkt zusammenfallen. 

Angenommen in der Tat, es gibe Konstante c, derart, daB 


n-1 
1. Sc,y,=90, so wire fiir eine geeignete rationale Funktion A(z) 
i=0 . 


"S'¢,(2 — ¢)! v(2) — ShG) °C) 
l=0 z 

















a 
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Die linke Seite ist im Endlichen durch a%,..., a” teilbar, woraus leicht 
folgt, daB A(z) ein in den Punkten a,,a,,...,a, verschwindendes Poly- 
nom sein muB: 


h(z) = 9(2) I(2—4,). 


Entweder nun verschwindet g(z) und damit A(z) identisch; dann ist auch 
c,=0 (l=0,...,m—1), oder aber g(z) ist ein Polynom von einem 
Grade gq=>0. Aus 


, n—1 
2. h’(z) +h(z)- (2) a c,(z—c)'= 0 folgt dann, wenn man bedenkt, 


v(z) 
h F - 
daB soe = 3 (a, +1) (2— ay) ...(2—9,_1) (29,4) (@—@,)9(2) 


eine ganze rationale Funktion ist, dab 
3. n+q+1+ y («,-+-1,) = 0 sein mu8. Dies ist naémlich der Faktor 
v=0 


der héchsten, bei formalem Ausrechnen in 2. erscheinenden Potenz von z, 
der n+ q-ten. 3. ist unméglich fiir alle 1,, wenn S'a, nicht ganz, und 





ebenso, wenn 3’a,= p ganz, falls 


= 


4. By L > —n—p gewahlt wird. 


v=0 
Also mu8 in Wahrheit der erste Fall eintreten, w. z. b. w. 

Zusatz. DaB die beim Ubergang von k, zu kg neu hinzukommenden 
s Elementarfunktionen €™(z,6,) unter sich und von den €™(z,a,) un- 
abhangig sind, ist trivial, da durch Differentiation einer Funktion, die an 
einer Stelle héchstens einen (schlichten) Pol hat, niemals die Ordnungs- 
zah] —1 fiir die Ableitung hervorgehen kann. 

Die letzte Betrachtung lehrt, daB die ,Stammzahl“ von k,, d.h. die 
Zah| der kongruenzunabhangigen Funktionen in k,, eine unbedingte Kon- 
stante ist, die iibrigens auch davon unabhingig ist, ob man Funktionen 
oder Differentiale reduziert — letzteres kann in analoger Weise geschehen, 
indem man z. B. Vj, nach z entwickelt —, da man vermége der Zuord- 
nung y+>ydz eine eineindeutige Beziehung zwischen Funktionen und 
Differentialen hat, bei der Kongruenzen erhalten bleiben. Nur die arith- 
metischen Eigenschaften (Ordnungszahlen, Divisorenzerlegung) sind fiir 
y,ydz ganz verschieden, und daher erhilt man durch die angedeutete 
Methode verschiedene Arten ausgezeichneter kongruenzunabhangiger Systeme. 
So sind die zu den Elementarfunktionen €(z, a,) gehdrigen Differentiale 
auch unabhangig, aber im allgemeinen keine Elementardifferentiale. 

Wir bemerken noch kurz, da8 sich aus Vy, zunachst fiir k, eine 
Reduktion auf ial 


€™(z,a,) fire =O und €%(z,a,), E(z,a,) fir e, =1 
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ergibt, also ein Stamm aus Aj + 2A; Gliedern (siehe S. 3320.). Dafiir er- 
geben sich im Unendlichen noch p + p + 1— e,, Stammrelationen. Ander- 
seits hat man, da 4,+ A; =n+1; Ai +e, =—3=p+ >, 
A, +24;—p—p—1+e, =n, 
so daB Vy, jedenfalls keine starkere Reduktion leistet als Vi,, wie das 
nach Satz 5 so sein muB., 
Geht man schiieBlich von Vix, aus, so erhalt man fiir p >1 als Stamm 

die 4, = Aj Elementardifferentiale d§(z, a,) fiir e, = 0 (¢,, =1), ferner 

p —1 Elementardifferentiale d”(z,a,,) und 

p —1 endliche Differentiale dy”’(z), 
im ganzen 


H. Schmidt. 



































p+p—2+4,—4,+4,—2—n. 

Diese Bestandteile sind also schon unabhingig, Vm, liefert also ohne 
Nebenbedingungen die volle Reduktion, die Reduktion nach V;, ist aber 
in anderer Hinsicht handlicher. — Die sich aus den héheren Vertauschungs- 
sitzen ergebenden Reduktionen nach dem Modul der 2., 3., ... Ableitungen 
werden im folgenden nicht verwendet. 


Il. Die Integrale und Perioden. 


§1. 
Die Integrale als Funktionen der oberen Grenze und thre Mehrdeutigkeit. 
Es sei y eine beliebige Funktion der Klasse &. Hat y noch endliche 
(schlichte) Pole b, so werde & (siehe 8. 328) auch noch von diesen aus ins 
Unendliche aufgeschnitten, und es sei € die so entstehende offene, einfach- 
zusammenhangende Fliche*). Wir betrachten nunmehr: 


w= Spas, 
fo 


von z, mit dem Hauptwert beginnend iiber einen Integrationsweg, der die 
Schnitte beliebig (endlich) oft iiberschreiten kann und nur die singularen 
Punkte meidet. Zunichst soll das Verhalten der Funktion w(z) im Kleinen 
untersucht werden. An jeder Stelle von € ist w regular. An Stellen } 
geniigt es, das Verhalten der zugehérigen Partialbriiche zu kennen. Es ist 
= fiir y= 1 logarithmisch und hat 

fe °(s,6)de{ to 7 >1 ene Pol 7 —1-ter Orduung, 


Zo 





*) & und & sind als Punktmengen der schlichten z-Ebene erklart; bei Uber- 
schreiten eines der Schnitte kehrt man also in die alte Flache zuriick, gelangt nicht 
in ein ,anderes Blatt“ einer Riemannschen Flache. 
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abnlich fiir «0 im Unendlichen. (Man kann auch mit Elementardifferen- 
tialen arbeiten.) 

Um an den Schnitten bzw. Verzweigungspunkten Aufschlu8 zu erhalten, 
beachten wir den einfachen 

Hilfssatz. Zu jedem Differential kann ein kongruentes angegeben 
werden, dessen Ordnungszahl in einem bestimmten der endlichen Ver- 
zweigungspunkte positiv ist, und das keine anderen singuliren Punkte be- 
sitzt als das gegebene. 

Setzt man namlich 

y =(2—a)**' Q(z), 

worin Q(z) in a regular und Q(a) +0 sei, so ist 


1 d e —q)*ti+t g P 
aaret ae (#— 9) Q(2) = y + SH BO my ty". 


y* gehért zu & und hat in a eine um mindestens 1 héhere Ordnungszahl. 
Durch Wiederholung des Verfahrens kann offenbar das Gewiinschte erreicht 
werden. 

Jetzt seien p*, p” zum gleichen z-Wert gehérige Randpunkte von ©, 
etwa auf dem Schnitt L, von a, gelegen. Nach dem Hilfssatz kann man 


zwei Funktionen y,, u, der Klasse angeben, daB y = y, + =, wahrend 





zugleich f u,dz (innerhalb & gefiihrt), an der oberen Grenze konvergiert. 
% — 
Es ist dann, wenn in € integriert wird, 





y* »* » 
w(p*) ={yde = fu.ae a f our de. 
2 Zo Zo 
Im ersten Integral werde (bei festem z,, p) der Integrationsweg nach a, 
hineingezogen, von dort aus auf dem positiven Ufer mit dem bei Fort- 


setzung aus dem Innern von & dort zu erhaltenden Funktionswert nach p~ 
gefiihrt; so folgt 


1. w(p) = J'n,de + J rae +u(o*) — mls) und ebenso 
wo") = Sas + Suds tu(om)—% (4); 


ay 
2. Su,dz —u,(z,)= B, ist eine von p unabhingige Konstante. 
2o 
Nach Annahme kann ferner y, so gedacht werden, dab 


y,=(2—4,)"B(z—a,), also Suds = (z —a,)**"B,(z — a,) 
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an der Stelle a, multiplikativ ist mit dem Multiplikator A,. Folglich ergibt 
sich, wenn noch beachtet wird, daB u,c k, also auch u,(p*) = A,u,(p-), 
nach 1. 
3. w(p*)— B, =A,(w(p-) — B,), und 1. erhalt die Gestalt 
4. w= B,+(z—a,)”P(z—a,) (P Laurentreihe mit endlichvielen 
negativen Potenzen ) fiir die aufgeschnittene Umgebung von a,. — Die Existenz 
einer Darstellung der Form 4. hatte sich auch aus der Tatsache ablesen 
lassen, daB w der linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
d*w y’ dw 
dz* y dz 





geniigt, woraus sich auch die eindeutige Bestimmtheit der B, ergibt”). 
Doch gibt die Darstellung 2. mehr und entspricht besser unserem Aus- 
gangspunkt®). 
Wir formulieren 
Satz 6. An jedem Verzweigungspunkt hat das Integral die Darstellung 
w = B,+(2—a,)*P(z—a,) 
(P Laurentrethe mit endlichvielen negativen Potenzen), 


so daB also die Differenz w— B, lings L, den Multiplikator A, hat. 
Die Konstanten B, sind dabei als bestimmte Integrale iiber gewisse zu y 
kongruente Funktionen durch 2. bestimmt. 


Bemerkung. Aus 3. erkennt man leicht, dab 
f ydz=B,(1—A>"), 


(Zo ax 2.) 


wenn (z,a@>2,) eine einfache Schleife um a,, positiv bzw. negativ umlaufen, 
bedeutet. In der Tat ist ja 


J =w(p*)—A,w(p-); ff, =w(p-) — Ay *wo(p*), 
(2 By Zo) (Zo @y Zo) 
woraus die Behauptung sofort folgt. 


Wir kénnen nun die Wertverschiedenheit von w relativ zur z-Ebene 
im Groen volistandig iibersehen. Es fiihre € mit endlichvielen Schnitt- 
iiberschreitungen von z, nach z. Wir markieren zwischen je zwei Uber- 
schreitungen einen Punkt p und verbinden ihn innerhalb E mit z,. Fiigen 
wir dem Integrationsweg jeweils das hin und her durchlaufene Stiick pz, 
bei, so hat sich das Integral nicht geindert. Der neue Weg besteht jetzt 


*) Die nach unserer Herleitung von der Wahl von y, und u, abhangig scheinen. 
°) Vgl. auch das im Falle der elliptischen Integrale von Herrn Schlesinger ein- 
geschlagene Verfahren: Automorphe Funktionen, Berlin, Gruyter, 1924, 8. 14 ff. 





- re 
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aus einer Folge einfacher Schleifen um die Punkte a und b und einem 
letzten, in & gelegenen Stiick z,z.") Die an zweiter Stelle erwahnten 
Schleifen liefern keine Mehrdeutigkeit des Integranden und kénnen also 
nach Beriicksichtigung ihrer Beitrige abgetrennt werden. Diese Beitrige 
aber sind von der Form 

I. 22igAPA!...AM"-R. g,k, sind dabei ganze Zahlen, R das in & 
berechnete Residuum von y am Punkt b. Nach Abzug dieses Bestandteils 
verbleibt als Integralwert 


Il. B’(1—A’) + B”A'(1— A”) +... + BOW... A°-9(1—A”) 


, wf 
+A’...A ydz. 
Zo 


Hier sind B’, B”,..., B“ die den einzelnen Schleifenumlaufen nach der 
Bemerkung 8. 352 zugeordneten Konstanten; die A’... sind saimtlich mit 
gewissen der A‘, A;* identisch, die in beliebiger Folge und Wiederholung 
auftreten kénnen, und das Integral wird in € gefiihrt. 

Nimmt man insbesondere an, daB y nach dem Umlauf zum Ausgangs- 
zweig zuriickkehrt, so daB also € als ,,hinsichtlich k geschlossene“ Kurve 
bezeichnet werden kann, so ist also 

WA”,..A% = 1, 
und f unterscheidet sich von f nur um die Periode 

(2) (&) 

IIa. B’(1—A’)+ B”A(1—A")+...4+ BR...A°° = - A”). 
I und Ila geben also Ausdriicke fiir die allgemeinsten Perioden, linear 


aufgebaut aus den B®, die iibrigens selbst keine zu sein brauchen. Wir 
wollen setzen 
© — Bet» — RB’ 
und finden dann fiir Ila den Wert 
=0 


IT = B’(1—A’... A) + A'(1—A”) IT’ +... 
“ Ce. UO — A”) qW’-®., 


Um in die Bezeichnung von Satz 6 iiberzugehen, sei etwa B’ = B,; alle 
II sind also von der Form J7,=— B,— B,, und man findet also 


Il. T= y I, II,, wobei die GréBen I’, Polynome mit ganzzahligen 
v=1 


Koeffizienten ven Az*,..., AX’ sind. Es ist klar, daB der soeben bevor- 
zugte Index in III irgendeiner der Reihe 0, 1,..., m sein kann. 


") z mag auf keinem L, gelegen sein, was offenbar unwesentlich. 
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Der einfachste geschlossene Umlauf ist die wohlbekannte ,, Doppel- 
schleife* vom Typus (a; ag a, ao ). 

Fiir zugehérige Periode folgt nach der Bemerkung 8. 352 
He =(1—A,)(1—A,)(B,— By) =(1-A)(I-A) =f yds. 

(a, ese>as) 

Die I sind also wirkliche ,Fundamentalperioden“. Aus III folgt jetzt 
der im wesentlichen zuerst von Nekrassoff**) aufgestellte 

Satz von der Wegbasis. Alle Perioden eines Integrals iiber ein 
Differential von & lassen sich — abgesehen von in der Gestalt I sich ein- 
stellenden Residuen — linear homogen darstellen durch n Doppelschleifen- 
integrale, etwa 

My = Syde [A= 1, 2,...,m; ©, = (aj ag ay ap )). 
a . 
Die Koeffizienten sind dabei von der Form (=A ‘a KD’ wobei /” ein 
= =e? 

Polynom in A;',..., At’ mit ganzzahligen Koeffizienten bedeutet. 

Es ware wiinschenswert, ist uns aber nicht gelungen, den genauen, 
von den GréBen I" gebildeten Bereich zu iibersehen, um umgekehrt er- 








r . rm 
kennen zu kénnen, wann ein Ausdruck 2 (i=A,) (I-A) sich als Integral 


liber einen geschlossenen Weg auffassen laBt. 

Nimmt man jetzt den Reduktionssatz 3 mit dem Satz von der ,, Weg- 
basis“, wie wir sagen kénnen, zusammen, so ergibt sich nunmehr ein 
quadratisches Periodenschema 


(1—A,)(1—Ay) 1, = fEM(z, a,)dz (h,y=1,2,...,n), 


das in folgendem Sinn alle Perioden von k, erschépft: Ist ydz irgendein 
Differential von k,, so erhalt man seine simtlichen Perioden durch eine 
Formel x By I, 11,,¢, mittels passender, nach den genannten Satzen zu 


A=1 v=1 


ermittelnder Konstanten I,; c,. Die c, durchlaufen dabei iibrigens offenbar 
alle Zahlen, wenn y k, durchiauft. 
Ebenso sind die Perioden von kg erschépfend dargestellt durch das 
n-+ 8-reihige quadratische Schema 
My, = S€,(z) dz (h,y=1,2,8+n), 
a 


worin 


Da = (bj ) (A=1,2,...,8); Dra= ©, (h=1,2,...,n), 
E, (2) =E"(z,b,) (w—=1,2,...,8); Eg4e(2) = E"(z,a,) (p= 1,2,...,m) 
sein mag. 

1%) (9), S. 517. 
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Ist y= 4" die Ableitung einer Funktion der Klasse, so sind natiirlich 
alle Perioden Null. Wir kénnen aber nunmehr leicht folgende Umkehrung 
beweisen: 


Satz 7. Verschwinden alle (Fundamental-) Perioden von w= fydz. 
so ist y die Ableitung = einer Funktion von k. * 
Zunachst ist naimlich w an den Stellen b héchstens mit Polen be- 
haftet. Ferner ist wegen /7,— B,— B, (8. Il, 8.353) B,—=B,=B,—...B,. 
und nach Satz 6 verhalt sich die Differenz w— B, an allen Stellen a, 
multiplikativ und bestimmt, ebenso auch im Unendlichen, ist also nach 


S. 328—329 eine Funktion u von k. Also ist y=, w. z. b. w. 


Wir machen hiervon eine kleine Anwendung auf die Eulersche B-Funk- 
tion zur Beantwortung einer von F. Klein gelegentlich aufgeworfenen Frage**). 

Bekanntlich sieht man leicht an der Integraldarstellung, daB die ganze 
Funktion der beiden Verinderlichen p, ¢ 


(1—e**#)(1— e**#4)B(p,g)= f 2P-*(1—2)¢-*dz 
(i*0*1-90-) 


fir p oder g=1,+2,+3,... und fir p+q=0, —1, —2,... ver- 
schwindet, dagegen nicht fiir die hierunter nicht vorkommenden ganz- 
zahligen Werte von p,q, p-+q, und kann dann leicht auch auf das Ver- 
halten der B-Funktion selber schlieBen. Klein fragt nun a.a.0., wie man 
direkt am Integral erkennen kann, daB die B-Funktion jedenfalls keine 
weiteren Nullstellen hat. Das kann folgendermaBen ausgefiihrt werden: 
Sei p, g ein festes Wertepaar, und weder p noch g noch p+ q ganz. 
Die multiplikative Funktion y= z?-1(1—z)¢-* hat als einzige Integral- 
periode f{ ydz. Soll diese verschwinden, so folgt nach Satz 7 y= 0. 


(1* 0* 1-0-) 

Das ist aber nach dem Beweis zu Satz 5, 8S. 348—349 fiir den Falln —1; 
l=0; a +1l,—p—1; 4.+1,—q-—1; a,=—0; a,—1 nicht so, womit 
der gewiinschte Nachweis erbracht ist. 

Die gewahlte Wegbasis kénnte nun ebensowohl fiir k angewendet werden 
wie fiir k. Um aber die Beziehungen zwischen den Perioden von k und k 
zu studieren, erweist sich die Einfiihrung eines anderen Wegsystems fiir k 
als zweckmaBig. Integriert man dann die Vertauschungstheoreme nach 
beiden Veranderlichen, und zwar iiber die beiden, wie wir sagen wollen, zu- 
einander komplementaren Wegsysteme, so ergeben sich Relationen zwischen 
den Perioden von & und &, deren Aufstellung dann unser nachstes Ziel 
sein soll. 


18) [4], 8. 146. 
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§ 2. 
Die Konstruktion zueinander komplementirer Wegsysteme. 

Wir beweisen den folgenden 

Satz 8. Es gibt, falls A,+1, zwei Systeme von Integrationswegen 
€, und ©; (h,j=—1,2,3,...,m) mit den Higenschajten: 

a) Die ©, bew. ©, bilden eine Wegbasis fir die Perioden von k, 
bzw. k,. 

b) G,, F haben keinen Punkt gemein, falls h<j; ferner kann man 
zu jedem h>1 einen Weg ©, derart angeben, daf fiir alle j << h wenigstens 
C,, €, fremd sind, und daf iiberdies fiir alle yck, Sydz —Syde. 

Ca A 


c) G,, ©, treffen sich in ihrem Verlauf genau achtmal™), und es 
kénnen die Uberkreuzungen zu je vieren iiber zwei Punkten p,, q, der 
Ebene angenommen werden. Setzt man ferner, von passenden Punkten z,, x, 
ausgehend, an denen die Integranden den Hauptwert haben sollen, langs 
€, bew. €, analytisch fort, so sind die Paare von Multiplikatoren, 
um die als Faktoren sich in p,,q, die Funktionen von k,, k, gegentiber 
den Hauptwerten unterscheiden, aus der Tabelle ersichtlich: 


pr: (1, An); (1,An°Ax'),; (Ao, An’),; (Ao, An Aa’); 
qn: (An, An*),; (An, An As’)_; (An Ag, An’)_; (An Ao, An Az’)... 


Die Zeichen —, + geben den Sinn der Uberkreuzung an, und zwar 
wird eine solche in iiblicher Weise positiv (negativ) gezahlt, wenn die 
Kurve €,, die in einer gewissen Umgebung von p, zwei wohlunterschiedene 
Ufer hat — unsere Integrationswege sind stets stetig und rektifizierbar —, 
durch die mit Sinn versehene Kurve ©, von rechts nach links (links nach 
rechts) iiberschritten wird, links und rechts relativ zum positiven Durch- 
laufungssinn von G@,. 

Zur wirklichen Aufstellung der in Aussicht genommenen Wege soll von 
der in der gewohnlichen Weise durch Schnitte L, von den a, nach Un- 
endlich gewonnenen Flache © ausgegangen werden, alsdann wird stufen- 
weise weitergeschritten (siehe Fig. 1, 2). 

1. Sei z, in € beliebig und nun seinerseits mit a,,a,,...,@, lings 
doppelpunktfreier Streckenziige S, verbunden, die, abgesehen von den End- 
punkten, in € liegen und gegenseitig nur den Anfangspunkt gemein haben. 
Ein Kreis |z — z,| =r <|a,— z,| soll, wenn man ihn vom Schnitt mit 8, 
aus im negativen (Uhrzeiger-)Sinn durchlauft, der Reihe nach zu Schnitt- 


*) Ist z. B. € durch z =z(s) eindeutig gegeben, so werden Uberkreuzungen fir 
8 = 8, & fir s, <8, natiirlich als verschieden gerechnet, auch wenn z(8,) =z( 8). 
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punkten mit S,,S,,..., 8, fiihren. Sollte dies nicht gleich der Fall sein, 
so mégen die a, umnumeriert werden. 
2. Der Streckenzug L,S,S,L,, trennt die Ebene in zwei Teile, deren 


oan 


einer keinen Punkt a, enthilt. 
In dieser Halfte der Ebene wer- 
de x, angenommen. Nunmehr 
verbinden wir zx, durch einfache 
Streckenziige 8, 8, wcée 8, 
in E mit @,,4,,...,4,, die 
S, nicht treffen. Da nun S, S, 
(h=1,2,...,m) in & %, von 
@,,@,,..-,@,_, trennt, nicht 


% 





Fig. 1. Fig. 2. 
aber von @,,,,4,,.,---,@,, 80 kann und soll angenommen werden, daB 
fir 7 >h 8, S, nicht trifft, wahrend 
S,, 8, nur a,, und 
fiir j<h 8,, S, nur einen Punkt gemein haben. 
3. Sei nun &, (h=2,3,...,m) der durch L,8,S,5,5,L, von & 


abgetrennte Teil, der bei dieser Durchlaufung rechts bleibt. In ©, sind 
2),@, verbindbar durch einen Streckenzug S,. Es sind dann fiir 


j<h 8,,5, fremd. 

SchlieBlich soll noch S..j % innerhalb des von Punkten a, ganz freien, 
von L;8;8;,,L;,, begrenzten Ebenenteils mit dem Unendlichen verbinden. 
Dann sind 

S..j; und S, fremd fir j>h, 
see .« « $48, 


4, Unter (za; z)) (vgl. S. 352) verstehen wir eine einfache von z, aus 
derart im positiven Sinne um a, herumgelegte Schleife, daB jeder ihrer 
Punkte von S, einen minimalen Abstand <e hat, der iibrigens nur fiir 
z, selbst verschwinden soll; iiber « >0 wird noch passend verfiigt. Ent- 
sprechend soll sich (z,a*z,) an S, anschlieBen, und wird (2,00 z,) durch 
folgende Wegbeschreibung erklart: ,,langs“ S..; mit Abstand <e ins Un- 
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endliche (etwa bis |z|—R> |a,|,!2,|,|z,|), dann zuriick nach Um- 
kreisung von oo im positiven Sinne, L;,,,L;,,,..., 2; in dieser Reihen- 
folge iiberschreitend. 

Jetzt bilden wir die Doppelschleifen 


©, = (a; ao a, ao ), analog 


C, = (ay at a; ae ) und 

oF = (aj 00; aj 00; ). 
Offenbar ist die Behauptung a) richtig nach dem Wegreduktionssatz 8. 354, 
wobei die Voraussetzung der Verzweigtheit im Unendlichen wesentlich ist, 
Ferner wird, sobald « klein genug gewahlt wird, wegen der EKigenschaften 2. 
und 3. auch - 

C,, ©, fremd fiir j>h, 


C,, C, ” ” j<h, 


©, und ©, dagegen kénnen bei voller Wahrung der bisherigen Aufstellungen 
so angelegt werden, daB sie sich nur in Punkten treffen, die den Teil- 
schleifen (2, a; z,), (%)@, 2) angehdren; setzt man fest, daB die negativen 
Umlaufe um die einfachen Schleifen den positiven kongruent sein sollen, 
so kénnen alle Treffpunkte nach p, und g, geworfen werden. Und zwar 
wird bei (x, a," 2,) sowohl p, wie g, nach Uberschreitung von L, getroffen, 
dagegen von (2,4, z)) p, vor und g, nach Uberschreitung von L,. 
(Vgl. Fig. 2, 8. 357.) Beachtet man dies, so ergeben sich leicht die in der 
Tabelle unter c), 8. 356 zusammengestellten Multiplikatoren und Vorzeichen. 


Es liegt endlich auf der Hand, daB 
Jyde—Syde (yc ky). 


&, 
Denn die einzig verschiedenen Wegteile (z, a; z,) baw. (z, a> 2) geben er- 
sichtlich gleiche Integralwerte, da ja ihre am rechten (linken) Ufer von 
S, baw. S, verlaufenden Stiicke innerhalb € nach Cauchys Satz gleich- 
wertig sind, falls man nur die Treffpunkte mit L, gleich nimmt. 


Damit sind alle Aufstellungen gerechtfertigt. 


§ 3. 
Die aus V;, entspringenden Periodenrelationen. 


Nach 8. 343 ist 
E (z, a) 34 ZAe.2) a — Se « E™ (2, a ee (5. ay) 


z 
»=0 
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Wir wollen diese Identitaét unter der wie im letzten Paragraphen gemachten 
Annahme A,, + 1 hinsichtlich z lings ©,, hinsichtlich z lings G, integrieren, 
wobei h und j alle Werte von 1 bis m durchlaufen sollen. Mag nun joh 
sein, wie man aus der rechten Seite ersieht, ist der Integrand fiir beliebig 
auf den betreffenden Integrationskurven variable Argumente regular. Zur 
Berechnung indes soll gerade die linke Seite benutzt werden, und hier sind 
es die einzelnen Summanden nicht fiir z=2, d.h. an den Stellen, wo 
sich ©, und ¢, iiberkreuzen. Wir unterscheiden drei Fille. 


l. j>h, 2. i<h, 3. j=h. 


Im Falle 1 sind nach Satz 8, b) die beiden Summanden iiberall fiir zc ©, , x« a’? 
regulir, da ©,, F fremd sind. Zur Auswertung integriert man in ver- 
schiedener Reihenfolge 


faz fax E (z, x) =faz[ 4 E” (z,x)dx=0, 
oy ay 


9 eis 5) 
fee Jee oP ae ser PR dee 


da ©, bzw. ©. geschlossene Wege tie k baw. & sind. 
h j 5 £ 
2. Fir j <h ist 
SE (z, a,)dz =fE™(z, a,) dz, 
Sa Ca 


also auch das Doppelintegral gleich dem iiber ©, und ©;, also gleich Null, 
wie sich ganz ebenso wie im Falle 1 ergibt. 
Es gilt also 





I. > « Ye, fone, a,) dz a (de —0 fir h+j\. 


~ 











Nach wie vor ist 
(2) dF (x, z) 
Q(2z,2) = E'"(z,2) —- ——— 
fir 2¢©,,2¢C ©, regular, und indem wir den Weg ,, zerlegen, kénnen 
wir schreiben 
(a) Jdefaz Q(z, 2) = Jaz {(1—Az - f Qdz—) 1—A;')- f Qdz}. 
Ga aa ay, Zp) ha coy wo) 
Wir betrachten zuerst den 2. Teil. Da ©, mit (2,00, x,) keinen 


Punkt gemein hat, kénnen die beiden Summanden von 22(z, x) einzeln 
24" 
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integriert werden, und es ist insbesondere 


Je f de al z)_ — J ae Je E™ (z, x\dz 


Cre (a ot Ho) (zo @f to) Ga 


Es verbleibt der Bestandteil 


~a—4;")f az f E™ (z, x) dz = —(a—aryf dz f AE (2, 2)dx 


Sp (a, ot 2) G, (4, oF 2) 


= (1—A,"*)(1— Az’) [B® (z, 2) dz. 
Gr 


Betrachten wir jetzt den 1. Teil von (a), d. h. also im wesentlichen, 
das Integral 
F dz f oaz—fae{ fode+ fr fr a 
(Zoax" Zo) z, ?, 


Dabei soll x, auf ©, zwischen p,,q, fixiert sein, und die Wege sollen 
jeweils die kiirzest mégliche Verbindung von Anfangs- und Endpunkt auf 
der mit Sinn versehenen Kurve ©, bilden. Wir legen nun um p,, q, kleine 


Intervalle p”...p*;q...q* auf E,, die x, auBerhalb lassen (vgl. Fig. 3). 





Fig. 3. Fig. 4. 


Es ist dann natiirlich wegen der Stetigkeit des Integrals als Funktion 
der oberen Grenze z. B. 


4, - 
fQdz= lim foaz, 
° Zo qa >, «, 
weiter aber 
| {ae( fogs — foas)| |<%,M@, [0, = Bogenliinge q~...g, auf ©,], 


wenn 8, die Lange von ©,, und M, das Maximum von |2| 
z©€,;2¢€, bedeutet; daher also auch 


fafoar—, lim fazfQdz usw. 


UC, 2 
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In diesen Integralen unter dem lim-Zeichen darf nun im geschilderten 
Sinne zerlegt und auch vertauscht werden. Es ist 


@ 
Jesfas = alae TT, *) =faz{ 2 (fF tes) (2, )\ dz =0, usw. 


r Ca 


also bleibt schlieBlich 


lim feat u™(s,0)d0+ tes feel...dod... 
at>a,G, = gt 


PEC, fh 


zu berechnen. Man erhilt 
glim, Jaz {Ar' B® (2, q7) — B(z, 2)} 
¥. jim A, * Jae (E™ (2, z,) — E™ (2, q*)) 
% a 


+ lim Aj‘ fdz(E™(z, p~) — B® (z, z,)) 
p~->P, Cy 


+ lim Art fde(B (2, 2) —B E™ (2, p*)) 
n oh 


(y) =—(1—A,") fdzE™ (z, 2) 
Cy 
+ As { me ie ”( 2g ~)dz - “G E™ (2, q’)dz 
+ lim fE™ (2, p )dz— > im SE (2, p*)dz} 
Po? Py Sp > Py En 


Um die erste Zeile der Klammer in (7) zu behandeln, schreiben wir sie 


(1 —A,){ i= fe (z,q7)dz— lim f B® (2, q*)dz) 
A 


i > 4d, (anit 


—(1—A,) { jim ..dz— lim ~~ S 
i, Seti Loo 
Der Faktor von 1—A, geht gegen Null, da der Integrand fiir q+ = q, 
auf dem Integrationsweg regular bleibt. Fiir den Faktor von 1 — A, ziehen 
wir die Methoden von 8. 352 und 353 (siehe insbesondere I.) heran. Von 
q denke man sich so aufgeschnitten, daB die (festgehaltene) Schleife 
(%)@,; 2%) nicht getrofien wird, von g* aus so, daB sie gerade einmal ge- 
troffien wird. Dies ist der Definition von g~,q* gem&B ausfiihrbar. Nun ist 

f E%(z,q*)dz= A, J E?(z,q*)dze+ f B(z2,q*)dz, 

(2, @y° Zo) (¢*)* ((2o 4x" Z0)) 

wo die neue Schleife ((z,a@; z,)) den Schnitt von g* nicht mehr iiber- 
quert und iiberdies auch den Punkt g, nicht mehr zu beriihren braucht 
(Fig. 4, punktiertes Stiick!). 
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Man hat 
Sf B%(2,q7)\dz= Jf B(z,q7)dz, 


(2 45 20) ((Zq @y" Zo) 
und da q, nicht mehr auf ((2z a, 2)) liegt, kann jetzt g*—-g,,q —4q, 
gehen, wobei beide Integrale sich dem Grenzwert nahern: 


f BE (z,q,)dz, 


((2,ay° 20)) 
so daB also ihre Differenz gegen Null geht. Das Resultat ist also 
—2niA,(1—A,), 
und wenn man entsprechend die zweite Zeile behandelt, ergibt sich 
224(1— Aj), 


so daB nunmehr (/), (y) zusammen liefern 





+ " dy (x, M . = - ; 
— Sa, faze, o,) faz" ®) _ (1—A,)(1—Az') (1— Ax’) 228 |. 
Gy, t, 











Setzt man nun etwa 


w,, = OE (z, a,) dz, 
Gp 


-_ + (1) 
o;, = ° ao | js Ao: 8) ge, 
27i(1—A,)(1—Aa‘)(1—A,; *) x 


> 4 
Q; 





so gilt die fiir uns grundlegende Gleichung 





n 
II. Ss w,,0,, = 44; (h,j =1,2,...,m). 


v=0 











Dazu gesellen sich noch die beiden Relationen (vgl. 8. 346, insbes. (3a)) 


Til’. >%w,,=9; Yo,,=90. 
v=0 


v=0 
Wir wollen dieses Ergebnis aussprechen als 


Satz 9. Wahlt man die zueinander komplementdren Wegsysteme des 
Satzes 8 als Basiswege fiir k, und k,, so geliten fiir die 2n(n-+1) 
Integrale iiber die zu a, (v=0,1,...,n) gehdrigen Elementarfunktionen 
bew. -differentiale 1. Ordnung — nach Multiplikation von Zeilen und 
Spalten der von ihnen gebildeten beiden Matrizen mit einfachen bekannten 
Faktoren — die ,,Orthogonalitdts“relationen Il, die zusammen mit III’ 
n® Relationen fiir die 2n* Basisperioden reprdsentieren. 
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Bemerkung 1. Das Doppelintegral ist —2xi SMyz, wo y=+1 
die Uberkreuzungsrichtung kennzeichnet (,,Charakteristik*), wahrend M den 
aus der Tabelle S. 356 ersichtlichen Multiplikator der Elementarfunktion 
von zwei Veranderlichen fiir die betreffende Stelle bedeutet. Jeder Schnitt- 
punkt liefert den Beitrag —21iMyz. Mit Hilfe dieser Betrachtung liebe 
sich auch einsehen, da8 auch fiir 7 <h {ae fax Q(z, x)=0, ohne daB 
man zu den ©, iiberzugehen braucht. ~ & 

Bemerkung 2. Zu diesem Paragraphen vgl. die Stellen Fuchs [2], 
Hensel-Landsberg [3], 8. 605—607, R. Kénig [7], 8. 25, Schlesinger [10], 
II,, 8. 513—521, WeierstraB [14], S. 310ff, unter deren keine sich indes 
etwa unser Ergebnis subsumiert; da wir auBerdem teilweise auch methodisch 
anders vorgehen, haben wir die Ableitung ausfiihrlich gegeben. 

Wir wenden die Periodenrelationen zunichst an auf eine bei Herrn 
Schlesinger in hier nicht naher zu erérterndem Zusammenhang vorkommende 
Aujgabe ({12], 8.516). Um in die dortige Bezeichnung iiberzugehen, sei n 


durch n —1, a, durch a, ersetzt; p, (vy =1,2,...,) seien von Null ver- 
schiedene Konstante, und nun betrachten wir die Matrix (c,,), in der 
¢,, = p, J (2 —a,)™...(2 —a,)”"*... (2 —a,) dz 
Gp 
Cio =P, (h=1,2,...,n—1). 


Gefragt wird nach der reziproken bzw. gleichwertig nach der komplementdren 
Matrix (c;). 





Setzt man nun fiir j =1,2,...,.n—1 
a, f(z-a,)-™ woe (3—@,y) ~~" ... (8 —Gq) Os 
c’ = —@w =— y 
hee “D2 Qxip,(1—A,)(1—Az')(1—A;') : 


so ist nach III. in der Tat 
n 
D¢,,G=46,, fir h&,j=—1,2,....n—1, 
v=] 


und auch fiir A =n nach III’. Es ist also nur noch 


n 
> Chr Cn = Dan (h=1,2...,n) 
rai 


zu erfiillen. 
Aber die ersten n —1 dieser Bedingungen sind erfillt durch 


n n 

ee... v7 i EY 
¢,=c— wegen D>, = D/a,w,, =0 (h +n) 

Py oat Py mr 


und um S’ce,—1 zu machen, braucht man nur schlieBlich ¢ = 7“ 
v=1 ¥ 


nehmen. Will man die Schlesingerschen Konstanten y,, haben (a.a.0., 
8.517), so hat man nur die Wege @,; durch die ©, auszudriicken, wie wir 


zu 
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dies unten (S.371—372) im Zusammenhang mit den hypergeometrischen 
Differentialsystemen noch durchfiihren. — Da bei unserer Entwicklung 
die GréBen «, urspriinglich im Gegensatz zu den Schlesingerschen r, reduziert 
gedacht sind, ist keine Einschrinkung, da nach Einsetzung der expliziten 
Werte von § 4, 5 des I. Abschnitts die Gleichung V;, offenbar eine Identitat 
auch in den «, wird. 


lII. Die Perioden bei mit den Verzweigungspunkten variabler 
Klasse **). 


§ 1. 
Die Differentialsysteme. 


Wir betrachten nun eine Klasse k“ mit dem von einem komplexen 
Parameter u abhangigen Basiselement 


V(z, wu) =f," (z, u) fe?(z, uw)... fr (2, u). 
Hier sei f,(z,«) ein Polynom in z vom Grade n,, die Koeffizienten 
rationale Funktionen von u, der héchste eins. Ferner soll die Diskriminante 
D(u) von f, f,.-.f, hinsichtlich z in wu nicht identisch verschwinden. 
Ware dies nicht von vornherein der Fall, so wiirden wir alle etwa in 
f, f. ...f, auftretenden héheren Potenzen ein und desselben quadratfreien 
Polynoms ¢(z,u) herausziehen und mit 


—mat.-.+iree(s, u) = gy (z, u) 


V(z, w) = p* (z, uw) V, schreiben (f, = p™ew,; (y, y,) =1). Wiederholung 


des Verfahrens erzwingt die Giiltigkeit der Voraussetzung. — Es seien 
Cy» €g5 +++» @, die Nullstellen von D(w) zusammen mit den etwaigen Polen 


der Koeffizienten. Schneidet man die u-Ebene lings e,,.. auf und versteht 
unter u einen bestimmte: Wert des Restgebiets, so sind die Nullstellen 
%, (05), 005 By, ()5 Su,42( 8), > 05 Sante, (%)3 --+3 Bia 9( 8) 


von 
r 


f,(z, 4); fo(z, u); --.3 f(z, u) (n= Yn, — 1) 
alle im Endlichen gelegen und voneinander verschieden. Somit definiert 
uns zu jedem solchen u in der Tat die Basisfunktion 

¢ % 
Viz, u) => I I \e = Sn, +my+.-.+Rp— +k (t)) 
eine multiplikative Klasse k im Sinne von S. 328—329 mit den n +1 
endlichen Verzweigungspunkten z,(u) (2, = 0). 


») Vgl. fiir diesen Abschnitt Nekrassoff [9]. 
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Ihre Elemente sind von der Form R(z,u) V(z,u), wo die Funktion 
R(z,u) in z rational ist, von w aber ganz willkiirlich abhingen darf. 
Unter dieser Annahme ist die Theorie von Abschnitt I fiir verinderliches u 
anwendbar; so gibt z. B. der Reduktionssatz 8.327 die Existenz gewisser 
Reduktionskoeffizienten fiir jedes feste uw, iiber deren Abhangigkeit von u 
bei Variation der Klasse wir aber im voraus nichts sagen kénnen. Uns 
interessiert im folgenden jedoch mehr die Menge x“? ck“ der Funktionen 
R(z,u) V(z,u), wo R rational in z und in u. Auch x™ hat die Klassen- 
eigenschaften 8. 329, aber mit eingeschrinktem Koeffizientenbereich; daher 
brauchen die Operationen von Abschnitt I in x“ nicht ausfiihrbar zu sein. 
Schon die Bildung von €%(z,z,(u)) erfordert z. B. nach 8.334 die 
Division von V(z,u) durch z—z,(u), was nicht rational in u zu sein 
braucht. Gleichwohl lassen sich itiber x“ auf dem Umweg iiber &“ An- 
gaben machen. 

Betreffend die Reduktion der Funktionen in x“ beweisen wir iiber 
Satz 3 hinaus 

Satz 10. Reduktionssatz fiir x{", x”. 


Man kann in x)” m Funktionen derart wahlen, daB jede Funktion 


von x<" kongruent einem Element des aus ihnen mit Koeffizienten aus 
dem Kérper f(w) der rationalen Funktionen von u aufgebauten Moduls 


(w) 


wird. Entsprechend fiir xy" (8 fest, d.h. von uw unabhangig!). 


In der Tat, nach dem Beweis zu Satz 5 bilden jedenfalls die m Funk- 
tionen 


Y, = (2 — c)’ Ir fre"? (z,u) (l=0,1,2,...,n—1) 

e=1 
bei passender Wahl der /, ein kongrucnsunabhingiges System von x,". Es 
geniigt nach 4., S. 349 in allen Fallen, wenn man Sn,/, > —n — p nimmt. 


o=1 


Somit ist jede Funktion von xe” Che so darstellbar: 


n—1 

(1) y= Se(u)y +E (Pck) 

und die Koeffizienten c,(u) sind dabei nach Satz 3a, Zus., 8.348 aus 
E(z,(u),..-,2,4,(%)). Sie sind also algebraische Funktionen von wu. Um 
zu zeigen, daB sie sogar rational sind, sei Ul ein beliebiger geschlossener 
Weg in der u-Ebene derart, daB bei Fortsetzung lings U c;(u) in c*(w) 
iibergehe. Beschrinken wir nach Auswahl des Weges ll z auf einen Bereich, 
der ganz auBerhalb eines Kreises liegt, der die samtlichen durch die 
Funktionszweige z,(u) in der z-Ebene von ll entworfenen Bilder enthalt. 
Beim Umlauf bleibt R(z,u) nach Voraussetzung ungeandert, und ebenso 
selbstverstindlich die Polynome f,; aber auch ihre Potenzen fe'®; denn 
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zufolge der Annahme iiber z kann keine der Potenzen von Linearfaktoren 
vom Typus [—(z,(u) —z)]* einen multiplikativen Faktor aufnehmen. 
Bei der Fortsetzung wird demnach aus 


(1)* y= So" (um + — 
und daraus folgt 
= (er(u) — cr*(u)) n= 0, 
also 
c:(u) = c;*(u), 
da die y, unabhingig sind. Da die Betrachtung fiir jeden einzelnen Um- 
lauf durchfiihrbar ist, ist der Satz fiir x,“ bewiesen. 

Wir bemerken hier noch, daB die c,(u) im Endlichen héchstens die 
singuléren Punkte e,,e¢,,...,¢,, haben kénnen. In der Tat besagt Satz 4 
gerade, daB es gewisse Elemente von f(a,,...,@,) der Unbestimmten 
a,.@,,.-.,4@, gibt, die sich, falls man a, durch a) =—z,,,(u,) ersetzt, auf 
gewisse Konstante cj’ reduzieren (u, fest + e,, €,,.--, €,,)- Diese rationalen 
Funktionen der a, sind also, wenn man nunmehr die a, als komplexe 
Variable auffaBt, fiir a, a? regular, daher, weil z,(u) fiir «= u, regular, 
als Funktionen von u regular an der Stelle u,, w. z. b. w. 

Betreffend Ks" bemerken wir nur kurz, daB als neue Basiselemente 
fiir die Reduktion noch th b,) (»=1,2,...,8) herangezogen 
werden kénnen (vgl. Satz 4, 8.347) und daB in der u-Ebene alle Null- 


stellen der Diskriminante von f, f, ... f. I z—b,) auszuschlieBen sind. 


Um nun die Abhdngigkeit vom p AOS niher zu untersuchen, 
bilden wir die partielle Ableitung o2 ( z,u). Wegen 
7 he 
A = <I r= a7 7. - [Tr = R(z, u) V(z, u) 


e=1 


gehért mit y auch ce zu x", es ist also 


éy n+eé 
= = De,(u)y,(2z,%), 
ou oat 
wenn y,(z,u) ein hongrpensunabhingige System Cx bedeutet. Be- 
schrinken wir uns zundchst auf x\“, wo also keine festen endlichen Pole 
auftreten, so gilt also fiir die Basisfunktionen selbst 

OY, 


n 
ou = 2 Mee, () (¢,,(u) C E(u). 
=1 
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Ist nun © irgendein hinsichtlich k™ geschlossener Weg — ein solcher kann 
offenbar fiir |~— u,| hinreichend klein fest gewahlt werden —, so folgt 


d n 
A u.dz = Sf ude-c,,(u). 
€ k=1 


Ist weiter ©, eine Wegbasis fiir die Perioden von k,”’, etwa gewahlt 
wie in Satz 8, so erfiillen die Funktionen 


Wry —Su(z, u) dz 
A 


das Differentialsystem mit rationalen Koeffizienten 


dw. - 
de = 2 w.40ry(u). 





Wir behaupten: Die n Zeilen von (w,,) bilden ein Fundamentalsystem. 
Wire namlich die Determinante |w,,(u)| identisch Null, so gibe es ein 


System von in einer gewissen Umgebung von u, regulaéren Funktionen ¢, (1) 


derart, dab S9,(u)w,,, oder also 
k=1 
Seo,(u) fy,(z, u)dz =0 ware (A =1, 2,...,%). 
k=1 Cy, 


n 
Das besagt aber: alle Perioden des Differentials 5) p,(u)y,(z,u)dz sind 
k=1 
Null. Nach Satz 7, 8.355 wire also, entgegen der Voraussetzung, 


n 
~Pxu) y,(z,u) =0. 


Die n Spalten der Matrix sind also die Basis einer Klasse K, von Funk- 


tionssystemen von u. Jedes Periodensystem { ydz (yCx,") gehért zu K,, 


und geht man daher von irgendeinem kongruenzunabhangigen System von 
x\ aus, so erhilt man stets dieselbe Klasse K,; diese ist also der mit u 
variablen multiplikativen Klasse x({“’ eindeutig zugeordnet. Wir wollen noch 
zeigen, daB es sich um eine Riemannsche Klasse handelt, d.h. da8 unsere 
Funktionssysteme nur Stellen der Bestimmtheit aufweisen. Um dies zu 
zeigen, legen wir ein Integrandensystem 


n n+1 
2! J] rete a 2! |] (z be z,)** 
e=1 v=1 


mit 9i(8,) > 0 zugrunde, wie das nach Satz 5 méglich ist. Es geniigt dann, 
sich von folgendem zu iiberzeugen: Geht u—{ be! (e = eines der e,) mit 
arcus (uw —e) beschrankt, so geht fiir passendes positives N | u — e|*. | w | 


bzw. |u|~"|w|—+0, wenn w irgendeines der Schleifenintegrale iiber ©, 
bedeutet. 
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Es mégen zunichst fiir u—-e(co) alle z, beschrdnkt bleiben und 
zy, (k’ =1,2,...,k’) eine dabei in z* zusammenfallende Wurzelgruppe 
bilden. Dabei bleibt arcus(z,,—z*) beschrinkt, und daher kénnen auch 
die — in bekannter Weise bei der Bewegung der Verzweigungspunkte zu 
deformierenden — Integrationswege so gewahit werden, da8 der fiir z auf €, 
stetig fortgesetzte arcus (z — z,) dabei fiir alle » beschrankt bleibt. Ferner 
bleibt | z—z,| beschrankt. Daher ist dann 


| (2 — 2, Po] — 2 — 2, |r e“SUrdarete—an) 


fiir zc ©, und alle » beschrinkt, und damit fiir diesen Fall die Behauptung klar. 

Mégen zweitens fiir u—e (oder co) z,,—+0o gehen (k=1,2,..., k”), 
die iibrigen z, beschrinkt bleiben. Es wird |z —z,|<|z|+|z,|, und je 
nachdem der Schleifenweg im Endlichen verbleibt oder ins Unendliche ver- 
zerrt wird, da er eines der z», umgibt oder von ihm ,,mitgerissen“ wird, 
ist auf ihm |z| beschriankt oder darf |z|< 2|z,| angenommen werden, 
wenn z-, der betreffende, —- oo riickende Verzweigungspunkt ist. Danach 
ist also mit Riicksicht auf die Reihenentwicklungen fiir z,(w) sicher 
|z—2z,|<e|u—e|~° bzw. c|u|° fiir ein passendes positives o, und das 
gibt wieder die Behauptung unmittelbar. 

Wir fassen zusammen in 

Satz 11. Der variablen multiplikativen Klasse x," laft ‘sich eine 
Klasse K, von Riemannschen Funktionssystemen eindeutig zuordnen, der 
alle Integralsysteme J y(z,u)dz, genommen tiber eine bestimmt ausge- 
wahlie Wegbasis, angehéren. Jedes kongruenzunabhangige System von 
n Funktionen k{” aus liefert eine Klassenbasis von K, bzw. eine Integral- 
matrix eines Differentialsystems der Art. 

Auf die bei Nekrassoff a a. O. angedeutete Bestimmung der Mono- 
dromiegruppe dieser Klasse mit Hilfe der Methode der Deformation der 
Schleifenwege gehen wir nicht naher ein. 

Dagegen soll der Fall noch kurz besprochen werden, da8 man von 
einem System unabhingiger Integranden von ky ausgeht, wo nun 8 
8 von u unabhingige Polstellen bedeuten soll. 

Wir wollen setzen 


w,, = fpE(z,b,)dz(—0 fir h+v) (h,»=1,2,..., 8); 
(bay 

‘ att (A=1,2,..., 8), 

“aeee =f y-de (vy =1, By ves n); 

ae DE (z, b.)dz (A=1,2,...,%), 

. J (+, ,) (» = 1,2, ..., 8); 

Wrinere= fede : (h, » =1, 2,..., n). 
h 


(Die Bezeichnung w,, ist also in w,,, ,,, umgewandelt fiir h, y= 1,..., n.) 
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Nun ist die Matrix 


Ws, 0 0 
W= w,, 

i411 “Why Wi41,8 slat Weer etn 

Wein, PeTererrrre Win, ctn 


Basismatrix einer Riemannschen Klasse Ky, die wieder unabhangig ist von 
der speziellen Auswahl unabhangiger s-+-m Integranden. Die Klasse ist 
evident reduzibel (vgl. Schlesinger [11]), 8.107, und es mag darauf hin- 
gewiesen werden, wie iibersichtlich oe Petaidaem, daB sowohl die Koeffi- 


zientenmatriz des Differentialsystems qc = WP, als die Matrizen der Mono- 


dromiegruppe, fir die bei Fortsetzung gilt: 0 W = CW,**) beide die gleiche 
Gestalt wie die Matrix W selbst bekommen, aus den Eigenschaften der 
multiplikativen Klassen sich erklaren. 

In der Tat, dag erste spiegelt sich in der leicht iiberschaubaren hori- 


zontalen Reduktion von 2% nach Satz 4, S. 347, indem 2, B, © ~ (+) 


zur Reduktion wohl im allgemeinen €%(z, 6,), E™(z,a,), aber niemals 
€™(z, b,) erfordert (k +1). 

Die zweite Erscheinung wird bei Betrachtung der Anderung der Inte- 
grationswege evident, die zum Zweck der analytischen Fortsetzung ndotig 
ist. So erfordert z. B. (in wohl verstandlicher Symbolik) O€, zur (verti- 
kalen) Reduktion nach Abschnitt II, 8.353 und 354 eventuell alle Wege 
(b,)*, ©, ..., ©; wobei aber bei unserer (horizontalen) Basiswahl von 
den ersten s héchstens einer einen Wert + 0 beibringt. 


§ 2. 
Bedeutung der Periodenrelationen fiir das hypergeometrische 
Differentialsystem. 

Der einfachste Fall einer Klasse K, kommt zustande, wenn ein ein- 
ziger Verzweigungspunkt, etwa a, =u, variiert, waihrend die anderen fest- 
bleiben. Wir nehmen n> 2 und haben dann . 

¥) 1 z,u 
Of? (uy E(z,0,) = E™, 
ad} (x, a,) fe dx 
CH (uy  (e—a,) V(z,u)° 





V(z,u) = Ihe —a,)*(z—u)™ und | 





Die partielle Ableitung nach u erhalt den Wert 
av « WV ty Vv V ) 


duz—a, %-a@,z—-u wu-—a, 


2—-a@, 2z—& 


em & yg 
= ee (s. 8. 346, 3a). 


*) © ist Operator der analytischen Fortsetzung; vgl. [12], 8.507 und [13], S. 4. 
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Wir wollen nun zunichst u auf eine so kleine Umgebung eines Anfangs- 
wertes u, beschrinken, daB ein Schleifensystem wie in II, § 2 festgehalten 
werden kann, ohne vom Punkte wu iiberschritten zu werden. Wir setzen dann 


a V(z,u) y=], vane 
1. w,,— | Les dz eae , 


Ga 





w,, geniigt somit dem Differentialsystem *’) 


2. dw, __ ie aN 6,,%)w,, und ist nach 8. 367 auch wirk- 


du u—a, 





A=1 


lich eine Integralmatrix. 





Ist weiter 
dx A ~~ 
3. w,.=y¥ —_— mit = Ld ee 
ne The J (ea, (zw) 255A) A —Aaw Ay) 
Ca 
so gilt also 
d n 
@, ¥ 1 v ‘ a, “— 
‘. a 7 —= (—a,— 915%) = @,, und nach II, §3 
*j4=1 
. ‘ 
5. 2 Wy jn = 9,5 (h,j= 1, By cee B)e 


Nun mége wu irgendeinen Umlauf in seiner Ebene ausfiihren, und es 
sei C die zugehdérige Matrix der Monodromiegruppe von (w,,), D diejenige 


fiir (w,;,), so daS man also hat 
n n 
’ ° — . 
Ow,, = = Ona Way’ Om;, = 2 45,0, 
A= A= 


Die Relation 5. mu8 auch fiir die analytischen Fortsetzungen richtig bleiben, 


d. h. also, es ist auch 
n n 
dc,,4 » w,, Wy, a 6 


LL hj? 
A, xml J v=0 7 


und wenn man 5. erneut anwendet, folgt 
-# 
Xn Gs = 6, 


oder also: C und D sind komplementar. 
Satz 12. Ersetzt man in der durch bestimmte Integrale dargestellten 
Lésungsmatriz 


(a) w= [LE de (kh, » = 1, 2,..., #) 
Gs, 7! 


j 


7) Zuerst von Schlesinger [12], 8. 506 aufgestellt und -als ,hypergeometrisches 
Differentialsystem“ bezeichnet. 
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des hypergeometrischen Differentialsystems 2. die Exponenten durch die 
negativen, damit also k, durch k,, wit’ die Wege ©, durch die €,, so 


entsteht nach Linksmultiplikation mit (= a ) {und Rechtsmultiplikation 


-% 
h 





mit (d,,«,)] eine Basismatrix der komplementdren Klasse: 


a, dx 
(B) ae Re 1—A,°J (e—a,) V(z,u) 


Gy 





ist eine solche. 
DaB eine Integralmatrix der Form (f), ohne den Faktor a. und 


bei beliebiger Auswahl der Wege zu den komplementiren dhnliche Umlaufs- 
substitutionen erleidet, folgt aus Formeln von Herrn Schlesinger**), der 
eine Integralmatrix des adjungierten Differentialsystems aufstellt, die aber 
nicht die komplementire Gruppe zu haben braucht, wahrend wir eine Matrix 
der komplementiaren Klasse besitzen, die aber nicht gerade das adjungierte 
Differentialsystem zu erfiillen braucht. Da ja aber bet festem Wegsystem 
nach Satz 11, 8.368 die Gruppe von den «,(mod1) unabhangig ist, so 
folgt aus beiden Resultaten zusammen: 


me 7-1 z ‘ 
SEs Se J V(2.4) 62 ist cine Integralmatrix des ad- 
1—A, (x —a,) (4—u) 





7. On, = 
Sr 
jungierten Systems und hat die komplementire Gruppe. 

Diese beiden Eigenschaften hat auch die zu (w,,) komplementire 
Matrix (w,,). Wir werden nun im nichsten Paragraphen nachweisen, daB 
das hypergeometrische System, falls nicht gewisse Exponentensummen ganz- 
zahlig sind, tatsiichlich keine zwei nicht nur um einen festen Faktor ver- 
schiedene Integralmatrizen gleicher Gruppe hat. Daraus folgt dann 

8. w,, =Ccop,. 

Man kann leicht die Wege ©, , durch G,, G,,.,., €, ausdriicken. Um 
dies durchzufiihren, sei also 7 eine beliebige Funktion aus k,. Es ist nach 
dem Wegreduktionssatz 

Sndz= So, fade (h =1,2,...,n), 
Gp 
und es handelt sich um die Bestimmung der Konstanten g,,. Sind sie 
ermittelt, so ist damit wegen 7., 8. insbesondere bis auf einen Faktor c 
die Transformation gefunden, die die Schlesingerschen Werte 


dz = 
(a—a,) (a—u) V(x, u) 





«,(u —4a,) 





**) [12], S. 512 (25). Dort ist etwas allgemeiner w., durch p,w., und dem- 


, 


gemé8 w_, durch ersetzt (p, wie 8. 363). 
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und die zu 1. komplementire Matrix verbindet. Schreibt man nun 


Snda =(1—Az") Jv —(1— Ax") Joa, 


. Gr 
so wird 


Joa = Viv + Anas Tine t+ oe + Anat “* ~ Ag. * An-1 Ji 
= —(Areidauit... 4 Anaa-++Ag---An—-a Andy ). 
Indem man das eintragt, folgt nach einfacher Umrechnung schlieBlich 
(1—A,"*)A,,,---A, (h<y), 
(1 — Ap *)g,, =} 1 — Aga, --- Agee Ag_a (h=y), 
(1 —AS*)An.,.-AgesA,. (B>2). 
Wir bemerken noch ausdriicklich, daB die in II, § 2 angegebenen Anord- 
nungsverhiltnisse vorausgesetzt werden. Man hat zum Abschlu8 


n 
—- _ _ @(%—4,) V-*(z,u)dz . i te V(z,u)dz 
ree ae 2), f Cases. w,, — f Hieendse, 
bd Cy 








Damit erscheint die bei Klein’*) angedeutete Beziehung zwischen den 
Integralen mit entgegengesetzten Exponenten endgiiltig geklart, und zwar 
fiir den allgemeinsten hypergeometrischen Fall. — 

Sind M,(«,...,«,) fiir h=1,2,..., die Schlesingerschen Umlaufs- 
matrizen (a.a.O. 8. 507), so muB gelten 


~ 


M(«a,,..-,%,)4 =GM,(—a,,...,—«,), G=(g,,). 


Fiir n = 2 ist das noch sehr leicht direkt zu bestatigen. Es ist unseren 
Annahmen gema8 


m-( ahs 9G) 


zu setzen. — Die a, brauchen nicht reduziert zu sein; s. S. 364. 


§ 3. 
Ein Satz tiber das hypergeometrische Differentialsystem. 


Satz 13. Falls a,+-a,,...,¢,+,, @& +a,+...+4, keine ganzen 
Zahlen sind, ist ein Fundamentalsystem des hypergeometrischen Differential- 
systems durch seine Gruppe eindeutig bis auf einen konstanten Faktor 
festgelegt. 

Gleichwertig ist offenbar die Formulierung: Das hypergeometrische 
Differentialsystem gestattet unter der gemachten Voraussetzung keine Art- 
transformation in sich. 


19) [4], S. 195—196. 
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In der Tat, gibe es zwei Integralmatrizen W,U gleicher Gruppe, so 
wire W-*U =Q eine rationale Matrix mit Det. |Q| +0; zwischen den 
Integralmatrizen bestinde also die Artbeziehung 

U=Wgy. 


Es ware also einerseits 


/ ae dU 
qa = WA; qa = UA; 
anderseits 
dU _id 
5 =0(@-*49+07° 2), 
also 


Q49+Q° 2 =A; 


womit die erste Behauptung auf die zweite zuriickgefiihrt ist. Wir zeigen 
also jetzt: 
Erfiillt die rationale Matrix Q die Identitat 


dQ - a4 + 5; ,, & \ ; 
1. 7-=QA-—AQ mit A= (SZnae“s), so ist O=cH. 
Zum Beweis beachten wir, daB 1. ein lineares Differentialsystem 
erster Ordnung fiir die n* — N Elemente qg;, von Q vorstellt. Bezeichnet 


man ihr System, als Zeile ssidiilihas, mit 


0 = (Qys Ges -++s Uw) = (Gans Maas +s Vand Garr -++s Gand e083 Gna? +++? Inn) 
so schreibt sich 1. folgendermaBen: 


ry So q%&%; darin bedeutet YU eine Matrix von N = n* Zeilen und 


du 
Spalten, die wir genauer untersuchen miissen. 


Zuniachst ist 
s ¢€.—_. 4. =. be ig ee — se, wobei die W, jetzt konstante 
u—a@ u—@, a, 
Matrizen sind. Durch pas re von 1’. gewinnt man nun folgende Uber- 


sicht iiber die Gestalt von Y&,: Wenn man in bekannter Symbolik schreibt 
Air’... Al 
a. A” } , 


wo die Aj; n-reihige Matrizen sind, so ist 


3. a, = (“ 


Aj; = 0 fiir i+» und gleichzeitig i+ k, dagegen 
A’) = —a, E fir k+yv, und 


O.es G sa8 
ss 
At} = fiir k +, 
a, hy 
o. 0 


Mathematische Annalen. 105. 
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wo einzig die »-te Spalte nicht von lauter Nullen besetzt ist, endlich 


—(a, + a) a, 
0 —(a, + a) tt, 
A” a id ‘ FA 


O41 —(a, +a) 


&, —(@, + &) 

Das Differentialsystem 1. hat nur die singularen Stellen a,, co. Sollen 
nicht alle die rational vorausgesetzten g,, Konstante sein, so hat also min- 
destens eines von ihnen an einer dieser Stellen einen Pol, die determi- 
nierende Gleichung daselbst also sicher eine negativ-ganzzahlige Wurzel. 
Wir werden jetzt der Reihe nach die determinierenden Gleichungen priifen 
und finden, da8 bei unserer Annahme solche Wurzeln nicht vorhanden sind. 
Daraus ergibt sich dann als Zwischenergebnis: Die saimtlichen Elemente 
von Q sind konstant. 

Nun ist nach 3’. das determinierende Polynom fiir u = a, 


1%,—rG]— A — rE! 
k=1 
=(—r)(—r—a,— a)" -((— r+ a,+ @)(—1r""*))"" 


_ (1) 9? "8 (9 («, + «,)*)*-* 


(€ = n*-reihige Einheitsmatrix); wir kénnen also schon sagen, daB die 
q;, Polynome sind. : 
Im Unendlichen ist die determinierende Gleichung | 5%, + r€| = 0. 
r=1 


Schreiben wir das im Anschlu8 an die Bezeichnung 3. so: 


- 
| 2An + 7B; SAs; SAin 


> Anis SAm+ rE 
oder auch wegen 3’, 
A —(a,—r)B; —a,E; —«,E | 
—«,E; A—(a,—r) EB; —«,E 
—a, EB; —«a, EB; A—(a,—r)E 
My ove 
Hier ist A= ("" *) und in 4. die-N-reihige Determinante zu bilden. 


Subtrahiert man in 4. der Reihe nach die i-+1-te (aus n-reihigen 
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Matrizen bestehende) Zeile von der ¢-ten, fiir i =1,2,...,n —1, so bleibt 


|A+rHk; —-A-—rE; 0; 0 
0; A+rE&; —A—rE; 0 
—«, E; —u,E; A—(«,—r)E 


Durch Spaltenaddition erhalt man endlich 


|A+rB|""*|A+rE—(«,+...+«,)£]/=0. 
Es ist aber 
|A+rE|=r""*(r+ea,+...+¢,), 
also 
|A+(r—a,—...—«,)B|=(r—a,...—a,)*"*r. 
Somit ist keine ganzzahlige Wurzel vorhanden, unser Zwischenergebnis also 
bewiesen. 


Nunmehr ist also “e 0 und nur noch die allgemeinste Lésung von 


q A, 
u—4a, u— a, 


= 0 





in von uw unabhingigen q zu bestimmen. Es folgt einzeln 
q%,— qa, =...=q,—0. 
Dies sind n* lineare Gleichungen fiir die n* Unbekannten q;,; sie haben 
jedenfalls die Lésung 
Q:=¢C; 9,=0 fir i+k. 
Es gibt auch keine weiteren. Der Rang der Matrix 2 = (Y,, Y,,.. me Sh 


ist namlich n*—1. Um das einzusehen, braucht man nur in 2 die erste 
Zeile zu streichen und vom Restbestand aus 


Y, die Spalten 2, 3,. n;n+1, aus 
* die ee n+41, n+3 .., 2n;2n+2, aus 
u, de Spalten (n—1)0 +1,. n*—1 


zu entnehmen (Numerierung der Spalten je in 1 von 1 bis n*). 
Die hieraus zu bildende Determinante von n*—1 Zeilen und Spalten 
ist nicht Null, sondern bis aufs Zeichen 


Oy Og Uy I, +«a,)"~*. 
vol 
Damit ist der Satz bewiesen. Er iibertrigt sich, da sich aus 
dQ 
ia 94-49 


%) Die Matrix M hat also n* Zeilen und n* Spalten. 
25* 
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ergibt, q 
a@ — Q(—A) —(—4)Q 


sofort aufs adjungierte System, wofiir er oben angewandt wurde. 


§ 4. 
Die komplementire Klasse im allgemeinsten Fall. 


Es werde jetzt allgemein angenommen, wie § 1, 
V(z,u) = fi'(z,u)... fr"(z,u). 


Fiir u = u, mégen wieder die z, alle endlich und voneinander verschieden 
sein. Zusammen mit einem Integrationsanfangspunkt z, soll dann die An- 
ordnung des § 2, Abschnitt II bestehen, falls man in geeigneter Reihen- 
folge die z,(u,) mit a,,a,,...,a, bezeichnet. Damit sind die Wege G,,€, 
erklart. Fiir | uw — u,|< 6 wird keiner der Punkte z,(u) eine der Schle‘fen 
iiberschreiten, es gelten daher fiir alle diese u die Relationen des Satzes 9, 
8. 362, und daher bleiben sie bei analytischer Fortsetzung identisch richtig. 
ee) gar nicht notwendig zu x)". Wir haben 
also erst eine Integrandenbasis aus x," einzufiihren. Das geschieht, indem 
wir, gleich fiir die Integrale geschrieben, setzen: 





Nun aber gehért - 





n, | n, +n, 
Wi.=>%,, Want = a Why 
v=1 } v=n,+1 
W,.= 52,0, | “> ee Ce Se Cee 
r=1 
.. 
Wan, = D2)" wry 
vel 
allgemein 
Mot...+ Ng va 
Wi. = PS gt in tnt...thes) fz = fR.(2,u) V(2,u)de 
Y=Not.-.+%p— +1 Ga Ga 
fiir 
= M+... +n, +1; saof M+... +n; n,=0; o=1,2,...,1%. 
Ist Z die n -+-1-reihige Matrix 
Z, 
Z= *, 9: =(z,,(u)), 


Z, 


0 
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worin 
Mp-1 
Dea cttge ath Bat sbigestt 
) ad a, 2 
No-1 
1,4,., +o eat +Ne 
so hat man also 
n+1 
W,,.= 2 Wav Brn: 
v= 


Es sind ferner R,(z,u) rationale Funktionen von z nicht nur, sondern 
auch von u, wegen der Symmetrie in den Wurzeln je eines der Polynome f,, 
die offienbar in z héchstens an den Stellen z,(w) oder im Unendlichen 
Pole haben. W,, ist also wirklich aus K,, und da n unter den n +-1 Inte- 





granden _. unabhiangig sind, so auch wegen |Z| +0 auch n unter den 


Ausdriicken R,(z,u)V(z,u). Deshalb bilden die W,,, etwa fiir x =1,2,...,n, 
eine Klassenbasis von K,. 

Nunmehr sei A=(a,,) die zu einem beliebigen Umlauf in der 
u-Ebene gehérige Umlaufsmatrix jedes der Systeme W, , (x =1,2,...,m+- 1). 
Die Matrix Z erleidet dabei eine gewisse Permutation der Zeilen 


T= (seve )v,e=1,2 = n+l» 
‘TT, 0° 


die sich iibrigens in der Form ( ) darstellt (J7, gewisse Permutations- 


0 I 
matrizen fiir nur n, _— Es wird dabei aus W, , 
n+1 
OW,,. = 2a, = 3a,,30,,2 vn? 


anderseits, wenn Ow,, die zunichst nicht naher bekannte Fortsetzung 
von w,, bedeutet: 


n+1 h=1, Dos 
—30w,,32,,2 = Gr 2,. oey ee 


Durch Auflésung nach den GréBen . Ow,,x a, (Multiplikation eines 


n+1 val 


Matrixschemas vom Typ n{ ‘** mit der Matrix Z~* aus (n +-1)* Elementen) 
folgt nun ay 


n+l 


» 9w,,%,, = 2,1, 


v=l 
oder auch 


n+1 


6w,, = Sau. S0,7 ve’ 
da ja IIT= £. 
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Setzt man weiter ganz entsprechend 





Rt... Rp 
0 y-1 
2. = BR ieee aa ¥; f= ere (siehe 8. 370, 3), 
- _ - Zz, (u) ' 
Mot... + Rp tl Gj 
so wird, wenn beim Umlauf 
n 
OQ;, = 25,21. 
ebenso 
n 
60;,=2 b,, 310,42 
Es gilt aber nach III, 8. 362 
n+1 
Mie %e = 46,5; 
also durch Fortsetzung auch 
n ay n+l 
2 2 HB Mig ued Mee %ve = Ony (hy G= 1,2, ---0m) 
Da weiter ist 
n+l 
a %yo te = = Do6 


r=1 
und wieder 
n+t1 


ai, ®,o 6 93,9 
pal 
folgt schlieBlich ; 





n+1 


a8: wos 9, 


7 











d. h. die Matrizen A und B sind komplementdr. Das gibt den 

Satz 14. Die nach Satz 11 den Klassen KS" und Ki" zugeordneten 
Riemannschen Klassen Ky und Ko werden zueinander komplementar, sobald 
man die Wegwahl nach den Festsetzungen von II, § 2 trifft, und iberdies 


=-% 


in der Klasse Kj noch jeden ,,Zweig* mit —= multipliziert™*). 
A 


§ 5. 
Neue Gewinnung und Vertiefung von Satz 14 mittels des Vin,, 


Wir wollen das letzte Ergebnis noch aus dem Vj, herleiten, da man 
dabei in gewisser Hinsicht weiter kommt, beschrinken uns aber jetzt, da 


*1) Vom Verfasser im ,hypozykloidischen“ Fall auf andere Weise in der Arbeit [13] 
bewiesen. In diesem Spezialfall sind alle A, einander gleich, so daB8 der letzte Relativ- 
satz wegbleiben kann. 
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wir das allgemeine Ergebnis bereits besitzen, der Einfachheit halber auf 


den Fall «, =¢, =... =e, =1. Es ist dann p+ p=n-— 2, und das 
gedachte Vertauschungstheorem (S. 345) nimmt die Gestalt an**) 


a F™ (z, #) dz — dF (x, z) dz 
= ( p' ( 
- a(? — @..) ds - (z, a.,)d ” (x) Ty x(- aay l—«e dy” (2) iy ”) (2, a..)- 


Wir haben der Reihe nach zu antians 
1. daB die linke Seite bei Integration iiber €,, g, wie in II genau 
denselben Wert liefert. Denn man hat 


aF(z,2) @dF(z, x) a= 
~ dz O02 dz x 


und nach dem Vy, (S. 343) 
B (2,2) = B(2,2)+ 3 Slr — 4 EMM, a,)E°~” (zx, a,). 


v=0 y=0 
Der Integrand 
dF (2,2) dF” (x, z) 








dz dz 
ist also 
= BE (2,2 = ma m4 Fy a, EX” (2, a,) = —E%- (a, a,)*) 
v=0 y=0 


und unterscheidet sich demnach von 2(z, x) (II, §3) nur um einen fir 
zC@,, 7c G; regularen Summanden, der iiberdies, in k betrachtet, = 0 
ist, also keinen Beitrag liefert. 


. Ist wieder V(z,u)=f."...f7", so sind jetzt dj” und dy” 


selbst aus x", wie leicht aus 8S. 333, 336 folgt, da 
V 
g?~Se 





=1+O0,t+..., 


wo die C, aus dem Koeffizientenkérper der /, stammen. 
3. Das System der Differentiale 
d¥"” (z, a.) (»=1,2,...,p—1), 
y,dz= (y—p+1) = — ay 
dy (y=p,....n=pt+p—2) 
ist kongruenzunabhingig (wie Satz 5 einzusehen!), ebenso dann in k das 
System 
a (vy — a, \dp” (x) (y=1,2,....p—1), 
z= ” 
(—y + p—2—a,)d§°-"* (2) (9 = py... 0). 





*) Hierzu Schlesinger [10], I, 8. 413 (9). 
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Setzt man jetzt 





* ,* 

= fds: of — 1 [naz (wer) = W*, 

Bee ee ee Bai A) Aa \(I-Ap gy (ear) = O*, 
a 


so hat man zwei genau zueinander komplementdre Basen von K, und K,. 
Da es nun nach der Methode des Satzes 3a (S. 348) systematisch méglich 
ist, jede Integrandenbasis von x," auf y,dz zu reduzieren, so kennt man 
nunmehr zu jeder Basis von K, die komplementdre in linearer Darstellung 
durch bestimmte Integrale iiber Elemente von kj”. Denn aus 


W=W*R folgt W=2*R, 
wenn R(u) eine Matrix rationaler Funktionen mit | R(w) +0| bedeutet. 
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Hypergeometrische Funktionen zweier Verinderlichen. 
Von 


J. Horn in Darmstadt. 


In den Math. Annalen 34 (1889)*) habe ich eine Potenzreihe der 
beiden Veranderlichen z, y 





DA,, zy" (4, w= 0,1, 2, ...) 
Am 
als hypergeometrische Rethe bezeichnet, wenn die beiden Quotienten 
Ages Aj, w+ @ 
Ai, ~= f(A, 4); Ain g (A, #) 


rationale Funktionen von A, u sind. Ich habe die Konvergenz dieser Reihen 
untersucht und Systeme linearer partieller Differentialgleichungen aufgestellt, 
welchen sie geniigen. Spiter haben sich Mellin, Birkeland und Kampé 
de Fériet mit diesen Reihen beschiftigt*). Die einfachsten hierher gehérigen 
Reihen sind die vier von Appell (1880) eingefiihrten Reihen und die sieben 
Reihen, welche P. Humbert (1920) durch Grenziibergang aus den Appell- 
schen Reihen hergeleitet hat. 
Bei den genannten speziellen Reihen ist 


F(i,n) G (4, w) 
FM) Gay? 9M ogy’ 
wo F(A, u), G(4,m), F’(a, w), @G’(A, u) ganze rationale Funktionen héch- 
stens zweiten Grades von A, u sind. Dabei wird mit Riicksicht auf die 
Differentialgleichungssysteme der hypergeometrischen Reihen*) immer voraus- 
gesetzt, daB F’(4, u) den Faktor 1+ 4, G’(d, uw) den Faktor 1+ yu ent- 


1) Uber die Konvergenz der hypergeometrischen Reihen zweier und dreier Ver- 
Anderlichen; kiinftig mit H. zitiert. 

*) Literaturangaben befinden sich in der Monographie von Appell und Kampé 
de Fériet, Fonctions hypergéométriques et hypersphériques, polynomes d’Hermite, 
Paris 1926, die wir mit A.-K. zitieren. 

*) H. 8. 179f, A-K. Kap. IX. 
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halt. AuBer den Appellschen und Humbertschen Reihen gibt es eine 
gréBere Anzahl weiterer Reihen, bei welchen F,G, F’,G’ ebenfalls héchstens 
vom zweiten Grad sind. Derartige Reihen werden in § 1 aufgestellt. In § 2 
und § 3, wo die Integration der Differentialgleichungssysteme der Rethen 
begonnen wird, werden aber nur einige als Beispiele weiter behandelt. 


§ 1. 
Wir benutzen die Bezeichnung 
(a,m)=a(a+1)...(a+m-—l), 
wenn m eine ganze positive Zahl ist, und setzen (a,0)=1; wenn n eine 
ganze positive Zahl ist, setzen wir 


e 1 _ (—1)* 
oe = (i—a, n)° 





(a, — 


Fiir positive und negative m und n ist 


P(a+m) 
(a, m) = oy 
und 
(a,m-+1)=(a,m)(a+m), 
(a,m-+n)=(a,m)(a+m,n). 
Setzt man‘) 


A, = ]](a;,u;,4 + v; 4) (¢=1,..., 8), 


M 
t 
wo u,,v, positive oder negative ganze Zahlen einschlieBlich 0 sind, so ist 


f(A, w) = I] (a, + uA4+ on, u,), 


g(4, w) = J] (a, + u,4 + ¥, m4, »;). °) 


Der Grad p des Zahlers F der rationalen Funktion f ist gleich der Summe 
der positiven u, der Grad p’ des Nenners F’ gleich der Summe der ab- 
soluten Betrige der negativen u; der Grad g des Zahlers G von g ist gleich 
der Summe der positiven v, der Grad g’ des Nenners G’ gleich der Summe 
der absoluten Betrige der negativen v. Da F’(i, u) durch 1+ 4, @’(a, ») 
durch 1-+- wu teilbar sein soll, miissen (1,4) und (1,) als Faktoren des 
Nenners von A,, auftreten. 





*) H. 8. 557. 

5) Hier sind F(i,u), G(4,m@), F(A, u), G'(4, 4) Produkte von Linearfaktoren 
a+ui+vu, wo a,u,v von 4,4 unabhingig und u,v ganzzahlig sind. Die allge- 
meinste Form der rationalen Funktionen f.(4,), g(4,) wird von ©. Ore in der 
Arbeit: Sur la forme des fonctions hypergéométriques de plusieurs variables, Journ. 
de Mathématiques (9) 9 (1930), S. 311—326, aufgestellt, auf die mich Herr Blumen- 
thal nach Einsendung der vorliegenden Arbeit aufmerksam gemacht hat. 
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Um die einfachsten hypergeometrischen Reihen zu erhalten, bilden wir 
Ausdriicke A,, von der oben angegebenen Form, bei welchen die Summe p 
der positiven u, die Summe g der positiven v, die Summe p’ der absoluten 
Betrige der negativen u und die Summe gq’ der absoluten Betrige der 
negativen v samtlich gleich oder kleiner als 2 sind. Damit wir konvergente 
Reihen erhalten, nehmen wir p< p’, g<q’ an. 


— —— 


Wir setzen zuniichst p == p’= 2, g=q’=2 voraus. 
AuBer den vier Appellschen Rethen 


_ sre dtu) (Bs4)(8 H) 2 
F(@B, B29) =D) Gasmidn 
F,(«, BB’, y, y’, x, y)=)>) (a, 4+ m)(B,4) (8 ft) ay", 


(7,4) (7',#) (1,4) (1, #) 
, , Qa, (ec, me i u 
P,(a,a’, B,B’, 7, 2, y) = dy Pe eB DBS) 8 ye 


@A+u),ay(,a) ” 4? 
, (a,4-+m)(B,4+4) a 
F,(@, Bs 7,7 %Y) “2%, A)(y', a) (1,4 la)” y" 
haben wir die drei Rethen*) 


j ,A+m)(B,u—i —K 
G,(«, 8.8.24) =—yS SCTE ni <=) gt yt, 


























G,(a,a', Bp’, 2, y) — dy Seren a ay’, 
. ’ a@,2u—A)(a’,2i—m) jw 
G,(«, a’, x, y) -> = Gi, aa CRTCR Dak y 


und die sieben Reihen 


_ St (@,4—#)(B,4+) (7, #) 
H,(«, B, 7, 9,2, 9) = GAA wy M 


rer dare) — I SAMA ay, 
He B29) —Saarayth ite” Y 
H,(«, B, 7,9, #9) =2 Geant. 5 i “)” xy", 
Mehran —SGBiinted sty, 
=» en ee zy", 


, (a,24—m)(B,u)(y,") a 
(e 4 ~ “ 
H,(«, 8, 7,8, 2,9) = (6,4)(1,4)(1,#) ni 























H,(«, B,y, 2, y) 
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Es sei jetzt p< p’= 2, q<q'=2, aber p und qg nicht beide gleich 2. 
AuBer den sieben Reihen von P. Humbert 


(a,4+m)(B,A) “ 
®,(a, By, x,y) =) Gite” ” 


E »4)(8’, 
,(8,B8 7,2, y) “DIG. # - xy", 

















A+w)(1,4) (1,4) 
a ¥ (8, 4) ay" 
(B, Y, @, y) ” had (y,4+24)(1, 4)(1,4) ¥ ~ 
ry (a, ___ (@,4+n) (8, [ 
¥1(4 bo H1 =D GaGa e* Y 
2 7 (a,4+m) x 
Y.(a,y, 7’, 2, y) => (7; A)(y4 a), A4)(1, a)” y*, 








- Is (a,4)(@’,m)(B,4) a 
- 1(@, a’, B, Y,%,Y =D A+n)(l, aq, wy y’; 


=, (a, B, ¥, 2, y) =: by (@,4)(B,2) x? y" 


— &i+H)0,4(e)” 
haben wir die zwoélf Rethen 


r,(a, B, b’, 2, y) my A) (B,u—2)(B", BH) gh ye 

















(1,4)(1,m) 
’ ~ (6’, ee 
T,(8, 8, 2, y) Be, f a oe = As xy" “ 
(a,4—p)(P,4+2) 
H,(«, 8,6,2,y) = (6,4)(1,4) Gi, ae) zy", 





»A— ) 4) ( ’ ) 
ithe “GHD OB? Y 


(a,4—p)(B,4) 4 
H, (a, 8, 4, z, y) =D G. 4)(1,4)(1,)~ y 

















(a@,4A—m)(y,m) a 
H,(¢,7,6,2,y) = (6,4) (1,4) (1, #) " 
(a,4—p) 
H, (a, 6, 2, y) =) Gy, 4,4), #)” zy", 
_ (a,24+4) 4 
H, («, Y, 2, y) => (y,4+2)(1, y(n)” y, 





(a, 24+ 4) a*y 
H,(«, y, 6, 2, y) =) GIG: #)(1,4)(1, a)” 








f a,2i4— 7! 
Mohan) SAEED ay, 
H, (a, B, d,2,y) => §%24—#)(8,#) 


(8,4), 4) (1, a) * 


(a,2A—p) x 
H,o(@, 6, 2, y) =D a 4,4) 0, mu)” y". 
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Es sei schlieBlich g = g’=1, pS p’=2. 


Wir erhalten noch einmal sechs Rethen, auf die wir jedoch kiinftig 
nicht eingehen: 


(a, 4+) (B, 4) 
X,(@, By, 2,y) => Gia teat 8 


(a, 24+) x 
X,(@, y, 2, y) =) Givi. Ay, uy)” y 


y (a,u—A)(B,4)(y,4) 
X,(@, B, 7, 2, 9) =D) 


(@,4+ mn) A 
K,(@, 7,2, y) =) (7, 4)(1, a)(,m) ” ” 


P A A 
K,(@, B, Zz, y) B Pada pA)B DN) 4 ye ’ 


Pr. (a, u—A) 
K(a2y) =D aii? 


Die Reihe F, geht fiir f’=y’ in X, tiber, H, fiir 6 =e in eine Reihe, 
die aus X, durch Vertauschung von x und y hervorgeht, H, fiir 6 =6 
in X,. Die Reihe Y, geht fiir 6 = y in K,, die Reihe H, fiir 6 = 6 in K,, 
die Reihe H, fiir 6 =4 in K, iiber, wobei in den Reihen K,, K,, K, die 
Verinderlichen x,y OAD 4 sind. 

Der Fall g = 0, g’=1 und der Fall p< p’=1, g<q’=1 kommen 
nur bei Reihen vor, die sich auf hypergeometrische Funktionen einer Ver- 
anderlichen zuriickfiihren lassen. 

Die in den aufgestellten Reihen enthaltenen Konstanten a, f,... sind 
so anzunehmen, da der Koeffizient A,, niemals unendlich wird. A,, ist 
sicher endlich, wenn ganzzahlige Werte von a, f,... ausgeschlossen werden. 

Die Konvergenzgebiete der aufgestellten hypergeometrischen Reihen 
kénnen nach H. § 4 und § 5 bestimmt werden. 

Jede der hier betrachteten Reihen geniigt, wenn wir durchweg p’=q’=2 
annehmen, einem System linearer partieller Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, weiches nach H. § 6 aufgestellt werden kann. Die Differential- 
gleichungen H. 8S. 579 sind jetzt, wenn 











ay", 








oz as . oo " as a*z a 
dz P» ay 2? az* dzdy *” dy? 
gesetzt wird: 


(G39 %* — ago 2) 7 + (Au ty — Gi y)8 + dory*t 
+ (dy % — Ajo) P + An YG + 42 = 0, 

boo x? r + (b,, ry — bi, 2) 8 + (Boy? — doe y)t 

+ by x p + (bo y — bor) g + Boaz = 0. 
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Die zur Bestimmung der Koeffizienten der Differentialgleichungen dienenden 
Formeln H. 8. 581 lauten jetzt 


G,,4(A —1) + ay, 4 + og (me —1) + G94 + ay, + Oy = F(A, 1“), 
bg A(4 — 1) +.B, A + Dog (sm —1) + Big A + 0g, H+ Dy = G(A, ) 
oder 
yy A* + Gy, Apt + Gyg t+ (yy — Gag) A + (gy — Beg) + Gog = F(A, #), 
by 4° + b, Aut Boe w+ (by sia bso) A+ (bo, = boa) a+ boo = G(A, u) 
und 


F'(4, #) 


4 , 
Aig A + Aj, M+ Ajo = oS ae 





bi + boo + box — oo"). 
Ist F(A,m) oder G(4,) vom ersten Grad wie bei den Reihen von 
Humbert oder bei den Reihen I und H, so verschwinden die Koeffizienten 
Ag, G13, Aq bZW. Dao, 5,1, Do, 

Das System linearer partieller Differentialgleichungen, dem eine der hier 
betrachteten hypergeometrischen Reihen geniigt, kann im allgemeinen auf 
ein vollstindig integrierbares System totaler linearer Differentialgleichungen 
mit vier abhangigen Verinderlichen z, p,q, s*) oder mit drei abhangigen 
Verinderlichen z, p,q *) zuriickgefiihrt werden. Es besitzt im ersten Falle 
vier, im zweiten Falle drei linear unabhdngige Integrale. 


§ 2. 


In H. § 6°) wurde das Differentialgleichungssystem der allgemeinen 
hypergeometrischen Reihe 





2=DA,,2'y" 
aufgestellt: 
i on -a+p 
D (dap 2" y* — acp2*~*y*’) —~ =0, 
ap ax dy? 
a+, 
DS (big xy? — diga*y’*) = 0; 
af oa* oy 


dabei ist aj;—0, bio =0. Wir benutzen die Bezeichnung 
[a,m]=a(a—1)...(a-—-m+1); [a,0]= 





*) A.-K. 8, 44—49. 
*) A.-K. 8. 53—55. 
®) Vgl. AK. Kap. IX. 
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Zur Berechnung der Koeffizienten a,, bag, @.9, b.g dienen die Gleichungen 


Zeeel4 «lle, B) = F(A, B), 
J Paal4, «\(u,B} =G(d,p), 


2 aes [A+1,«][u, 8] = F(A, »), 
J dep [4s @][m +1, 8] = G'(4, u). 


Die beiden letzten Gleichungen kénnen geschrieben werden: 





ee _ F(a, w) 
J) dua [4,@— 1] [m, B) = iyi” 


, = G' (A, #) 
J deal’, e][u, B—1 =. 
Wir suchen unser Differentialgleichungssystem durch eine Rethe von 
der allgemeineren Form 


s= 50, 2°*' yt" (4, w= 0,1, 2,...) 


Au 
zu befriedigen, wo o und o zu bestimmende Konstante sind. In dem 
friher behandelten Fall o=0,o=0 geht C,, in A,, tiber. Es ist jetzt 


x* y? — 





Ja = le +4 allot a, B)C, 2° y"™ 


(4, s = 0,1, 2,...), 


e-1.4 attb; 





x oe 5=Sletist+ie][o+m,p)C,,, 2° y?* 
cx cy Au 


(4=—1,0,1,2,...; #=0, 1,2,...), 


paths 
x" f-1 “__* — S[o+i,a][o+pn+1, p]C, ag ght" 
ax*ey? ih - 


(A=0,1,2,...; «= —1,0, 1, 2,...). 
Durch Einsetzung dieser Reihen in die Differentialgleichungen und Ver- 
gleichung der Koeffizienten von 


C+ o+u 


xethy (a, uw = 0, 1, 2, ...) 
erhilt man fiir die Koeffizienten C,, die Rekursionsformeln 
(a) PO eo cee ee 
"(Go +4,6+4)0,,.:=4(o+4,0+2)C,,, 
welche aus den friiheren Rekursionsformeln fiir die A,, dadurch hervor- 


gehen, daB man 4 durch 9+ 4 und yw durch o + u ersetzt. Durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten von 


(4, n= 0, 1, 2,...) 


eth o+u 


aetty (4——1; u=0, 1,2,...) 














388 J. Horn. 


in der ersten und der Koeffizienten von 


aett yore (4=0, 1, 2,...; «= —1) 
in der zweiten Differentialgleichung erhalt man die Gleichungen 
F’(o—1, e+ 4)C,,=0 (sa = 0, 1,2,...), 
G'(o +4, o—1)C,,=0 (4=0, 1, 2,...). ; 


Setzt man u = 0,4= 0, so hat man die Gleichungen 
F’(o —1,0)C,,=0, 
G'(e,o—1)C,,.=09. 
Diese sind erfiillt, ohne daB C,, verschwindet, wenn 0 und o den Gleichungen 
gentigen: 


F’(o —1,0) =0, 
(b) (@ a) 


G'(o,o —1)=0. 


F’(o@ —1, 0) enthalt den Faktor 0, G’(o,o—1) den Faktor o, so daB die 
Lésung 9 = 0, o = 0 vorhanden ist. 

Nach Annahme eines die Gleichungen (b) befriedigenden Wertepaares 0, 0 
sind alle C,, durch die Rekursionsformeln (a) bestimmt, wenn C,, etwa 
gleich 1 angenommen wird. Man hat zu priifen, ob auch die Bedingungen 





(c) F’(9—1,0+4)Q,=0 (= 0, 1, 2,...) | 
und 
(d) G'(e+4,6—1)0,,=0 (4=0,1,2,... 


) 
erfillt sind. Die Bedingungen (c) sind erfiillt, wenn die Rekursionsformeln (a) 
Cy, = 9 (u=1, 2, ...) ergeben oder wenn F’(o — 1, 6 + nw) = 0 (u=1, 2,...) 
ist, die Bedingungen (d), wenn C,,= 0 (A =1, 2, ...) oder wenn@'(o +4, 0 —1)=0 
(A=1,2,...) ist. 

Wir nehmen 


A,, =[](a,, u,A+v,") — [a =) 





an, so daB 
z=) IT(a,, u,A+ v; u) a" y" 


Awd 
die Ausgangsreihe ist. Die Rekursionsformeln (a) werden durch 





oot I(a,+u,0+v,0+u,4+ 0,4) 
C4 =I] I'(a,) 


oder durch 
0, JJ Tat wetness tt se) TT(a,+ u,o + 0,9, uA + v;") 
i 7 


I'(a,+ u,o+,¢) 
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befriedigt. Wenn diese GréBen C,, die Bedingungen (c) und (d) erfiillen, 
waihrend @ und o den Gleichungen (b) geniigen, hat unser Differential- 
gleichungssystem die Lésung 
. = 2 1T(a,+ u,o + v,6, u,d + v, uw) att y?*", 
wd 
Es ist noch festzustellen, was an Stelle von 

p(4, uw) =(a,4+ 4,0 + 0,9, uA + 0,4) 

zu setzen ist, wenn 


a,+4u,e+v,0=0 
ist; d. h. es ist 





lim (a, n) = lim 16¢+*) 


a>o0 a>0 r (a) 
fiir ganzes positives oder negatives nm zu bestimmen. Aus den Gleichungen 


I'(a)(1—a)=—— 











sin za’ 
x —1)*2 
P(a+n)P(l-a—n) = SG 
folgt 
I(a+n) (—1)*I(1—a) 
Tia) Tii-a-n) ”’ 
also 


._ I(a+n) (—1)* (—1)* 
im Ta)  ~T-«) ~" G.-s)° 


Demnach ist (4, 4) im Falle a,+ u,9+-v,0=0 durch 





(—1)#4 + %e 


v(4, u) = (1, —%4—0,2) 


zu ersetzen. 
Man kann die Einfiihrung des Ausdrucks y(A, «) auch folgendermaSen 
begriinden. Fiir p(4, ~) gilt die Rekursionsformel 


pla +1, #) _ (a,+ u,o + 0,0 + ud + OM, u,) p(A, #), 
fiir w(A4, u) die Rekursionsformel 
v(A+1, wu) =(u,d+ 0, m, 4) y(d, #), 
in welche die erstere Rekursionsformel iibergeht, wenn a, + u,09 + v,0 = 0 
ist. Entsprechendes gilt bei Vertauschung von 4 und x. 

Der Ausdruck y(i, u) verschwindet, wenn u,i-+-v,u eine der Zah- 
len 1, 2,... ist. 

Wenn F’(4, u), @’(4, 4) vom Grad 2, F(A, u), G(a, 4) héchstens vom 
Grad 2 sind, gilt das am Ende von §1 angeschriebene System von zwei 
linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung; es ist 

F’(A, w) = (1+ 4) (a4 + air + aio), 
G"(a, w) = (1+ #) (bind + Bord w+ by). 


Mathematische Annalen. 105. 26 
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Die zur Bestimmung von g,o dienenden Gleichungen (b) sind 
F’(o — 1, 6) = e(ame@ + 4:15 + Gyo — Ay) = 0, 
G’(0, 6 —1) = o( bi @ + dogo + Bo, — Boo) = 0. 
Sie haben folgende Lésungen: 


1. e=0, o=0; 

2 — 

2. eo=1 a? ° 0; 
bf 

3. =0,0=1-—7; 
bee 


4. eine etwaige Lésung der beiden linearen Gleichungen 
G39 Q + Aj, O = G9 — Ayo, 
bis @ + Big 6 = Bog — bon - 
Wir bemerken noch, da8 
F’(o—1,0+4)=a,on, 
G'(o+i4,o—1)=b, 04 
ist, wenn g und o den Gleichungen (b) geniigen. 

Wir setzen voraus, da8 die in unserer hypergeometrischen Reihe ent- 
haltenen Konstanten so beschaffen sind, da® alle C,, endlich sind. Nach 
H. § 4 und §5 hat die Reihe S'C,,2*y” dasselbe Konvergenzgebiet wie 
die Ausgangsreihe. 

Wir behandeln einige Beispiele. 

1. Fiir die bestindig konvergente Reihe 


P ? —A »A- 
r, (6,629) = IS) Oat y" 


F(a, u) =(1+4)(6-1—4+2), 
Q'(a, u) = (1+) (6-14 4-4). 
F’(g — 1,0) =e(8 —e+0)=0, 


G'(e, 0 — 1) = 0(6’+ @—0)=0 
haben die drei Lésungen 





ist 


Die Gleichungen 


0, 
B, 
0, 

B-—oe+o=0, B’+e—0=0 
sind nicht vertriglich, wenn £ + f’+ 0 ist”). 


> ® 
1 | 
aaa 


I 


0, 
= 0, 
B’; 


i 
I 


die Gleichungen 





%”) Das Differentialgleichungssystem der Funktion I, hat (wie dasjenige der 
nachher betrachteten Funktion G,) nur drei linear unabhangige Integrale. 
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Den Werten 9 = 8, o = 0 entspricht 
_ Bb St (B—B,u—4) (B'+B,A—m) 1 
an DY 
oder, da (0, 4 — 4) durch 





(—1)*-* (—1)2+# 
(l,4—m@)  (1,4—p) 
zu ersetzen ist und fiir « >A verschwindet, 
a ae (B+ ',a #) oe 
ema! SOR part —2)*(—y)*. 
Fiir o= 8, o=0 ist 








F'(e— l,o+p)—£u, 
G'(o+4,0o—1)=0; 
da C,,= 0 (u=1,2,...) ist, sind die Bedingungen (c) erfiillt. 
Den Werten 9 = 0, o = f’ entspricht 
ons af By (B+ 8’, w—’) a = J 
t= 9" 2 (146m) ead 6%) (H¥) 
= setzen voraus, daB £, f’, 8 + 8’ keine ganzen Zahlen sind. 
. Aus der fiir |z|<1,|y|< 1 konvergenten Reihe 
, , _ ¥(a,4) (a’, mu) (B, u —A) (B’, i- u) ay 
iia (1, 4) (1, “) 
ergeben sich fiir F’(4, u), G’(A, u) dieselben Ausdriicke wie bei I,, also 
auch dieselben Gleichungen fiir 9,0, so daB wieder die drei Wertepaare 
o=0,0=0; 9 =f,0=0; o=0, 0 = f’ vorhanden sind. Das Differential- 
gleichungssystem der Funktion G, hat die zweite Lésung 











_ og ¥(at+B, A) (a’,u) (B+ p',4—p) ep 

=<? - (i+B.4) (en) (day 6) (—9) 
und die dritte Lésung 

gm yh? Sed) (a+ 8" w) (B+ Bu — 2) (_ rte 





eea (1,4) (1+ 8’,u) (1,4—4) 
Wie bei I, sind ganzzahlige Werte von f, 8’, 8+ ’ auszuschlieBen. 
3. Fir die Reihe 


1(a,4—m)(B,4)(y, #) (4, #) Pe 
H, (a, B, 7, 6, ¢, 2, y) =) EO TC iad 
welche fiir 





leI<hlyl< aa aH 


konvergiert, ist 


F'(2, 2) =(1+4)(e+4), 
G'(a,u) = (1+ m)(@—-14+4-y). 


26* 
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Fiir 9 und o haben wir die Gleichungen 


F’(e —1,6)=o0(e+«—1)=0, 
G'(e,o—1)=e(e —o+a—1)=0 
mit den vier Lésungen 
o=0, o=0; 
o=1l1—e,o=0; 
o=0, o=@a; 
o=l—e,o=—a—e+1. 
Die Ausdriicke 
F’(e—1,0+p4)=e(¢+e-1), 
G'(e+4,6—-1)=0(g+4—0+a—1) 


verschwinden fiir 9 = 1—e,o—0, so daB das Differentialgleichungssystem 
der Funktion H, durch 


_ ae FU(a—2+1,4—m) (B—2+1,4—2) (y,@)(8,") a 
e=@ a a (2—2,4) (1,4) (1,2) 7 


=2'~H,(a—e+1, 8 —e+1,7,6,2 —e,2,y) 
befriedigt wird. 


Fir 9 = 0, o=a erhalt man, indem man (0,4 — ~) durch 





(—1)**" 
(1,“—A4) 








ersetzt, die Reihe 


(8,4) (a+y,") (a+, u) 


on a” i; 
2=¥ 2 (i)(e,4)(+a,n) (pa) (—*) (— 9) 


mea 





welche wegen 
C,,=0 (4 =—1,2,...), 
F'(o—1,0+4)=e(e+e—1)=0 


dem Differentialgleichungssystem der Funktion H, geniigt. 
Fir 9 = 1—¢e,0o—a—e-+1 ergibt sich die Reihe 





ans 1-—-s @-—e+1 (B—#+1,4)(a+y—e+1,u)(a+6—8+1,") a “ 
stile TANS. 2 (1,4) (2s, 1)(a—e+2.n)(,x—2)  (—#) (—9)” 


welche dem Differentialgleichungssystem geniigt, da 


C,5=0(4 = 1, Bevedy 
F'(e—1,6+4)=e(e+e—1)=0 
fiir 9 =1—e ist. 
Wir schlieBen ganzzahlige Werte von «,« und « —e aus. 
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4, Bei den Reihen F,, F,, H,, ¥,, '%,,H, hat A, ” den Nenner 


(1,4) (1, #)(y, 4) (7, #)- 


F'(4, uw) =(1+4)(y+4), 
G'(4, w) = (1+ 4) (7’+ 2). 


F’(e—1, 0) = o(9+7—1)=0, 
G’(e,o—1) =0(0+7’—1)=0 
haben die vier Lésungen 


Es ist 


Die Gleichungen 


o=0, o = 0; 
o=1—y,o=0; 
o=0, o=1—y’; 
eo=1l—yo=—1-—y’. 
Wegen 
F'(o—1,0+y)=F’(o — 1,0) =0, 
G'(e +4, o—1) =@'(e,0—1)=0 
sind die Bedingungen (c) und (d) erfiillt. 
Demnach haben die Differentialgleichungen der fiir 


2\¥z\+\y|<1 
konvergenten Reihe 


, (a, 24+ m) (6,1) 
H(«, Bm 7% 9) =D cyte e Gre” 9 





die weiteren Lésungen 
a’ Hy (@ —— 2y +2, B, 2— y> ”’, z, y), 


y'-" A,(« ae y+ 1, B ig: r+ 1, ’ 3— ”’s z, y), 
airy t-Y Ha —2y— y’'+ 8,8 —7'+1,2 —y, 2 —y’, 2, y); 
dabei sind die ganzzahligen Werte von y und y’ ausgeschlossen. 
5. Es seien noch die Reihen erwahnt, in welchen A,, den Nenner 


(1, 4) (1, 4) (7, 4+ 4) 


F’(4,u)=(1+4)(y+4+4), 
@'(4,u)=(1+4)(y+4+xn). 


hat. Hier ist 


Die Gleichungen 
F’(q — 1,0) =9(9+0+y7—1)=9, 
G'(e,o—1)=o(e+0+y7—1)=0 
haben die Lésungen 


o=0, o=0; 
o=l—y,«o=0; 


en®, oml—y7; 
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sie werden auBerdem durch alle Werte 9,0 mit der Summe 0 + o = 1 -- y 
befriedigt. Es ist ‘ 
F'(o—l,o+p4)=ep, 
G'(o+i,o—1) =a. 
Nehmen wir als Beispiel die Reihe 


_ y7__ (8,4) (8',#) a 
P,{B, B, 7, 2, y) = Daa)” y 





und setzen wir 











C hin (B+ 0,4) (B’+o,p) 
Au (y+et+e,4+n) (1+e,4)(1+4,4)’ 
so sind 
af (B’+0,#) 
Ou (y+e+o,u)(1+6,p")’ 
0, —_b+ er) 
40" (y+e+2¢,4) (1+, 4) 


von Null verschieden, wenn die Konstanten f, f’,y nicht besondere Be- 
dingungen erfiillen. Die Bedingungen (c) und (d) 
ouC,,=9, of0C,,=90 
sind also nicht samtlich erfiillt, wenn nicht 9 = 0,o=0 ist. Durch den 
Punkt z = 0, y = 0 geht, wie sich in § 3 ergibt, das singulare Gebilde x = y 
des Differentialgleichungssystems der Funktion ®,. 
Liegt die Reihe 


<4 (B, 4) a 
%,(8,7,2,y)= (4+) (1,4) (oe) y" 





vor, so haben wir 
ae (B+e,4) , 
Am (y+e+0,4+4) (1+0,4)(1+¢6,@)’ 








es sind 
C= ; 
on  (y+e+¢,H) (1+e,p)’ 
Cyo= (B+ 0,4) 





(y+e+a,4)(1+e,4) 
von Null verschieden, so daB die Bedingungen (c) und (d) wieder nur fiir 
e = 0,o=6 erfiillt sind. In § 3 wird sich ergeben, daB sich die Integrale 
des Differentialgleichungssystems der Funktion ®, bei x = 0 unbestimmt 
verhalten. 


§ 3. 
Um das System linearer partieller Differentialgleichungen, welchem 


eine hypergeometrische Funktion geniigt, weiter zu untersuchen, fiihren wir 
es auf ein System totaler linearer Differentialgleichungen zuriick™). 


”) A.K. 8. 44—49, 54. 
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Wir geben einige kiinftig zu benutzende Sdtze tiber Systeme linearer 
Differentialgleichungen mit einer unabhangigen Verinderlichen und iiber 
vollstandig integrierbare Systeme totaler linearer Differentialgleichungen mit 
zwei unabhangigen Veranderlichen an. 

In dem System linearer Differentialgleichungen 


eft = SAn(2)Y, (¢=1,..., m) 


Aj, (2) = aye + aie x + aip2’+... (i, &=1,...,m) 
in der Umgebung von z = 0 regulir. Die Determinante 


Goss +009 Gay? 


habe die WeierstraBschen linearen Elementarteiler r—r,,...,.7 —T1,,; die 
Wurzeln r,,...,7,, der determinierenden Gleichung 4(r) = 0 brauchen nicht 
simtlich verschieden zu sein, es soll aber zwischen ihnen keine von Null 
verschiedene ganzzahlige Differenz bestehen. Dann besitzt das Differential- 
gleichungssystem ein Fundamentalsystem von m Lésungen 


Yay = 2 Dy (ZL), +++) Yue = 2" Puy (Z) (4 =1,..., m), 


WO P,,;++5» Pm» POtenzreihen von x sind, welche fiir x = 0 nicht simtlich 
verschwinden**). 

Die Voraussetzung, daB die Determinante 4(r) lauter lineare Elementar- 
teiler besitzt, kénnen wir auch so aussprechen: Ist r= r° eine «-fache 
Wurzel der Gleichung 4(r) = 0, so ist die Determinante 4(r°) vom Rang 
m— jp. Es ist also mindestens eine (m — “)-reihige Unterdeterminante 
von 4(r°) von Null verschieden, wahrend alle (m — u + 1)-reihigen Unter- 
aay ag verschwinden. Wahrend 4(r) durch (r—r®)* teilbar ist, 
sind alle (m — 1)-reihigen Unterdeterminanten von 4(r) durch (r — r°)*~?, 
alle (m — 2)- reihigen durch (r —r°)*~*, alle (m—u+ 1)-reihigen, 
aber nicht alle (m — ~)-reihigen durch r — 7° teilbar. 

In dem System totaler linearer Differentialgleichungen mit den beiden 
unabhangigen Veranderlichen 2, y 


dz; = 2 Fiult, y)z,-dx + 3Gn(2, y)z,-dy (¢ = 1,..., m) 


8) Vgl. die Arbeit des Verfassers ,Zur Theorie der Systeme linearer Differential- 
gleichungen“ (Math. Annalen 89, 1891) oder das Buch ,Gewdéhnliche Differential- 
gleichungen* (Sammlung Schubert L, Leipzig 1905), §§ 30—82. 
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seien F,,,G,, rationale Funktionen von z, y, welche die Integrabilitits- 
bedingungen erfiillen: 


ad, a F, ‘ 
SF Ou.— Cu Fy) = Fe — Fe (¢,k=1,..., m). 


J. Horn. 





Das Differentialgleichungssystem besitzt ein Fundamentalsystem von mLésungen 

Bans oees Sap (k=1,..., m), 
welche sich an jeder reguliren Stelle der Funktionen F;,(z, y), G;,(z, y) 
regular verhalten**). 

Ist die irreduktible ganze Funktion y(z, y) als Faktor in den Nennern 
der rationalen Funktionen F,,,G@,, enthalten, so ist p(x, y)=0 ein sin- 
gulares Gebilde des Differentialgleichungssystems. 

Wir betrachten jetzt das Differentialgleichungssystem**) 

oz, 
2H — SRalz, 9) ey 


F= S8a(z,9) 2 
wo die in der Umgebung von z = 0, y = » regularen Funktionen R,,, S,, 
die Integrabilitaétsbedingungen 

a8, 


m a 
2 (Bus Sx— Sy By) = 2G — 8 (¢, 4 =1,,.., m) 


erfiillen. Es handelt sich darum, ein Fundamentalsystem von Integralen 
in der Umgebung der Stelle x—0,y=— 7 des singuliren Gebildes z = 0 
zu untersuchen. 


Es sei 
Riz = RY (y) +2 Rie (y)+- 
Siz = SE (y) + 2 S2(y) + 
wo Ri?, Riv, ...; S&, S{P, ... Potenzreihen von y — sind. Die Determinante 


| RIP(y) — 1 dee] (¢,&=1,..., m) 
habe die linearen Elementarteiler r—r,,...,7—T1,,. Den Integrabilitits- 


—!" zufolge sind r,,...,7,, von y unabhdngig**). Besteht zwischen 
T,,+++)T,_, den Wurzeln der zu z = 0 gehérigen determinierenden Gleichung 
des Pelle ctichebcldiememapdoue, keine von Null verschiedene ganzzahlige 


Differenz, so hat das Differentialgleichungssystem ein Fundamentalsystem 
Zp = 20, (2, YY), - +> Sup = el (2, y) (k=—1,...,m), 


18) A-K. Kap. OL 
1#) Vgl. die Arbeit des Verfassers ,Zur Theorie der Systeme totaler linearer 
Differentialgleichunger mit zwei unabhangigen Verinderlichen“ (Math. Annalen 42, 1892). 
%*) Math. Annalen 42, 8. 233. 
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wo (,,,-++5 0, Potenzreihen von z, y— sind, die nicht simtlich durch 
x teilbar sind. 
Wir behandeln als Beispiele die Differentsalgleichungssysteme einiger 
Rethen. 
I. Fiir die Funktion I,(f, 6’, z, y) gelten die Differentialgleichungen 
ar—ys+(z—B+1)p—yq+f'2=0, 
—zs+yt—zxp+(y—p’+1)9+h2=0. 
Indem man die erste Gleichung nach y, die zweite nach x differentiiert, 
erhalt man die Gleichung 


(B+ B’)s— (6 +8’)z=0 
oder, wenn f + p’ +0 ist, 


s=2z. 
Wir haben demnach die drei partiellen Differentialgleichungen 
ar=(B—1—2)p+yq+(y—6’)z, 
yt=ap + (B’—1—y)q+(x—A)z, 


8=2 
oder das System 


dz=pdz+qdy, 
dp — W—F s+ (6-1-2) p+ V4 de 4 edy, 








dq —sdx + 2—Mster+ (F194 gy 


y 
Im Endlichen sind nur die singularen Gebilde = 0 und y = 0 vorhanden. 
Die drei linear unabhangigen Integrale haben wir bereits in §2 in Form 


von Reihen gefunden, welche fiir alle z und y gelten. 

II. Die Funktion %,(f, 8’, y, x, y) geniigt den Differentialgleichungen 
ar+ys+(y—2)p—fpz=0, 
yt+2s+(y—y)q—f'2=0. 

Wenn man die erste Gleichung nach y, die zweite nach x differentiiert, 
erhalt man die dritte Gleichung 

(7 —y)s=f'p— fq. 
Man kann demnach r,s,¢ durch z, p,q ausdriicken: 


— 8(e—y)2+[(e—7)(e—y)— By pt hyd 


r a(z—y) 





_ b’p—b4 
z—y 

p — 2 (e—9)2—B'ep+[(y—7)(e—-9) + B29 

y(z—-y) ; 


8 


? 
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Hieraus folgt das System totaler linearer Differentialgleichungen 
dz = pdx + qdy ’ 
_ B(x—y)2+[(2—7)(z—y)—B'y) p+Byg B’p —Bq 
o~ a(z—y) + z—y dy, 
_ b’p—8q B'(x—y)z—B'zp+'(y—y)(z—y) + bz] q 
=~" et y(z—y) dy. 
Es sind im Endlichen die drei singularen Gebilde x= 0, y=0O und 
x =y vorhanden. Eine Reihenentwicklung des allgemeinen Integrals in 
der Umgebung der Stelle x=0, y=0, welche den drei singuliren Ge- 
bilden z=0, y=0O und x=y gemeinsam ist, hat sich in §2 nicht 
ergeben. Wir untersuchen das Verhalten der Integrale an dem singuliren 
Gebilde z=0 und an dem singularen Gebilde x —-y=0. 
In der Umgebung von x=0, y= (yn +0) sind Lésungen 








s=2z°Z, p=z*P, q=2'Q*) 
vorhanden, wo Z, P,Q Potenzreihen von z,y—~y sind, die fir z= 0, 
y=y7 nicht sémtlich verschwinden. Aus den Differentialgleichungen 


oe 
a2 P» 


op __ B(z—y)z+[(z—7)(z—y)— By] p+ By 
éz z—y > 
oq _ B’p—8q 

oz z—y 


x 








x <P — B2+(p’—y)p—Bq+..., 


wo rechts alle Glieder, welche z enthalten, weggelassen sind, ergibt sich 
die Gleichung 


—i, 0 ; 0 
4(o)=| B, B’—rv—e, —B|=e0"(f’—y—0) =0 
0, go ue 


mit den Wurzeln 0; 0; £’—y. Die Determinante 4(o) hat die linearen 
Elementarteiler 0; 0; 0+» —#’. Wir setzen voraus, daB f’—y keine 
ganze Zahl ist. 

**) Der Exponent r am Anfang von §3 ist jetzt mit o bezeichnet, weil r in 


2 
den Beispielen in der Bedeutung oa vorkommt. 
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Um die zu g@=0 gehérigen Lésungen zu finden, setzen wir 


2=2,+ 22,+..., 
P=Pot rP,+.---, 
I=Ht2q, +--+ 


WO 25 24) +++) Pos Pys +++» Gos G++ Funktionen von y sind, und vergleichen 
in den zuletzt angeschriebenen Differentialgleichungen die Koeffizienten von 
x°,z?,.... Wir driicken so z,, p,,9q,,--.. durch die GréBen z,, 9, % 
aus, zwischen welchen die Gleichung 


B2z,+ (B’— 7) M9 — ba,= 0 
besteht. Wir schreiben nur noch an: 
2,= Po: 


Zur Berechnung von 2,, P,,9) benutzen wir die Differentialgleichungen 








Gz 

ay 

op _ B’p—Bq 

dy z—y * 

oq _ B'(z—y)z—B'ap+ [(y—y)(z- y) +82] 9 
ey y(z—y) , 


in welchen wir nach Einsetzung der Reihen fiir z, p,g x= 0 setzen. Wir 
erhalten die Gleichungen 


dz, 

dy 4% 

dP _ BG —B' M 
dy y : 


d , 
Yap = Pm +(¥— 7). 


Durch Elimination von g, aus der ersten und dritten Gleichung ergibt 
sich fiir z, die Differentialgleichung 





a* d ’ 
97,0 + (y—9) Go — Bm = 0 


mit der allgemeinen Lésung 
% = AG(B’,y,y) + By’ "G(p’—7+1,2 -7, 9), 


wo 


G(B,7,¥) = ony" 


ont (1,”)(y, ») 


die bestindig konvergente Kummersche Reihe ist und A, B willkiirliche 
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Konstante sind. Man hat jetzt 


d 
% = i; ’ 
B (% — %) 
= 2 = 2,. 
Po y- B’ 1 
Das Differentialgleichungssystem der Funktion ®, hat also die Lésung 


ceil dz.) 
—4+—F2(4—-G)t-- 





Um die zu @ = f’ — y gehdrigen Lésungen zu erhalten, setzen wir 
z2=2f'-1Z, @ = zf'-7 P, q=2z*'-7Q. 
Es gelten die Differentialgleichungen 
aZ , 
as—-=(r—6)Z+2P, 


7 OP _ B(e—9) 2+((2—8")(z—y)—B'y] P+ By @ 
éz ° 








z—y 
722 — Be P+(y—8")(z—-y)—-8 2) 
6x z-y ’ 
in welchen wir 
Z=2Z,+22,+...; 
P=P,+2P,+..., 
Q@=9,+ 79,4... 


setzen und die Koeffizienten von x°, x’,... vergleichen. Wir erhalten 
Z=9, Q=0, 


wahrend P, zunichst unbestimmt bleibt; Z,, P,, Q, driicken sich durch P, 
aus. Wir schreiben nur an: 








1 p’—y+1- 
Wenn man in den Gleichungen 
éZ 
ay ~ % 
eP_ p’P—BQ 
yay” 
0Q_ B(z—y)Z—f'2 P+((y—7)(z—-y) + Bz] Q 
ey y(z—y) 
x =0 setzt, hat man 
dZ 
Ty = %> 
aPy _ BQ—B'P, 
dy y : 


dQ _ B'Z,+(y—7) Q% 
dy y ; 
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also wegen Z,=0, Q,= 0 


dP. ’ 
es 
Daraus folgt 
Pyo=y? 
und ; 
8, —*_. 
B-y+1 


Also ist unter Weglassung des konstanten Nenners 
z= zh'-rti(y-%' 4+....), 


wo in der Klammer eine Potenzreihe von zx steht. 
Zur Untersuchung des singuliren Gebildes x — y= 0 fiihren wir die 
neuen Veranderlichen 
ial ceed! y=7 
ein, so daB 
z=o+y, yoy 
und 


ez oz a ee 
g 02’ Op dx! dy 


usw. ist. Dadurch gehen die Differentialgleichungen der Funktion ®, iiber in 
éz 














ay? 

ép _ Bez+((ypt+w—r)e—B'y]|p+hyg 
oy P(e+y) ; 
oq _ B'p—Bq. 

oy lies 

dz 

jy =P +4, 

op _ Bz+(s'-y+p+w)p—Bbq 

ew ety F 

oq _ B’z—f'p+(B—r+y)49 

oy v j 


Wir setzen 
z=9°Z, p=¢'P, q=9°Q, 
wo 0 so gewahlt ist, dab Z, P, Q fiir » = 0 nicht gleichzeitig verschwinden. 


Aus den Gleichungen 
6z 
4 oe = eaey 


ose =—f'p+Bat..., 


é , 
sq = 6’ p—Baq, 











J. Horn. 
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wo rechts die fiir ¢ = 0 verschwindenden Glieder weggelassen sind, ergibt 
sich fiir g die Gleichung 


—@, 0 ’ 0 | 
4(e)=| 9, —f’-e, 9 |=—e%(e+h+h')=0 
o. #F .~8-@ 


mit den Wurzeln 0 = 0; 0; —f —’; die Determinante 4(o) hat die 
linearen Elementarteiler 9; 0; 0 + 8+ 8’. Wir setzen voraus, daB f+ ’ 
keine ganze Zahl ist. 

Setzt man 


2=2, + 972%, +.--, 
P=Pot+ PP, +---» 
I=Wt+PUt-:--> 


wo Z,,2,,--- Funktionen von y sind, so erhilt man aus der ersten Gruppe 
von Differentialgleichungen z,,p,,q,,... durch die GréBen z,, p,q, aus- 
gedriickt, zwischen welchen die Relation 


? . B’ Po — BQ.= 0 
besteht; insbesondere ist 
Z,= Pp. 
Aus der zweiten Gleichungsgruppe erhalt man fiir gp = 0 
d 
x = Pot GQ: 


ysl — B+ (p'— Y+¥V)Po—BQ, 


dy 
d ; , 
viene 29 — Brg +(B—v+v)% 


und hieraus, wenn man 


Go = 5 Po 
setzt, 
dry _ p+8" 
dy B Po» 
vet = Ba —(¥—v) Po 
oder 


vit (r—v)—-(b+P')_—0. 
Die allgemeine Lésung dieser Differentialgleichung ist 
% = AG(B+ B’,y,y)+ By’ "G(b+h’—7+1,2—y7,y) 
mit den willkirlichen Konstanten A,B. Nun hat man 



































Hypergeometrische Funktionen zweier Verinderlichen. 


Das Difierentialgleichungssystem der Funktion ®, hat die Lésung 


d 
t= t+ Ao (#— Yate 


wobei das Argument der Funktion z, statt mit y wieder mit y bezeichnet ist. 
Setzt man 


z=g-'-"'Z, p=g*"'P, g=y?*Q, 
so hat man die Differentialgleichungen 











os =(B+8')Z+ oP, 
6P Be Z+((b+h'—r)p+by+o(ot vi P+h ve 
Pig ety 
@ HB P+8'Q; 
2 = P+Q, 
6P  B2Z+(6'—-y+y+y)P- BQ. 
jy ety 
@Q _ B'Z—f'P+(B—-7+y)Q 
oy y , 
Wenn man 
Z=2Z,+¢2Z,4+..., 
P=P,+ 9P,+..., 
Q@=+79,+ 


setzt, erhalt man aus der ersten Gleichungsgruppe Z,, P,, Q,,... durch 
Z,, Py, Qo ausgedriickt, wobei 

Z%=90, Ph+Q=—90 
ist; insbesondere ist 


= a. Soa 
1 1-9-9" ° 
Aus der zweiten a el ergibt sich fir gp = 0 
st = Py+Q, 
vq = BZy+ (B'—-y+y)P,— BQ, 
ve 


= p'Z,— B'Py+(B—y+¥)Q% 
und wegen Z, = 0, i —P, 


os =(6+p'—y+y)Py. 
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Hieraus folgt 

P= phth'-r ev 
und damit 


1 ' 
Z,= = = tie ali —YeYv. 
Demnach hat unser Differentialgleichungssystem die Lésung 
= (x Be y) FP ® (yPt?'-? ew + ‘oak 
wo in der Klammer eine Potenzreihe von x — y steht. 
IIL. Fiir die Humbertsche Funktion ®,( f, y, x, y) gelten die Differential- 
gleichungen *’) 
ar+ye+(y—z)p— fpz=0, 
ze+yt+yq-—z=0, 
aus welchen die dritte Gleichung 
ze=p—fq 
folgt. Wir haben demnach die partiellen Differentialgleichungen 


pe F22+[2(2—-7)—yl p+ hyg 
z* , 





p—8q 
z 


ga, See 
y 


oder das System totaler linearer Differentialgleichungen 
dz=pdz+qdy, 





dp — East ls(s—7) slp t Peta, + PP fay, 





— ?—#4 z—p+(B—y)q 
dq = ~~~ dz + ~ dy 
mit den Singularitéten z= 0 und y= 0. 
Es gelten die Differentialgleichungen 


az 
jz ~ ?> 


a 

att =—yp+fhyqt..., 
a 

zt = p— fq, 


wo die weggelassenen Glieder fiir x = 0 verschwinden; aus der Form dieses 
Systems geht hervor, da8 die Integrale bei x = 0, y= +0 unbestimmt 
sind. Dagegen sind die Integrale bei y= 0, x +0 bestimmt; die Wurzeln 


1”) A-K. 8. 128. 
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der determinierenden Gleichung sind 0; 0; 8—y. Bei x=oo und bei 
y =o verhalten sich die Integrale unbestimmt. 

IV.**) Die Funktion G,(a, a’, 8, 6’, z, y) geniigt den Differential- 
gleichungen 
z(z+1)r—y(x+l)e+[(e+f+1)2+1—f']p—ayg+apz—0, 
—2(y+l)s+y(y+l)t—e'xp+[(a’+p’+1)y+1—f]q+a'p'z=0. 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt, wenn f + f’ +0 ist, die dritte Gleichung 
(l—azy)s=—o'’rp+ayq+aa'z, 
Hiernach driicken sich r,#,¢ durch p,q, z aus: 


R 
= 2(e+1)(—zy)’ 
wobei gesetzt ist: 
R= [(e+a’+h+1)e*y+(1+a’— pf’) zy+(a+fP+1) 2+ /'—l1]p 
+ay(y+1)q+a[(e’+ B)zy+a’y — Bz; 


_ a’ ept+ayq+aa’s 
- l—zy “ 





t geht aus r durch Buchstabenvertauschung hervor. Demnach ist 

az 

jz ~ P» 

x(z+1)(1—zy)2=@, 
(1—ay) 2! =aa'z+a’xp+ayq; 
die partiellen Ableitungen von z,p,q nach y gehen hieraus durch Buch- 
stabenvertauschung hervor. 
Wir haben die singuléren Gebilde r=0, x= —1, y=0, y= —1, 

zy=1, =o, y= oo, an welchen sich die Integrale bestimmt verhalten. 


Die Wurzeln der determinierenden Gleichungen des Differentialgleichungs- 
systems sind: 


0;0;f—1 fir 2zx=0, 
0;0;-—-«—f—fp fir x= -—1, 
0;0; p’-1 fir y=0, 
0;0; —e’—p—f’ fiir = —1, 
0; 0; —e—a’ fir zy=—1, 
a;a’;a’'+ fir z=, 
a; a’; a+ p’ fir y=oo. 


18) Wahrend in Beispiel II einige Rechnungen ausgefiihrt worden sind, begniigen 
wir uns jetzt mit der Angabe von Ergebnissen. 
Mathematische Annalen. 105. 27 
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Zur Untersuchung von z= oo setzen wir r=t, p=éP. Wir er- 
halten die Differentialgleichungen 


dz 
t3= —P+..., 
pe =e + Ble +(a+e’+p)P+..., 


egi— awe! 2 + — “P+agt.; 
wo die weggelassenen Glieder den Faktor £ enthalten. 
V. Die Funktion H,(«, 8, y,4,e,2,y) geniigt den Differentialgleichungen 
a(x—1)r—ays+([(e+f+1)e—e)p—fyq+apz=—0, 
—xsty(ytlit+[y+o+l)y—a+1]q+7d2=0. 
Hieraus erhalt man durch Differentiation 
2(lt+y—zy) =U, 
y(lty)(l+y—2y) =, 
wobei gesetzt ist: ; 
U=[(e+b+7+6+1)zy—e(y+1)]s+ydep+h(a+y+d)yq+fyoz, 
B=[a—e+(@—y—5—e—1)y+(B+7+64+1)zyt+(y+6+1)(2—1)y* Js 
+y4(x—1)(y+1)p+B(a+y+4)yq+ fydz. 
Wir haben demnach das Differentialgleichungssystem 








dz 

dz?» 

op __ zys+[e—(a+f+1) x) p+Bhyg— fs 
oz az(z—1) 

oq 

Fry =e, 

= 

dz = a(1+y—zy)’ 

dz 

i! 

op 

ay 

oq _ 28+[a—1—(y+d+1)y¥] q— pos 
oy y(y+1) 

és & 





dy” ya+ld+y—2y) 
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Die Singularitaten sind: =0, z=1, y=0, y= —1, 1+ y—zy=0, 
az =co, y=co. Die Wurzeln der determinierenden Gleichungen des Diffe- 


rentialgleichungssystems sind: 


0;0;—e;—e fiir 
0;0;0;e—a—f-1 fiir 
0;0;a—lj;a—e fiir 
0;0;0;B-—a—y—s fiir 
0;0;0;«—a—fP—y—d-—1 fir 
B; B;a+y;a+6 fiir 
7373 6; 6 fiir 


z=Q, 
z=1l1, 
y=0, 
-_ —1, 
1+y—azy=0, 
x=0O, 
= Oo. 


(Eingegangen am 29. 12. 1930.) 
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Asymptotische Entwicklung und Nullstellenabschitzung 
der Hermiteschen Funktionen. 


Von 
S. C. van Veen in Dordrecht (Niederlande ). 


Einleitung. 


In der vorliegenden Abhandlung wird eine asymptotische Entwick- 
lung gegeben fiir die Funktionen H,(x) fiir groBe Werte des Parameters n. 
Die Funktionen H,(z) kénnen fiir ganze positive Werte von n definiert 
werden entweder durch die erzeugende Funktion 


ents SH, (2) 
oder durch die Gleichung ne 
H,(2) =(—1)"e" $(e-#). 


dz" 

In § 1 werden die allgemeinen Hermiteschen Funktionen fiir beliebige 
Werte von n definiert, welche die oben fiir ganze positive Werte von n 
definierten als besondere Fille einschlieBen. 

Durch Anwendung der Methode der Sattelpunkte wird nun fiir posi- 
tive Werte von n und x mit der Nebenbedingung x < ¥2(n-+-1) eine 
asymptotische Entwicklung abgeleitet. 

Dasselbe Problem ist schon behandelt worden u. a. von Herrn Adamoff') 
und vor allem von Herrn Watson’). 

Herr Adamoff hat nur den Fall n ganz und positiv und z klein in 
bezug auf ¥2n behandelt. Er findet das Hauptglied der Entwicklung 
und gibt eine genaue Abschiitzung der oberen Grenze des Restgliedes. 
Jedoch gibt er kein Mittel an, um diese asymptotische Entwicklung fort- 
zusetzen. Die Hauptergebnisse des Herrn Adamoff, die sich iibrigens mit 
erheblich gréBerer Genauigkeit aus den unseren ergeben, finden sich in § 9 vor. 


*) Ann. de l’Inst. Polytechnique de St. Pétersbourg, t.5 (1906), S. 127—143. 
*) of the London Mathematical Society (2) 8 (1910), S. 403—417, 
und (2) 17 (1918), 8S. 116—148 (insbesondere die letzte Abhandlung). 








S.C. van Veen. Asymptotische Entwicklung der Hermiteschen Funktionen. 409 


Die Watsonschen Untersuchungen umfassen zwar den allgemeinen Fall 
bei beliebigen Komplexen n und z, und sie enthalten zwar die Mittel, um 
die Entwicklung fortzusetzen, aber das Bildungsgesetz der Koeffizienten 
ist sehr umstandlich, und das macht es praktisch ausgeschlossen, mehr als 
drei Glieder der Entwicklung in Betracht zu ziehen. Endlich liefern sie 
zwar die GroéBenordnung, aber nicht eine Abschatzung der oberen Grenze 
des Restgliedes. 

Der Hauptzweck der vorliegenden Untersuchungen ist nun, wenigstens 
falls « und n reell und >0 sind und x< /2(n+1) ist, ein méglichst 
einfaches Bildungsgesetz der Koeffizienten der asymptotischen Entwick- 
lung zu geben, so daB es méglich sein wird, diese Entwicklung beliebig 
weit fortzusetzen, und vor allem eine médglichst kleine obere Grenze des 
Resigliedes anzugeben, wodurch diese Entwicklung zum numerischen Ge- 
brauche vdllig zuverlassig wird. 

Das Hauptergebnis unserer Untersuchungen liefert (64): 


H,(V2(n-+1) cos «) = 7+) — =)" 


[FI yp 2m+1) 
|5 ( 2 ) 








aaa sin {*>~ (sin 2a - 2a)+0+m(—a)} + R, 
m=0 {(n+1)sina} * 





wo 
k+2 k+8 k+4 
riz r(23= r “5") 
2 2 2 
R,= ha. ( Bere tye 
{(n+1)sin«} * {(n+1)sine} * {(n+1)sina} * 
mit 
a 32 x 
@=—>+ 7) 0 < “sz: 
Hierin ist: aes 
[u| <3,1+1,1 (3°) 
fiir 


0<a<s. 


Liegt « im Intervall 0<a<s, so ist 


6 
Iml <278-+ 5 (See) V2< 2.9413 (Se) » 
. . 4 na . 
und liegt «@ im Intervall %StSF so ist 
2 8 2 8 
“|< sa~ney t7< ‘ gt 


=$/8+5<3,. 
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Diese Entwicklung gilt fiir alle reellen positiven Werte von n und fiir 
0<es _ . 

Das Bildungsgesetz der Koeffizienten A, ist sehr einfach und wird 
geliefert mittels der rekurrenten Beziehung (18) 


(m+1)A.,,+mA,+(n+1)A,_,.=0 
A,=1, 4A.,=A_,.=0. 
Noch einfacher bilden sich die GréBen 
B,=(—1)*kA, 


mit 


nach dem Gesetze (20) 
B,.,= B+ 2t*5B,, (B.=B,=B,=0, B,=n+1). 
Die ziemlich einfach gebildeten numerischen Ausdriicke der ersten zwilf 
Koeffizienten B, finden sich in § 4, (21). 
Die GréBen B, sind Polynome in (n +1) vom Grade F | 
Die Anwendung von (64) bricht zusammen im Falle 


«= o(n-4), 


weil dann die Restglieder in (52) und (55) beide O(1) werden’). 

Das ist eine zu bedauernde Tatsache, weil gerade das zur absolut 
gréBten Nullstelle von H,(x) gehdrige « héchstens von der GréBen- 
ordnung n* ist. 

Nach den Untersuchungen des Herrn Bottema gilt naimlich fiir diese 
groBte Nullstelle z, *) 


Von—O,nt<2,<J2n—O,n' (0,<8,0,>2-3°#,n>1). 


Obgleich also unsere Formel (64) uns nicht in den Stand setzt, eine genaue 
Abschiitzung der absolut gréBten Nullstelle z, zu liefern (d.h. eine Ab- 
schitzung, die desto genauer wird, je gréBer n ist), so wird sie es uns 
doch erméglichen, unter Benutzung der Bottemaschen Ergebnisse diese 
erheblich zu verschirfen. Insbesondere werden wir in § 12 zeigen kénnen, 
da8 fiir n>2 yilt 


2(n+1)—Of(n+1)*< xf <2(n+1)— Of(n+1)! 
O<61, Of>23. 


mit 


*) (66) liefert eine scheinbar héhere Ordnung. Sie kénnte aber mittels (55) 
schirfer abgeschitzt werden (siehe § 12). 
*) O. Bottema, Proceedings Amsterdam 838, Nr. 5 (1930), S. 495. 

















Asymptotische Entwicklung der Hermiteschen Funktionen. 411 


Der Exponent 4 im linken Gliede der Bottemaschen Ungleichung kann 
also zu } herabgedriickt werden, d.h. (n-+1)* gibt die wahre Grépen- 
ordnung der Differenz 2(n+-1) — xq an. 

Die in dieser Abhandlung benutzten Methoden erinnern in mancher 
Hinsicht an unsere analogen Untersuchungen iiber die Besselschen Funk- 
tionen®). Jedoch wird hier nicht die damals gebrauchte Majoranten- und 
Minorantenabschaétzung benutzt. Die hier erhaltenen Ergebnisse fiir die 
Restglieder sind genauer als die entsprechenden bei den Besselschen Funk- 
tionen (loc. cit. 8.710). 

SchlieBlich danke ich den Herren Prof. Dr. J. G. van der Corput und 
C. 8. Meyer fiir ihre Bereitwilligkeit, das Manuskript zu lesen, und fiir ihre 
wertvollen Bemerkungen. 


§ 1. 


Definition der Hermiteschen Funktionen. 


Die Hermiteschen Polynome H, (x) werden bekanntlich definiert mittels 
der erzeugenden Funktion 


(1) entttts — SH (2) 5. 
Ihre explizite Darstellung lautet: a 
(2) H(2)= 2 (—1)" (9) Ge" (a2). 


Aus (1) folgt die Integraldarstellung 
(3) H,(2) = gi { ete z-"-1dz, 
é 


wobei C eine geschlossene Kurve um z = 0 ist. 
Die Hermiteschen Polynome geniigen endlich der linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung: 
(4) Hy (x) — 22 H,(x)+2nH,(x)=0. 
Fiir ganz beliebige reelle oder komplexe Werte vori n und z geniigt das Integral 


(0+) 


(5) sf e%s2—2* 2-1 dz (jargz| <2) 


der Differentialgleichung (4). In der Folge werden wir nun das Integral 


(0+) 


(5) H(z) — TED | gtarmeg-atde ——(|ange|S 2), 


5) S.C. van Veen, Math. Annalen 97 (1927), S. 696. 
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das eine fiir alle in Betracht kommenden Werte von n und z analytische 
Funktion von n und z darstellt, als Definition der allgemeinen Hermite- 
schen Funktion H,(x) betrachten*). 


§ 2. 
Anwendung der Methode der Sattelpunkte auf das Whittakersche 
Integral fiir reelle Werte von m und x. 


Wir betrachten 
, F(z) = e*#s-# 2-8-1; 
dann ist | 


F’ (2) = F(z)(22—22—"**). . 
Die Nullstellen von F’(z) (die Sattelpunkte) sind 


(6) s= st y* — 
Wir werden nun in der Folge den Fall betrachten, wo die zwei folgen- 
den Bedingungen erfiillt sind: 
1 r20; no0,7 
2. 2*<2(n+1). 
Wir kénnen also in (6) setzen: 
(7) z = V2(n +1) cosa (0<«<3). 
Aus (6) findet man fiir die Sattelpunkte 








(8) t,0= 5 VC + lets, 
Wir setzen nun in F(z) 

(9) = ; ) 2(m +1) (e+** + w). 
Dann wird 


A BtT Pies oy obits ur) y 941) (e+ o- 1M) (g tHA yy) 
(10) F(z) =e : —n—1 
<{5 a(n +1} (ette + %)~"-* 
-C ery 
> exp{"F*ett=4 (n+ +1)+(n +1) wert 
— "fut F (n+ 1)éa— (n+ 1)log(1 + were) 
= {5 V2 FI} "x exp fin +1) 4+ 2t rma zn +1)ie} 
< exp{— att u?(1— on + O(us). 


*) Das Integral (5’) ist zuerst von Herrn Whittaker angegeben worden. 
(Proceedings London Math. Soc. (1) 85 (1903), S. 417 —427.) 











Asymptotische Entwicklung der Hermiteschen Funktionen. 413 


Wir wahlen als Integrationsweg den aus zwei Geraden bestehenden 
Weg BAC, dessen beide Stiicke BA und AC durch die beiden Sattel- 


y 








Fig. 1. 


punkte 2, und z, gelegt worden sind, und die mit der positiven reellen 
Achse den Winkel —@ und +6 einschlieBen, wo 
; 82 
(11) = 5+ 7 
3 , 

(also <"<O<2) (Fig. 1). 

Man sieht sogleich, da8 bei der Konturintegration das Integral (5) 
im Unendlichen verschwindet. 

Die Schnittpunkte Z und D der Geraden BA und AC mit der imagi- 


naren Achse liegen auf dem Kreise, der den Koordinatenursprung zum Mittel- 
punkt hat und durch die zwei Sattelpunkte z, und z, geht. 


§ 3. 
Transformation des Integrals (5). 


Auf dem oben beschriebenen Integrationsweg wird nun gesetzt: 


1. auf Az,C gam St erie t yer), 
a 2 





(12) 
2. auf Bz, A z= mit (et + ye-%), 
wo 
@ 82 
Pore" 


Weil die Lange von Az, und Az, gleich att St _ ist, so findet 











(13) 
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man fiir den Wert des Integrals (5) lings Az,C (wegen (7) und (12)): 


+0 ; ; , — 
r(n+1) - * i as mai aye! +O) + y2 248) + in 42) (ets gt (gia, ¥ 18) 
2x4 } 2 


= sina 
on (¢-4) 


8. C. van Veen. 


< (1 + ag ty reg OO eg, 





I(n+ »/( 3) gt tlt sia+ +40 


2x 2 

va BEE (aye +O) + y2 e260) + nsnry (ef le +0, 610-2) Sapa nteatl 
x (l+ye"”) dy 
- sina 
sin (+ - 2) 





I'(n+1) w41 ( 23) net (ePie_ 96a) +40 
So . -@e 
2x 2 


+? _ ntl 2 286 4(@-«) 
- (y —2ye ) : 
~ f e 2 (1 yee) Ot) dy 
sing 





sin (= - $) 
—n nti 
— TEN ents, (att) -@ 2 (e424) +60 
at 
+P _atl, 2 946 i(@-a)) , +12, 21(9-a) _*®+1 2 91(6-a) 
a eT ee, ee tie 
x e -e - 
_ sing 
sin (= - 4) 


< (1 + ger "*)" mt dy 





+0 
I'(n+1) on hy" Bet (e26t_ sia) +40 f — Bt? ¥2(2260_ -21(6—a), 
= —~—;— 6 ° -é e e ’ 
ni 2 
sing 
~ ‘gin @ 
_Bt1 (y2 g26(0—2)_ gy gi(@—a)) 


>< (1 af. gg)" Or8 2 dy 


+o 








—n n+l 2ia_. fe é , 
= TEED ott.(y/2tt) ro (e Bia) +s f ememetanag (y.e80-*) ay 


sina 
~ ging 


a 
v 


4 








ages a 


(15) 





wegen (11), wo 


(14) 


Auf ganz analoge Weise findet man fiir den zweiten Teil des Integrals (5) 


lings Bz, A, wegen (12): 


F(n+1) 941 ( m+1\" nite Ma 240) -40 
— Tan Aa) 


§ 4. 


n+i 


G(z) =(1+ 3)» - R4 


(z*— 22) 
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J errr a(y eH) dy, 
sing 
~ sine 


Uber die Entwicklung der Funktion G (z). 


Wir werden die Funktion 


(14) 


Gg (z) dia (1 +4 sor - 


nach Potenzen von z entwickeln. 
Man findet durch Differentiation nach z 


@’(2) = —(n +1)-G(z){z ots, 


oder 
(16) 
mit der Nebenbedingung 





a 


n+1 
— (z*—2z) 


1 
1 


(2 +1) @’(z) +(n+1)2°G(z) =0 


(16’) G(0)=1. 
Wenn wir also setzen 
(17) G(2)= 54,2", 


so findet man wegen (16) die rekurrente Beziehung zwischen den Ko- 


effizienten A, : 
(18) 


mit A,=1, 4.,=4_,=0. 


\— __ (n+1) 2*G(z) 


z+l1 


(m +1) A, 4,+mA,, + (n+1)4,_,=0; 


Noch einfacher wird die Beziehung zwischen den GréBen: 


(19) 
Aus (18) folgt sogleich 
(20) 


Buss = B+ 





n+1 
8 


= (—1)"-mA,,. 











(21) 
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Die Werte der ersten Koeffizienten B, sind: | 





B, = B,=—B,=0; 


B, = B,= B,="*; (B; folgt aus (18) und (19)) ; | 





R= = St! 5 errr, 


B, ="** + (n+1)*($ + 


. 
sale? 














n+1 2/1 Sal 
a es bee at 4) 

_ n+l “ e Oe Pe (n+1)*, 
== +4 gtatsts)+ 3-6’ 


col 


Byy= "+" + (n +1)* Sk eMail 


malades J +et+gtats) 
1 1/1 1 Be 
s(etrts)ta(r+a)ts-a} 
' 
t 
By="t* + (n41*(g+itetetetate | 


REELED REL RL EE) 


—_ co] 


n+1) 


( 
( 
( 
+(n ig 
1)*( 
‘tale 








erenannerts | 


Man sieht hieraus, da8 wenigstens fiir k < 3 die GréBen B,,, B,,.,, 
B,,,_ Polynome in (n+ 1) vom Grade & sind. 

Wegen (20) gilt diese Beziehung allgemein; die GréBen B, sind also 
Polynome in (n +1) vom Grade [+]. Die Koeffizienten der verschiedenen 


Potenzen von (n+ 1) in B,, sind ziemlich einfach gebildet und sind nur 
von m abhingig. 


§ 5. 
Bestimmung des Restgliedes in der Entwicklung (17). 
Wir setzen statt (17) 


(22) G(2)= 3A,"2"+R, (k= 0) 


und werden R, bestimmen. 
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Wenn wir (22) in (16) einfihren, finden wir 


(241) SmAe™*+ (24) + (m4) S42" + (wt 1)2*R,—0 
(fiir k=O ist die erste Summe leer) 


oder 
k-1 
(28) Z(m+1) A, +mA,+ (n+), s} 2” 
+ kA,2*+ (m+1)(Ay_g2*+ 4y_.2***+ Aye***) + (241) Sh 
+(n+1)2*R,=0 
(die Summe ist leer fir k=O und1; A,=0 fir p<0), 
also 


(2-+-1) SH + (n +1) 2*R,—=(b+1) Ay 22"+{(k+2) A, ,.+(b+1) 4,,,}2°7? 


+{(k+3)4,,,+(k+2)4,,,}2"*° 
= (—1)***{B,,,2"(1+2)—B,,,2"7*(1+2)+B,,,2"**} 
wegen (18) und (20). Folglich ist 


; dR 1)2? k+2 
(24) ahr 5 (at ds R, = (—1)***{B,,,2*— By,o2*** + Bye? \ 








l1+z i+z 
(k20). 
Aus (22) und (14) folgt die Nebenbedingung 
R,(z=0) =0 (k>0) 
R,(z) geniigt also einer linearen Differentialgleichung erster Ordnung 
(26) a + SEY R= Q(2) 


mit 
(27) Q(z) =(—1)**7{B,,.2*—Byye2"* + Busi}. 
Wegen (16) ist 





(m+1)2* _ G'(z). 


l+z G(z)’ 





also geht (26) iiber in 
G (2) Rp, £2 — Q(2)-G(2) 
oder wegen (16’) und (25) 
R,-G~*(2z) =f Q(@)-6-aaz. 
Wir finden endlich 
(28) R,(z) = G(z)- Sacayen*aaz. 



























(29) 
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§ 6. 
Ableitung der asymptotischen Entwicklung fir H,,(/2(m + 1) cosa) 
bei groBen Werten von n. 


Wenn wir in (13) und (15) die Funktion G(y-e**®~) in die Potenz- 
reihe mit dem Restgliede (22) entwickeln, so finden wir 


H, TRF Toone) = GME) * 


+o 
aa — 2ia) +0 as SA, ye + Bye) lay 
m=0 


em 2464 240) -46@ 
—e 


ir; fi 


= Tint) o+/ cx2) Pe ieee 
“i 
x | S4qsin ("5 (sin 2a — 2a) +9+m(0—a)} J en Mt ateing ym ay 
c ~ ine 
ty femme mye *)) +1 R (eS [ay] mit [2] <1, 
sing 


Im ersten Teil dieses Ausdruckes sind die GréBen A, wegen § 4 be- 
kannt. Die Integrale sind unvollstindige [- Funktionen, welche bei nicht 
zu kleinem « mit groBer Annaherung als vollstaindige I’- Funktionen be- 
rechnet werden kénnen. Wir werden das in §8 vollstindig ausarbeiten 
und erst den zweiten Teil von (29), das Restglied der asymptotischen 
Entwicklung, méglichst genau abschiatzen. 


§ 7. 
Abschitzung des Restgliedes in der Entwicklung (29). 
Aus (28), (14) und (27) ist ersichtlich, da 


[By (y-e*8™) | < { [1+ yre*O™)] 


B 


J 
— y cos (@—a) a coach Satay 


B,,,0°"* 
Ts 


ee 


y 
~< f{B,,.2"+ By ,2"**+ 
} ’ 


x {|1+ ce?) ¢ 2. 


—(n funas + m -a —t(@—a 
emt iy® ain { 34,9 e O-8 4B (yg 0 hay 





+( 


Aus (22) 


wenn z und 7 


N 


0 
sina 
sing 


0 
N 


= 


0 
sina 


sin @ 


+(=1)"" fay. 


0 
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_ f ay-e 
0 


si f ay-ermrnrane ft 22cm a) + 2*) e~ 24008 (6 — a) — a* sina 


~y 
+ f dy-c-wreerne 110s Sema ote ee 





ist ersichtlich, daB 
| R,(2)| =|R,(#)|, 
konjugiert komplexe Werte bedeuten; also 
| Ry(y-e*-*)| = |B (y-ef-*)), 


Der zweite Teil von (29) wird also 


(90) < J 


+1 





Ei n 
— £008 (@—a) + — cos 2(@—a) 
dy- sei: [1+ axe%@-@ 2 
— y cos (@—a) + ¥ cos 2(6—2) 


| 1+ye®@- le 





sing 
k k+1 B,,,2*** 
<{B,,.2 +B,,.2 ’ + frama fee: 
Wegen (11) 
O= a4 5s 
ist 
cos 2(0 — a) = —sin«. 
Wir betrachten allgemein: 
N n+1 
' 2) .— 2200s (@—a)—z*sina, 2 
dy-e @t Det sina (1+ 22 cos (6 —a)+z2*)e - 
7 ’ ad ? ery meee “7 
~ sin@ 


fiir m ganz >0, N>S**>0. 


Dieses ——— geht iiber in 





ae 
2 2) ,— 22 008 (6 — a) — 2* sina 
(39 fa —(n+Dy n+ | {Attensa Je \* - 
di (1+ 2y cos (6 — a) + y*) e~ 29 98 (6 — a) —y* sing o"dz 
bi 
~ sine ¥ n+1 





womeriee | (0+ sega ste e Se oe ‘zs as 
Te ee ey) x dz 


n+i 
2 


\ a"dz 





(1+ 2y cos (6 — a) +y*) e~ 29 0086 — a) ~y* sing 


n+1 


} a"dz 





(1+ 2y cos(@ — a) + y*) e~ 2908 (6 —@) —y* sing 


n+1 


\ a"dz 





orn (1+ 22 cos (6 — a) + 2*) e~ 2# 008 (6 — a) — #* sing 
4 { Gap ee apeea aware 


P n+1 
e *tUy* sina {0 —Seewst — 00+ 0 owe : - 
{Taare earns x az 





0 
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Die Funktion 
F(y) = (1+ 2ycos (0 — a) + y*) e~2¥ es (0-@ 

liefert 

F’(y) = {—2y cos 2 (0 — «) — 2y* cos (0 — a)}e-2vemo- a | 
Wegen 

cos 2 (0 —a)= —sine 

und 


52 « 


oma 0 — 0) monn (F— §) om (F+-) —0m(F +0) — — ant 
wird 
F’(y) =2y(sina + ysin®) ems, 
Man sieht hieraus, da F’(y)=0 fiir y—0 und y=—S"* 
F’(y)>0 fir y>0, 
F'(y)<0 fir — Si <y<0. 


Fiy)>F(x) fir y>x>0 
und fiir —55 S9<2<0, 
d. h. im ersten Integral von (32) ist immer 


(1+ 22 cos (6 — a) + 2*) e~ 2% 98 (6-%) 

(1+ 2y cos (0 — a) + y*) e~ 24 98 O-@) 
und ebenso im zweiten Integral von (32) immer 

(1 —22 008 (@ — «) + 2%) et 2% (0-@) 


3 
(1 —2y cos (6 — a) + y*) et 29 98 (0 -@) Ss 


Wegen n >0 und N>S"> 0 sind beide Integrale in (31) 





<1 














d - ~ 8+ rane , — 8+! sing 
a (33) < faye . faz-e : 2”. 
t) 6 
Das letzte Integral ist 
z 
n+1 2 
0 z = [fer errs am aedy 


Fig. 2. erstreckt iiber das Dreieck O PN (Fig. 2). 
Durch Einfiihrung der Polarkoordinaten: 
z=esing; y=ecsp; 0< pss 











8 ee 











findet man sogleich 








< lan ars} ; 





net p(@t2) (ary 


2 
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= 


— St! ncn -"Sseina - Rt! ossing 
(94) fay-e 2 faze? a"<je onde fin pdy 
0 0 0 
m+ m+2 ry 
= 2 yerCr) q 
~{aaias} a sin" 9 dp 
0 
m+2 m +2 7 
mrt (mE 


V2 |sin™ p cos p dp 
é 


1 Cr) 





= 2 ° 
{eras} y2 
Aus (31), (32), (33) und (34) ergibt sich 


(35) 


(m+ 1) 





m+2* 


~ #41 {(n+1)sina} * 


n+ 





_ sing a 
~ sind 6 





<uhs rPP) 





nt 1)sinc} 
r(mt?) 


\ 2 


fe 


<4 
m+1 








m+? 


{(n+1)sina} * 


r(*y) 


oder allgemein 


ee? 3 


+ nt iydnay © 


(35’) 





8+(- 
< 9 


+2 


Wegen 


a a, 
f dy-e-mrneraine { (C +22 008 (0 — a) + x*) e~ 2408 (O—a)—2* cing 
(1 +2ycos (6 — a) + y?) e~ 29 008 (0—a)—y* sina 


fiir 


fiir m ungerade 


fiir m gerade 


m =O und ganz. 





[1+ rerio) — yl 


+ 22cos(0—a)+ 2° 





= V(x + cos (0 — «))? + sin*(0 — a) >sin(@ —«) 
liefert (30) als vollstandigen Ausdruck des Restgliedes 


r(ey) 


8+4+(—1)*** Buss 2 





PP a2, oh Bet Buss 


rF) 





(36) i{ ; 


\ : a"dz 











Es Ea 
_ {(n+1) sina} = 2 {(n+1) sin a} * 
k+4 
Pass iste Bris ry) ; 
2 sin (@— «)(k+3) Faf mit |4|<1, 
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{(n 


+1) sin «} * 











422 8. C. van Veen. 


was sich wegen 
B+(EN)? <9 
und 
5 <(0-«)=F-G<F (wegen 0<a<% 
zS(0-«)—G-Z< ZF (wegen 0<ae<3), 


also 1 
sin (0 — «) > — 























noch vereinfachen laBt zu y2 

k+2 k+38) 
, Buss r(-) Buss r(->) 

{(m + 1) sin «} * {(n +1) sina} * 
k+4 

B r(>) 
+E5 ac ra} mit |u|<272. 
{(n+1)sin a} *# 


§ 8. 
Vervolistindigung der asymptotischen Entwicklung. 
Hilfsatz I. 


, z Bris 
(37) a 4el = FA (k>0). 
Beweis. Wegen (20) und (19) ist 


olen (n+1)|A,|= BL .,— Bays 


k k 
(m+ 1) 3! A,,| = 2 (Bass — B,,,)= 8,,,— 3B, = B,,, (wegen (21)) 
oder 





k Buss 
lel =RR7 


w.z. b. W. 
Wir kehren zuriick zu Formel (29), die unter Benutzung von (36) wird 


(38) H,(72(m+1) cosa) = Tat) ieee 


=| S4,sin i {"}- (sin 2a — 20) +0 + m(0—a)} [e-minese ynay 
m=0 sing 











6 
k+2 k+8 
4 f8tCD Bass a) ss a“ (>) 
2 k+1 at 2 E+2 E+ 
{(n+1)sine} * os (m+) sin a}? 
k+4 
8+(-1)** = By r() 
2 (&+ 8) sin (6— kya ({4| <1). 


*) {(m41)sina} , 











TPS sk, 
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Das erste Glied in der Klammer ist 


(39) yA sin ("> ee ea 


yes xa, sin{ “=~ (sin 2a— 2a)+0+m (0— @) e-m+1y*sing ym dy, 


m=0 








sing 
Hierin ist sind 
: r(cf) 
(40) J ernvraing ym ay = =! (m gerade) 
-@ {(n+ 1) sin «} * 
= 0 (m ungerade). 
Der Absolutwert des zweiten Summanden des Ausdrucks (39) ist kleiner als 
k — k 
. m+1 —in sin’a 
(41) > |An!| J emenesine ymay — > |An| (Se) + fe ( ee 26 2 "dz 
m=0 sing m=0 i 
sing 


<fe —(nt ee at+tde. Dy Aey 


= : ay fe “utdu- yA, (=) 


2 m=0 
2{(n+ 1) nag} nee 


k+2 
r\—— m 
” ( a ) a(S re Sa, (28) +1 
2 {(n+1)sin a} = 
Wir werden nun zwei Falle unterscheiden. 


(42) 1 S@©>1, oder wegen (11) F2e>% 


sin@ = 








Der Ausdruck (41) ist wegen Hilfssatz I 





























k+2 k+2 sin 6 
r r(——) Bess 
(43) < - ) = sin $7 4, [= ( 2 ) . (ine 
2{(n+1) sin «} * m=0 2(n-+1){(m+1)sina} © 
k+4 
met PE) Bae ‘ 
B+3 tte te 
ry) 2 
1 k+8 : k+3 . a 32 52a 
STi? 3 Fg (wegen (42) ist @— $ + °% > ** und < x) 
{(n+1) sina} 3 
k+4 
< 8 r(=) Bris 
= 4 Rea E+ 3° 





{(n+ 1) sin «} * 






















(45) 


(47) 
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(44) Il. eS, oder wegen (11) 0<a«<%. 


Der Ausdruck (41) wird 

















k+2 k+2 sin @\*+1 
r= r B 
2 k+1 k+3 @ 
<a Sa.) Pe 
2 {(n+ 1) sin a} : m=0 2(n+1) {(m+1) sin a} ® 
k+4\. 
_k+3 r(=>-) sino ee (Se) 
b+3 staat te ihe 
FOE) nu pine 
sin a“ 
Sj *i———+,, ris (are) (wegen (44) ist 0 — £452 >" und <a). 
{(n+1) sin «} * < 
Allgemein gilt fiir 0<a< > wegen (43) und (45) 
k+2 
(46) r(=>) 








b+? sin «\" +2 
2{(n+1)sina}. v ra (i) 4 (Gina) 


r(=t* 
3 2 ) ee 


ei 








“afl 4 y2(sney'), 


{(n+1) sin a} > ain a J 


Aus (38) bis (46) ergibt sich die gesuchte asymptotische Entwicklung 


yas SEED TT Ore ni)” 
si a 2 


H,, (2 (n + 1) cosa 








[+] 2m+1 
x| Aun ( Fan ("San 26-20) +0-+-m(0—0)} +8), 


m=0 {(n + 1)sina} * 














wo 
k+2 ki8 k+4 
pal Bee r=) ho Ce) aa CE) 
1-2 k+1 ee + 5 en + a 
{(n+1) sin «} * {(n+1) sin «} * {(n+1) sin a} * 
k+2 k+3 k+4 
| Angi |I | Agye | | Agys | I 
a oe tl a *)\ 
{(n+1)sin a} 3 {(n+1)sina} {(n+1) sine) 3 
mit 


L fir = yeo¢]}q, wegen (36), (43) und (11), 


(48) lal <arg- mec ta<—e tga Flat p<i, 
sin - 
; 








ae 
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Il. fiir = >Sa> 0, wegen (36’) und (45) 


(49) Jw <2 78+ 472 (SES) < 29411528), 





III. allgemein fiir | >a> 0, wegen (48) und (49) 





sin 6 \* 
(50) |u|<31+1,1(S°), 
wo 
a 82 


Diese Entwicklung gilt fiir alle reellen positiven Werte von n, und fiir 
0<asg > ° 
Nach der Bemerkung am Ende des § 4 ist: 





B, = 0((n+1)l*!) 





Das allgemeine Glied der Entwicklung (47) ist also fiir ; as ; 
mi) m+1 
4. o((n 4a“), 
(m+1) * 
also fir m= 3p 
A et! 
' (n+1)° 2 — 
fir m=3p+1 
ets 
Aer! 0((n +1) r ) 
(n+1)° 2 
und fir m= 3p +2 
28 
Ares = 0((n +1) 2 ), 
(n+1) ¢# 
wahrend dagegen 
A, ets 
Are 0((n +1) ) 
' (m+1) 8 
ist. 
Es ist hieraus ersichtlich, daB, wenn man in (47) 
k=6q 
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nimmt, die hingeschriebenen Glieder fiir = «> _ mindestens 





_ 2@+1 
o((n +1) : 
sind, wahrend das Restglied in (47) 





_2q+2 
ol(n +H ° 
ist. In diesem Falle ist also der Rest der Formel (47) von héherer Ord- 
nung als die hingeschriebenen Glieder. Das ist jedoch nicht der Fall, wenn 
k +69 
ist. Es ist dann ersichtlich, daf der Rest von gleicher oder niedrigerer 
Ordnung sein kann als das letzte der hingeschriebenen Glieder. 
Wir werden nun den Fall betrachten, daB « sehr klein wird, z. B. 
(51) sine = O((n +1) *) (l1>s>0). 


A : ' 
” sind dann i 





Die hingeschriebenen Glieder 





{(n+1)sina} ® 
(on BEE) olga yet) 

O\(n +1)" =O\(n+1) ~ , 
Hieraus geht hervor, daB die Anwendung von (47) illusorisch wird fiir 
(52) s> : 
Das Restglied von (47) ist dann wegen (49) 


k+l E+? k+2 k+2 k+38 k+8 k+3 k+4 k+4 


o((n +1)? ? 5 nated FT : satan a 





- 











fbr\,_bes eare,_bes ears oe 
~ olin at *) polish) *) + 0(m tnt) 
Die Entwicklung (47) ist also zur Rechnung brauchbar, solange 


8 < Min 





fet+4  ktt | +6) 
(9k+6’ 9k+9° TeSHE 


also gewiB, wenn 
(53) e<5 
ist. 


Wir finden also, daB die Reihe (47) brauchbar ist fiir kleine Werte 


von «, wenn 
(54) sina = O((n + 1)~*) O<e<i. 


Das Restglied kann dann aber von niedrigerer Ordnung sein als die letzten 
der hingeschriebenen Glieder. 
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§ 9. 
Der Fall, da8 in H,(a2) nur mn gro8 wird. 


Besonders giinstig fiir die Anwendung von (47) ist der Fall, dab 
z= )(2n-+-1)cose nur maBige Werte annimmt. Herr Adamoff, der diesen 
Fall fiir ganze positive m zuerst untersucht hat, findet ’) 


1 1 2 
_ genre 3° “Era? nx\ , @,(x)] 
(55) H,(#)=2 n e [cos (2 an — FF) +), 








L pA y 
worin 
(56) o, (2) = ae (0, (x)| < 3,85 fiir n > 2) 
und 
w,,(0)=0 (nm ungerade), 
(57) o,(0) = . (—1<0<1 (nm gerade)); 
6n% 


n ist selbstverstandlich eine ganze Zahl. 
Wenn wir in (47) setzen 


(58) at, 

so ist 

9 =n ait 6 an <n 
(59) cos & = sin f CED) 


also « gewiS >—, und 


sehr klein, also a ~~ > 


pA 

2 ? 
. . 1 

(60) sina >>. 


Fiir k = 0 liefert (47) wegen (48) und (59) 








nti 2 _* 
(61) H(z) = 7+), o ($4) . 
1 
r(= 
| (9) = sin {*5" (sin 2p + 28) —"5*a— 5} 
{+0 1-5} 
aes (|u| < 8,1) 


*) Adamoff, Annales de |’Inst. Polytechn. de St. Pétersbourg (russisch) 5 (1906), 
8. 127—143. Siehe auch: Watson, Proceedings London Mathematical Society (2) 8 
(1910), 8. 403; (2) 17 (1918), S. 117. 





oder 














i s Mitt att a 
(62) H(z) = ml 2*(n+1) *e* * 
V=(1-sap) 
etl 4 ae : 
> [o0e{*F(sin 2p + 20) —F—$} + —] 
mit |»| = —l#l — < 81-2" wegen (60) 
8 fx sin® « 8Y/x 
(63) <1,65 <3. 
Die letzte Formel entspricht wegen 
0 Wiethy’ 
4 
sin 28 + 26 rv 4sing — 5 
I'(n+1) n"e""y2an, 
ti 0s = 8.1 
(nm + 1) 7 =n *(1+2) . run *e .. 
also 
S otf 23 8 2.¢ 
I'(n+1)-2*(n+1) *e* *mw2* nte * * 


im wesentlichen dem Adamofischen Ergebnisse (55). 
Jedoch: 
1, gilt (62) fiir beléebige positive Werte von n; 
2. die Restabschitzung ist erheblich genauer als in (55). 


Um die letzte Behauptung niher zu begriinden, bemerken wir, daB in (56) 
x nur Werte eines recht engen Intervalls annehmen kann. Denn 


ts 
<— >! (das Gleichheitazeichen gilt fir x = 1); 


a 
(64) <> fir 0<2<1, 


t* t* 
“2 14+(@-1) 











> get -®.., et. gt*-? fir z>1. 











ee eee 





Wegen der zweiten Ungleichung in (64) wird die Restabschitzung (56) 


unbrauchbar fiir sehr kleine positive Werte von z. 


Wegen der letzten Ungleichung in (64) wird (56) schon sehr bald | 
unbrauchbar, sogar bei sehr hohen Werten von n, wenn z >1 ist. 























Asymptotische Entwicklung der Hermiteschen Funktionen. 429 
In dem giinstigsten Fall (x —1) liefert das Adamofische Restglied (56) 


(2) — 835-e8 2.2 


Yn 22n yn 
wihrend wir gefunden haben 
"<< fiir 0 <2 < Y2(n + 1)cost = 5 /6(n +1). 
(n+1)# —(n+1)8 


DaB das Adamofische Ergebnis (56) schon recht bald unbrauchbar wird, 
wenn z> 1 ist, mag durch das folgende Zahlenbeispiel gezeigt werden. 
Wir nehmen n = 10°. 





, 
































(56) liefert: 
a 395 et 
fir z=—1: ys <yie rm 0,0022, 
“i o(2) 885 
—- Yn 2y2x 1000 
z=83: o, (8) 8,35 
: jn 8)2 
i” w, (4) 8,85 
oes \n 42a = 
w, (5) 8,85 et 
za2=5 Vx Th i le: 
und x=0,01; %=(%0)) 


Dagegen finden wir fiir 0S 2< <i +1) = 1225 


| Restglied | = 





< 0,00165. 
+1 ry 


Auch die Adamofischen iid (57) folgen aus (62). 

Das erste folgt daraus, daS fiir n ungerade z= 0 (also 6 = 0) eine 
Nullstelle von H,(x) ist (wegen (2)), und wegen cos —0. 

Das letzte folgt durch einige Rechnung aus der Stirlingschen Formel 
wegen cos = (—1)F und 


H, (x) =(— vs (wegen (2)). 
2 











(66) “ 
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§ 10. 
Abschitzung der absolut kleinsten Nullstellen von H,, (x). 
Die absolut kleinsten Nullstellen von H,(x) werden fiir groBe Werte 
von n wegen (61) mit eng Annaherung geliefert durch die Nullstellen von 











. = 
(65) sin ("> 1 (sin 26 +28) —* 2-4} 
oder mittels der Werte £,, welche den Wadi 
+* (sin 2A, +26,)—- B=" a—("S|at(k— 1)n (k=1,2,3,...) 
alee 


Man darf aber den Ausdruck (47) nicht ohne weiteres benutzen zur 
angeniherten Berechnung der absolut gréBten Nullstellen von H,(x), weil 
diese nach den Untersuchungen von Hille*), Bottema*®) und anderen zu nahe 
dem Punkte J2(n +1) liegen, also « zu Klein machen, wodurch die An- 
wendung von (47) wegen (52) illusorisch wird. 

Herr Bottema hat (1. c. 8. 501, 503) die genauesten Ergebnisse fiir die 
Abgrenzung des Intervalles der absolut gréBten Nullstelle x, des Hermite- 
schen Polynoms H, (xz) erhalten, und findet 


(67) Yn —O,nt<2,<)2n—O,n! 
mit 
2 2 
(68) C, 38; G25 
Wir werden diese Ergebnisse in § 12 benutzen, um mittels der oben 
erhaltenen asymptotischen Entwicklung genauere Schranken fiir z, abzu- 
leiten; insbesondere werden wir zeigen, daB der Exponent + in dem linken 
Gliede von (67) zu } herabgedriickt werden kann. 


(n >1). 


§ 11. 
Einige Hilfssitze. 


Hilfssatz II. Wenn die absolut gréBte Nullstelle x, — jy 2(n +-1) cosa, 
des Hermiteschen Polynoms H, (2) 


<J2n ~On* 
ist, wo C eine positive Zahl mit 
(69) C<2n* 


*) Die Nullstellen von H,(x) sind fir reelle Werte von n nach bekannten Unter- 

suchungen alle reell und in dem Intervall (—/2n+1, +¥2n+1) gelegen (siehe 
z. B. %), 8. 482). 

*) Hille, A Class of reciprocal functions, ‘Annals of Mathematics (2) 27 (1926), 8. 427. 

1°) 0. Bottema, Die Nullstellen der Hermiteschen Polynome, Proceedings Kon. 

Akad. d. Wetensch. Amsterdam 32, Nr. 5 (1930), 8. 495. 
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nd 
{1 «, > sing, >Ve" -% 


| 2. (n+1)sin*«, > (2) 
Beweis. Wegen 2(n-+1)cos*a,< 2n —O-n? ist 


: bezeichnet, so ist 


(70) 


i omy i 
14253 ot, Fin?) 








2 2 CG -4 
sin*«, > ee css =z" * (wegen (69)) 
also —_ 
“> sin «,, ” . is “y 
3 3 
=t* Cc C\? 
(n+1)sin*«, > —— (=)° > (3) » wiz. bow. 
Zusatz. Mit der Bottemaschen Seneianiaieits (68) 
| O,22-8 * 
| findet man 


= ew % 
; 3 


«,>sing, >3 °n *, 
(71) 


|» 


(n +1)sin*«, > =, 
Diese Ableitungen gelten fiir n > 3? wegen (69), also gewiB fiir n> 1. 
Hilfssatz III. Fir 0<2z <5 ist 


(72) 1<5-S* <=. 


Beweis. 


=z Zz 
2a —sin2¢—2 f (1—cos2y)dy=—4 fsin*ydy. 

0 0 

Wenn man hier setzt: 
sin y = sin x sinz, 

so findet man ms 

2 
sin® z cos z dz 
¢ yi —sin* zsin*z’ 


22 —sin22 = 4sin*z 


also: 


ola 


22 —sin2z2> 4sin* a f sin* 2 cos dz — Fsin* 2, 

: x 
sin*® z cos z dz 
; y1—sin*z 
Hieraus folgt die Behauptung. 


2 
2a —sn22< 4sin*z = 4sin* 2 [sin?edz — xsin*2z. 


0 
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Hilfesatz IV. Fir (n+1)sm*« > 38 “4, n=>0; o—< +5 und 
as F ist 





sina 
sin 6 - 
(73) f e-m+ny*sing dy> O86yx 
é 2V(n+1) sina 
Vorbemerkung. Das Integral ferorneranedy hat bekanntlich den 
Went ae. 
2¥(n+1)sina 
Beweis. 
sin a (n+1) sin* a 
sin 6 sin? @ 
1 
—(n+1) y* sing _— a -s? 
Je dy fiatijane J e-* dz 
fant 
> wees f e~*"dz (wegen sin 0 < 5 y2) 
Vin+1)sine » 2 
1,074 iz 
; -s* — 
” Vintijsina J ° > Saerte? * SS 


A 
nach den bekannten Tafeln der Krampschen Funktion of ede (siehe 
z. B. Cuber, Theorie der Beobachtungsfebler, 8.411). 


§ 12. 
Abschitzung der absolut gré8ten Nullstelle der Hermiteschen Polynome. 


Wir gehen zuriick zu Formel (38) und setzen hierin k = 0, also 


(74) H,(¥2(m+1) cosa) = 2 pte 





+o 





= [4,sin{*5 “(sin 2a — 2a) +6} Je e~+tytsina dy 
“me 
| A, | P(2) . F 
+ sin (6 — a) far taney’ |. mit |4|<1 


(wegen (21) ist A,—A,—0; iibrigens ist 4,—1, |4,|—""). 
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Die Nullstellen von H,(/2(n-+1)cosa«) werden also gefunden aus: 











+o 
(75) sin {* 5 (sin 2 —2a)+ $+} f e~ (+1 y*sina dy 
sin @ 
“gine 
A 1 
7 3sin(@—a) (n+1)sin*a 0, 
wo A eine Zahl vom Absolutwert <1 bezeichnet. 
Wegen 
@—a= tf und >> 
ist 
: 1 
sin (8 — «) >;5 72. 
Die Nullstellen werden also auch gefunden aus 
A R's 38 
(76) sin {*}- (sin 2a — 20) + $+ 3} 
a’ y2 1 
+ 8 (n+ 1)sin* « sin a =0, 
Fermenyrsinggy 4 f'.—menytsinagy 
0 0 


wo |4’| <1 ist. 
Nach den Ergebnissen von Herrn Bottema ist bei der Bestimmung 
der absolut gréften Nullstelle ¥2(n-+-1)cos «, gewiB 


«,.>0; (n+1)sin*e,>3°* (nach (71)). 
Also 
(77) y2 t 


3(n+1)sin® a, SiN ap 








Cc ‘ sing > 
fe-m@riy sin on dy + f e~mthy sinan dy 
0 0 





< Ys __ Sst Tee, (nsch Hilfeents IV) 
3(n+1)sin*a, Ya (140,86) 


= 1 a gt gt 
2,799 Yint+1)sin?a,  2,79-fx 
< 0,3764 < 0,38 < sin >. 





(wegen (71)) 


Wegen (76) und (77) haben wir die Nullstellen zu bestimmen von 


82 


a 
4 


(78) f(x) = sin{"5*(22 —sin22)— 5 — \ + asin 3 (x>0), 


wo / eine reelle Zahl mit Absolutwert <1 bezeichnet. 
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Setzen wir 
st" (22 —sin2z)— > — 57 = g(z), 
also 
(78°) f(x) = sin {g(x)} + Asin > (|4| <1), 
so ist 
9(0) = —*%, 


g(x) =2(n+41)sin*2— 4, also g'(0)=— 3. 
Wird die im Intervall 0 < 2< _ liegende Zahl é definiert dutch 


1 


(79) seat 5 


so ist g(x) im Intervall 0 < x < & monoton fallend, im Intervall §< 2< ; 
monoton steigend, also 





4 a 83 
9 (2) >9(8) —*t*(2¢—sin2g)—5 — 92 > "4! Sainte —* sing — = 
wegen Hilfssatz II] und §<Fsiné fir 0<i< <F- Also wegen (79) 
1 a 32 82 1 a 1 
o(2)> Se ~~ tT a) 
82 a 1 
Ix 1 72 
“S77 "C 
Also. 
82 Tx “ 
(80) —F29(z)>—-—y fir 0<e<é. 


Im Intervall (0, &) ist wegen (78’) und (80) 


+ + Jsin— < — sin — y+ sin = <0. 


f(z)<—asing ¥ 


Von z= bis z= > nimmt g(z) monoton zu von g(é) bis aa. 


Im Intervall §< 2#< = liegen also fiir n >2 zwei wohlbestimmte Zahlen 
y und 6, definiert durch 


g(y)=—=, 


(82) 


a 


g(6)=+ 4. 





(83) 


(84) 


mit 
(85) 
oder 





also wegen (78’) 


Andererseits ist 


(85°) 


(86) 
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Dann ist im Intervall (0, y) wegen (80) 
sin{g(x)}<—sn=, 


f(y) <0. 


f(6) = sin > + Asin = > 0. 


Also gibt es gewiB wenigstens eine Stelle a, >y und < 4, wofiir gilt 
Das kleinste «, liefert die gréBte Nullstelle 
2(n +1) cosa, 


y<a,<4 


2(n +1)(1— sin*y) > a2 > 2(mn+1)(1— sin* 4). 
Wegen (82) ist 


n +1 
g(y) ==— =p (27 —sin2y)—F- 


wegen Hilfssatz III, also 


(n +1)sin*y > 


* (26 — sin 28) — 5 — 


wegen Hilfssatz III, also 
(87) (n+ 1)sin? 6 < +> 


sin 8< {QO 





< "+! (ay —sin2y) — —_ 


<-> 7sin* y— 








5— (26 —sin2d) — 7— 
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Fiir die absolut grépte Nullstelle x,— ¥2(n+1)cosa, ergibt sich 
also wegen (85’), (86) und (87) 

4 i 
272 5 

2(n-+1) {1 — (ete) }< ts. < 2(n+1){1— ( T+) , 

d. h. 
2(n +1) — O(n +1)! < 22 <2(n +1) — Of(n +1), 

giiltig fiir jedes n > 2; hierin ist 


i 
a<2(F4) <6), 
ik 
O>2(z) >23. 
Dordrecht (Holland), den 21. Februar 1931. 


(Eingegangen am 24. 2. 1931.) 
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Einleitung. 
1. Es sei eine lineare homogene partielle Differentialgleichung zweiter 
Ordnung vom ow Typus in der Normalform 


(D) D(z)=Ze +a a(zy) <= +b(2y)= +c(zy)z=0 


vorgelegt, deren Koeffizienten a,b,c in einem Streifen z,<2< 2, der 
reellen zy-Ebene stetige (reelle oder komplexe) Funktionen sind und auBer- 
dem in y die Periode 22 haben. Wir verstehen dann unter dem zu (D) 
gehérigen Integrationsproblem die Konstruktion aller derjenigen Integrale 
von (D), welche ebenso wie die Koeffizienten a, b,c in y periodisch sind. 

Auf diese Fragestellung stéBt man in der Theorie der spharischen 
Abbildung, und zwar versteht man unter dem Problem der sphirischen 
Abbildung die Konstruktion aller konvexen stetig gekriimmten Flachen- 
stiicke , die zu einem vorgegebenen spharischen Bild © ihrer Kriimmungs- 
linien gehéren. Hierbei ist © ein orthogonales Kurvensystem auf der Ein- 
heitskugel. Die Konstruktion der gesuchten Filachenstiicke § fiihrt nun 
aber auf die Integration einer Differentialgleichung vom Typus D(z) = 0. 

Setzt man jetzt voraus, da8 simtliche Kurven der einen Schar des ortho- 
gonalen Systems © gescnlossen sind, so folgt, daB die Koeffizienten a, b, c 
von (D) in der einen Verinderlichen periodisch sind. Verlangt man weiter, 
daB auch die dieser Schar entsprechenden Kriimmungslinien geschlossene 
Kurven sind, so hat man diejenigen Integrale z von (D) aufzusuchen, 
welche gleichfalls in einer Verinderlichen periodisch sind*). 

2. Einen ersten Zugang zu dem in Abschnitt 1 formulierten Inte- 
grationsproblem liefert die bekannte Riemannsche Methode*). Ist p(x, y; 8, t) 
die bei Riemann auftretende Parametrix, welche beim Randwertproblem 
der Differentialgleichung (D) die Rolle der Greenschen Funktion spielt, so 
laBt sich das Integral z(xy) von (D) durch p(z, y;8,#) und die Rand- 
werte z(z,t,) und z(s8,, y) ausdriicken. 

Nunmehr bilde man die Differenz 


P(x; 8, t,) = p(x, tg + 22; 8, t,) — p(x, ty; 8, ty); 


1) Vgl. die Arbeit des Verfassers: Zur Theorie der sph&rischen Abbildung im 
Gro3en, I, Math. Zeitschr. 31 (1930), S. 629—708. Im folgenden wird diese Arbeit 
kurz mit Z, zitiert werden. Siehe insbesondere 8. 674—708. Es wird dort ibrigens 
an Stelle von (D) ein System von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung 
integriert, das eng mit (D) zusammenhingt. 

*) B. Riemann, Uber die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher Schwin- 
gungsweite, Werke, 2. Aufl. (1892), S. 156—179. Siehe insbesondere 8. 169—172. Vgl. 
etwa auch Darboux, Lecons sur la théorie générale des surfaces (im folgenden auch 
kurz ,,Darboux“ zitiert), II., 2. Aufl. (1917), 8. 71—81. 
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dann wird man (vgl. Kap. I, § 1) unmittelbar auf eine hinreichende und 
notwendige Bedingung fiir die Periodizitéat von der Gestalt 


(1) z(a, t)) P(x; 2, t,) + @(x) + faz, 8)z(8,t,)ds=0 


gefiihrt (vgl. Gleichung (22), § 1). Hierbei bezeichnet J(x, 8) einen Aus- 
druck, der als wesentlichen Bestandteil die Funktion P(z; s,t,) enthalt 
(vgl. Gleichung (24), § 1). AuBerdem ist 

tot2x 
(2) (2) =f p(x, ty +22; &, t)(F#Cr) + a(s,, t) 2(4,)) at 
gesetzt. . 

Sind jetzt die Randwerte z(s,,y) stetig differenzierbar und in y 
periodisch vorgegeben, so ist damit auch die Funktion ®(z) der Formel (2) 
festgelegt, und die Beziehung (1) liefert im allgemeinen Falle eine Volterrasche 
Integralgleichung zur Bestimmung der Randwerte z(z,t,). Durch die 
Randwerte z(8,, y), z(x, t)) ist aber: nach bekannten Sitzen das Integral z 
von (D) eindeutig bestimmt. 


3. Die Periodizitaétsbedingung (1) vereinfacht sich erheblich, wenn der 
Kern J(z,8) und die Funktion P(x; z,t,) beide identisch verschwinden; 
und zwar bemerkt man leicht (vgl. Gleichung (24)), daB dann und nur 
dann J(z,s)=0, P(z;2z,t,) =0 ist, wenn die Parametrix p(z, y; 8, 1) 
in y die Periode 2” hat. Wir sagen, in diesem Falle sei das zu (D) ge- 
hérige Integrationsproblem vom Haupttypus. Dann wird aus (1) 

@(x)=0, 


d. h. aber wegen (2), daB entweder jedes Integral z mit den vorgegebenen 
Randwerten z(8,,y) in y periodisch ist oder gar keines. 

Ist aber p(z, y;8,%) nicht periodisch in y, so sagen wir, das Inte- 
grationsproblem sei-vom Nebentypus*). Beim Nebentypus ist weiter zu 
unterscheiden, ob die Integralgleichung (1) regular oder singular ist. (Vgl. 
den ausfiihrlichen Bericht dariiber in § 5, Abschn. 28.) Ist die Integral- 
gleichung (1) regular, so existiert ein eindeutig bestimmtes, in y periodisches 
Integral, das beliebig vorgegebene, in y periodische Kandwerte 


82 (&%, ; 
RP + (00 9) 2 (00 9) = O(y) 


*) Die Unterscheidung dieser beiden Typen von Integrationsprobl findet 
sich bereits in Z., 8. 687. Vgl. auch Z., Fufnote *), 8S. 694. Allerdings bezieht sie 
sich dort nicht auf (D), sondern auf ein mit (D) eng zusammenhingendes System 
von partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung. 

AuBerdem hei8t es dort an Stelle von Haupt- und Nebentypus vielmehr Haupt- 
typus und singulirer Typus. Es scheint uns aber, da8 die Bezeichnung Nebentypus 
hier doch zutreffender als singulirer Typus ist. 
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annimmt; ist die Integralgleichung (1) singular, so liegen die Verhaltnisse 
komplizierter. 

Betrachtet man neben (D) auch noch die zu (D) adjungierte Diffe- 
rentialgleichung (HZ), so laBt sich leicht zeigen (§ 1, Satz 2), daB die zu 
(D) und (£) gehérigen Integrationsprobleme entweder beide gleichzeitig 
vom Haupttypus oder beide gleichzeitig vom Nebentypus sind. 

In § 2 werden zunichst einige einfache Beispiele von Differential- 
gleichungen angegeben, deren zugehérige Integrationsprobleme vom Haupt- 
typus sind. Am Schlu8 wird auch ein spezielles Integrationsproblem vom 
Nebentypus vollstindig durchgefiihrt. In § 3, Satz 3 wird bewiesen, daf 
das Integrationsproblem immer dann vom Haupttypus ist, wenn die zu- 
gehérige Differentialgleichung (D) mit Hilfe der Laplaceschen Kaskaden- 


2x 
methode*) integrabel und fa(zy)dy =O ist. Eine solche Differential- 
0 


gleichung nennen wir vom Laplaceschen Typus®). Auf Grund der Beispiele 
aus § 2 bemerkt man unmittelbar, daB nicht umgekehrt jedes Integrations- 
problem vom Haupttypus zu einer Differentialgleichung vom Laplaceschen 
Typus gehért. 

4, Sind die Koeffizienten a, b,c analytische Funktionen von z und y, 
so wird man nach geeigneten Entwicklungen fiir den Kern J(zx, s) der In- 
tegralgleichung (1) suchen, um zu einfachen Kriterien fiir Integrations- 
probleme vom Haupttypus zu gelangen. Hierbei macht sich aber stérend 
bemerkbar, da8 im allgemeinen Falle die Funktion p(xy; st) keine in y 
periodische Funktion ist. Aus diesem Grunde wird in Kapitel II eine zweite 
Methode zur Lésung des Integrationsproblems angegeben, welche die Rie- 
mannsche Parametrix nicht mehr benutzt und dann in Kapitel III fiir den 
analytischen Fall zu expliziten Kriterien fiir den Haupttypus fiihrt. 

Der Ansatz in Kapitel II geht nicht von der Normalform (D) aus, 
sondern es wird zunichst (vgl. § 4, Abschn. 20) die Differentialgleichung (D) 
in die einfachere Gestalt 


(L) L(2) = 25 +b(2y)= + ¢(zy)2=0 
iibergefiihrt. 


*) Laplace, Recherches sur le calcul intégral aux différences partielles (1773), 
wieder abgedruckt in (Zuvres complétes, publ. d. l’Ac. d. Sc. 9 (1893), S. 5—68, siehe 
insbes. 8. 22—24 und 28—37. Vgl. auch Darboux, IL, 8S. 23—88. 

5) Vgl. die Arbeit des Verfassers, Uber die Laplacesche Kaskadenmethode, Math. 
Annalen 104 (1930), 8S. 96—138. Im folgenden kurz mit A. zitiert. Siehe insbes. 


die Ausfiihrungen in den Abschnitten 2 und 8 der Einleitung 8S. 98—100. Vgl. auch 
Definition 2, und Satz 5., 8. 117. 
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Neben (ZL) betrachte man noch die Integrodifferentialgleichung 


tot+2x 


(A) A(z) =L(2)— 2. [ (e(zy) 22) a(zy) ay —0; 
to 


dann lassen sich von den Integralen von (A) leicht zwei wichtige Eigen- 
schaften beweisen (vgl. § 4, Satz 4 und Satz 5): 


I. Jedes Integral von (A) hat in y die Periode 22, wenn seine An- 
fangswerte fiir 2 =, in y periodisch sind. 

II. Die Gesamtheit aller in y periodischen Integrale von (LZ) stimmt 
iiberein mit der Gesamtheit derjenigen periodischen Integrale von (A), fiir 
welche gleichzeitig 


2x 
e ab 
(3) J (c(zy) 22%) a(2y)ay =0 
0 
wird °), 
5. Indem man in geeigneter Weise Integrale von (4) konstruiert, 
welche der Bedingung (3) geniigen, leitet man in den Paragraphen 5, 6, 7 


ein neues Periodizitatskriterium fiir das zu (LZ) gehérige Integrationsproblem 
ab, das in der Gestalt 


4) J,(2) + 64(2) 9(2) + K(x, 0) p(2)de=0 


®) Genau der gleiche Ansatz findet sich in Z. 8. 674—677. Wahrend aber dort 
zur Aufstellung der (4) entsprechenden Integralgleichung ein unendliches System von 
gewohnlichen linearen Differentialgleichungen erster Ordnung integriert wird, hat sich 
inzwischen die Einfiihrung dieses unendlichen Systems als ein Umweg herausgestellt 
und wird in der vorliegenden Arbeit durch Konstruktion der beiden Funktionen Z (xy; «) 
in Abschnitt 25 und W(zy;s) in Abschnitt 31 vermieden. 

Will man den Gedankengang skizzieren, der zu der Integrodifferentialgleichung'( A ) 
gefiihrt hat, so denke man sich zunichst die beiden Koeffizienten b,c und das In- 
tegral z von (ZL) in Fourierreihen 


+o +o +o 
b(zy)= J b,(z)e~**¥, c(zy)= ZS e,(x)e'*¥, 2(ay)= ZF z,(z)e-'*¥ 
hz oO “=O A=—- OC 


entwickelt und die Reihe fiir z in (LZ) eingesetzt. Dann ergibt die formale Rechnung 
zur Bestimmung der Koeffizienten z,(2) ein unendliches System von gewdéhnlichen 
linearen Differentialgleichungen erster Ordnung, dessen Liésung aber auBerdem noch 
der Bedingung (3) unterworfen wird, welche hier in der Form 
+0 
(3a) > (¢,(2)+¢ub,(x))2z_,(2) =0 

ar) 
auftritt. Fragt man nun: welcher Funktionalgleichung geniigt z(zy), wenn seine 
Koeffizienten z,(x) zwar dem unendlichen System von Differentialgleichungen, aber 
nicht der Bedingung (3a) geniigen, so erkennt man leicht, daB dann z(zy) ein 
Integral von (A) ist. Vgl. auch Z. FuSnote *), 8. 680. 
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auftritt (vgl. Gleichung (82), § 7). Hierbei ist gesetzt 


co(2) = gf e(zu)ay, 


0 


2x 
1 

(5) p(2) =z. { 2(2y)dy. 

0 
K(x, 8) bezeichnet eine Funktion, welche als wesentlichen Bestandteil ein 
durch geeignete Bedingungen eindeutig bestimmtes Integral von (A) ent- 
halt (vgl. Gleichung (62), § 5), waihrend J,(x) abnlich wie ®(z) in Glei- 
chung (2) von den Randwerten ite abhingt (vgl. Gleichung (81), § 7). 


Sind jetzt die Randwerte ee als eine stetige in y periodische 
Funktion vorgegeben, so ist damit die Funktion J,(z) festgelegt und die 
Periodizitaétsbedingung (4) liefert im allgemeinen eine Volterrasche Integral- 
gleichung zur Bestimmung der Funktion g(x). Endlich la8t sich zeigen, 
daB8 das Integral z von (ZL), welches zugleich Integral von (A) ist, und 
der Bedingung (3) geniigt, durch die Randwerte ew) und die durch 
Gleichung (5) definierte Funktion p(x) eindeutig bestimmt ist. 

Man beweist ferner, da8 das zu (L) gehérige Integrationsproblem dann 
und nur dann vom Haupttypus ist, wenn in der Integralgleichung (4) beide 
Funktionen c,(z) und K(z,s) identisch verschwinden (vgl. Satz 6, § 5), 
so daB sich in diesem Falle die Periodizitétsbedingung (4) zu 

J, (x) = 0 
vereinfacht (vgl. Satz 7, § 7). 

6. Wenn man die Integralgleichungen (1) und (4) vergleicht, so be- 
merkt man, da8 sie beide im wesentlichen den gleichen Charakter haben. 
Es scheint somit die Integrationsmethode aus Kapitel II zunachst zu keinem 
einfacheren Ergebnis als die Riemannsche Integrationsmethode in Kapitel I 
zu fiihren. Die Vorziige der zweiten Integrationsmethode erkennt man erst, 
wenn man wie in Kapitel III die Koeffizienten b und ¢ von (L) als ana- 
lytische Funktionen von z und y voraussetzt; dann ergibt sich niamlich 
fiir die Funktion K(z,s) aus Gleichung (4) eine Entwicklung in eine 
Potenzreihe. 


Denkt man sich die in y periodischen Koeffizienten 6 und ¢ von (L) 
als Fourierreihen 


b(ay) = 5 3,2) e*¥,  e(ay) = 5 4,(2) e~ "9 
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gegeben, so lassen sich durch einfache Rekursionsformeln, welche nur Diffe- 
rentiationen und Summationen, aber keine Integrationen enthalten, aus 
den 6,(z) und c,(x) zwei unendliche Folgen von Funktionen 

hy aS 


U, (2), Va,(2) Shy as 


eindeutig herleiten (vgl. die Gleichungen (97) und (102) aus § 8). Mit 
Hilfe dieser Funktionen U,,(x), V,,,(x) lassen sich die Koeffizienten der 
Potenzreihe fiir K(x, s) darstellen, und zwar ergibt sich 


(6) K(e, n--1 5 5 SE Tosa pleas rl) ae 


m=0n=0 \v=-—o@ 





Aus dieser Entwicklung fiir K(zs) kann man unmittelbar ablesen, 
wann K(2zs) identisch verschwindet, d. h. man erhalt aus (6) (wegen 
Satz 6, §5) neue explizite notwendige und hinreichende Bedingungen fiir 
den Haupttypus, die in Satz 9, § 9 formuliert werden und die ausschlieBlich 
die GréBen U,,(x) und V,,(2) enthalten. 

Fiir den Fall des Haupttypus laBt sich auch fir die Periodizitits- 
bedingung J,(z) = 0 eine explizite Form angeben, und zwar erhilt man, 
wenn man die in y periodischen Randwerte z(s,y) in die Fourierreihe 


+a 
(7) 2(y)= 5 re" 
entwickelt, den Satz 10 aus § 9: 

Ist das zu (L) gehdrige Integrationsproblem vom Haupttypus und 
sind die Koeffizienten b und c von (L) analytische Funktionen, so existieren 
dann und nur dann in y periodische Integrale z von (L), welche fiir 
x= 8, die Werte der Rethe (7) annehmen, wenn die Beziehungen 


(8) etd, u(t) =0 (we, 2,... +00) 


alle erfiillt sind; und zwar ist in diesem Fall jedes Integral von (L), das 
der Bedingung (7) geniigt, in y periodisch. 

7. Nachdem man als Bedingungen fiir den Haupttypus nach Satz 9, 
§ 9 Relationen erhalten hat, welche ausschlieBlich von den U,,(x) und 
V,,(%) abhingen, wird in §10 die Frage gestellt, ob sich auch fiir den 
Laplaceschen Typus Kriterien angeben lassen, in denen nur die U,,(z) 
und V,,(2) vorkommen. Die Untersuchung dieser Frage fiihrt nun zu 
den Satzen 11 und 12: 

Damit die Differentialgleichung (L) vom Laplaceschen Typus in 
bezug auf x ist, ist notwendig, 
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erstens, daB das zugehdrige Integrattonsproblem vom Haupttypus ist, 
zweiten . daf fiir jeden Index n nach Wahl einer geeigneten Zahir 
und von r F-xktionen f,,(x) die Beziehungen 


(9) Uny(%) = Xfael®)U,,(7) (—0o <u < +00) 
gelten. : 

Umgekehri ist bereits hinreichend 

erstens, dap das zugehdrige Integrationsproblem vom Haupttypus ist, 

zweitens, dap fiir einen einzigen Index r nach Wahl von r geeig- 
neten Funktionen f,(x) die Beziehungen 

Uy 41, y(%) =D f(2)U,,(%) (—o << +e) 
bestehen. re 

Das heiBt, daB die Beziehungen (9) von selbst fiir alle n erfiillt sind, 
wenn sie nur fir n =r-+1 gelten. 

Fiir Differentialgleichungen vom Laplaceschen Typus in bezug auf y 
gilt der gleiche Satz (vgl. Satz 12,§ 10). Nur sind in dem eben angegebenen 
Wortlaut die U,, (x) und U,, (x) durch die V,,,(2) und V,, (x) zu ersetzen. 

Aus diesem Satz folgt unmittelbar (vgl. Satz 13, § 10): Ist (L) vom 
Laplaceschen Typus in bezug auf y, so ist bereits hinreichend, dap die 
Bedingungen (8) nur fir n=1,2,..., 7 (d.h. somit nur fiir endlich viele 
und nitht fir alle n) erfiillt sind, damit ein in y periodisches Integral z 
von (L) existiert, welches fiir x= 8, die Werte der Reihe (7) annimmt. 

Zum SchluB des § 10 (vgl. Satz 14) wird auf Grund der Satze 11 
und 12 von einer speziellen Klasse von Differentialgleichungen (L) be- 
wiesen, daB sie keine Differentialgleichung vom Laplaceschen Typus enthiilt. 

8. Es zeigt sich, daB fiir manche in der Theorie der spharischen Ab- 
bildung im GroBen auftretenden geometrischen Fragestellungen, die in den 
Kapiteln II und III auseinandergesetzten Methoden nicht ausreichen. Im 
Kapitel IV wird daher eine Verallgemeinerung des Ansatzes aus Kapitel II 
und III angegeben; sie besteht in einer Transformation der Veranderlichen y. 

Es sei #(xy) eine beliebige im Streifen 7 <2< 2, der reellen 
a y-Ebene definierte reelle analytische Funktion von x und y, die dort 
den Bedingungen 


O(x,y +22) = 22+ #(z, y), 2¢(ew) = 


geniigt. Nunmehr stellt man die Integrale z von (ZL) nicht mehr als 
Fourierreihen dar, welche nach ganzzahligen Potenzen von e~‘ fortschreiten, 
sondern man sucht fiir z eine Fourierentwicklung der Form 


+ 7 . 
z(zy)= 5S z,(z)e*?™. 








o> ww cf eee ce wus TM oH 
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Im letzten Paragraphen wird endlich als Beispiel eine Differentialgleichung 
(vgl. Gleichung (154), § 12) untersucht, auf deren Integration man das Problem 
der spharischen Abbildung zuriickfiihren kann *). Hier werden die wichtigsten 
Satze aus Kapitel III fiir diesen Spezialfall noch einmal formuliert, d. h. es wird 
zusammengestel!t, was die Methoden der Kapitel II, III und IV fiir das Inte- 
grationsproblem der Differentialgleichung der sphirischen Abbildung leisten. 

Zum Schlu8 wird in den Abschnitten 65 und 66 ein Umkehrungs- 
problem zur spharischen Abbildung formuliert. Mit ihm hingt die weitere 
Frage zusammen, ob ein Problem der sphiarischen Abbildung vom Haupt- 
typus sich durch Probleme der sphirischen Abbildung vom Laplaceschen 
Typus approximieren laBt. Beide Fragestellungen sollen ausfiihrlich an 
anderer Stelle*) untersucht werden. 

Ahnliche Fragen, aber ohne Riicksicht auf das Problem der spharischen 
Abbildung, sollen im zweiten Teil dieser Arbeit behandelt werden, welcher 
auch in dieser Zeitschrift erscheinen wird ®*). 

Dort soll zunachst ein zur Differentialgleichung (£) gehériges Um- 
kehrungsproblem formuliert und gelést werden. Gestiitzt auf die dabei 
entwickelten Ergebnisse finden wir dann in dem Approximationssatz ein 
neuartiges Kriterium fiir den Haupttypus, indem wir beweisen: Damit eine 
vorgelegte Differentialgleichung (L), deren Koeffizienten in y periodisch sind, 
vom Haupttypus ist, ist hinreichend und notwendig, daB sich (L) in jedem 
hinreichend kleinen Streifen thres Definitionsbereiches durch Differential- 
gleichungen (L,,) vom Laplaceschen Typus beziiglich beider Verdnderlichen 
mit in y periodischen Koeffizienten gleichmafBig approximieren lat. 

Dieser in Teil II zu beweisende Satz erscheint uns das interessanteste 
Resultat der hier auseinandergesetzten Theorie zu enthalten. 


Kapitel L. 
Erste Methode zur Lésung des Integrationsproblems. 
§ 1. 


Integrationsprobleme vom Haupttypus und Nebentypus. 
9. Den Untersuchungen dieses Kapitels sei die Differentialgleichung in 
der Normalform 


(D) D(z) = FE + a(ay) 2 + b(xy) = +e (zy)z=0 


Ox dy 





*) Die Ableitung dieser Differentialgleichung der sphiarischen Abbildung soll in 
einer weiteren Abhandlung des Verfassers an anderer Stelle durchgefiihrt werden. 
Vgl. auch die Ausfiihrungen in Abschnitt 59, FuBnote *). 

*) In einer vom Verf. geplanten Abhandlung: Zur Theorie der spharischen Ab- 
bildung im GroBen II. 

**) Teil I. Das Umkehrungsproblem und der Approximationssatz. 
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zugrunde gelegt. Hierbei seien die Koeffizienten a,b,c in einem Streifen 
% <2x<z, der reellen x y-Ebene stetig (reelle oder komplexe) Funktionen, 
die in y periodisch sind. Es sei somit 

(10) a(z,y+22)—a(zy), b(z,y+22)—b(zy), c(x, y+2n)—c(ry). 


Wir fragen nach allen Integralen z von (D), welche in y die Periode 22 
haben. 

Um die in y periodischen Integrale von (D) zu konstruieren, suchen 
wir zunichst das allgemeine Integral von (D) mit Hilfe der Riemannschen 
Parametrix p(zy;s8t) auszudriicken. Diese Funktion p geniigt beziiglich 
des ersten Paares von Veranderlichen zy der Differentialgleichung (D) 
und ist ferner durch die Randbedingungen 


B A 
(11) p(zt; st) = Fe0, p(ay; at) = seu) 





eindeutig bestimmt®*). Hierbei ist zur Abkiirzung 


~Jewnee ~foenas 
(12) A(zy)=e ° , Bl(ry)—e * 
gesetzt. 

Offenbar sind A und B im ganzen Definitionsbereich von Null ver- 
schieden. Aus der Voraussetzung (10) folgt unmittelbar, daB B(2y) immer 
eine in y periodische Funktion ist, wihrend A(zy) dann und nur dann 
in y die Periode 2% hat, wenn 


+x 
(13) fa(xn)dn =2kxi 
ist, unter k eine ganze reelle Zahl verstanden. 


*) Vgl. loc. cit., FuBnote *). Riemann benutzt allerdings loc. cit. an Stelle der 
im Texte definierten Funktion p(zy; st) eine Funktion g(s¢t; zy). Hierbei ist q 
beziiglich des ersten Paares von Verinderlichen s,¢ ein Integral der zu (D) ad- 
jungierten Differentialgleichung 


(B) B(q)= FE — a(01)24—0(01) 384+ -(c on—SC)_ O09) 0; 





auBerdem ist g durch die Randbedingungen 


Men en-Zoyy (eh TeH 


eindeutig bestimmt. Nachtriglich 148t sich aber zeigen, daB die Beziehung 


q(#t; zy) = p(zy; 8) 
besteht. Vgl. etwa Darboux II, 8. 80—8i. 








er ae 











Differentialgleichungen vom hyperbolischen Typus mit periodischen Koeffizienten. 447 
Mit Hilfe der Funktion p la8t sich das Integral z von (D), welches 

die fir y= t, und fiir =, vorgegebenen Werte 

(14) 2(z,t)=f(), 2(8,¥)=9(y) 


annimmt, in expliziter Form darstellen. Hierbei bezeichnen f(z) und g(y) 
einmal stetig differenzierbare Funktionen, welche noch der Bedingung 


f (8) =g (ty) 


geniigen. Durch die Bedingungen (14) ist das Integral von (D) ein- 
deutig bestimmt. 
Man erhalt, wenn man abkiirzend 








(15) F(z) = oT) + b (xt) f(a) = B( xt) & erat 
(16) G(y) =F +.a(sy) 9(y) = A(%¥) a 
setzt, 


(17) =(ev)=Fe)p (evi sot) +S eyiet) FO) da foleysa,t) G (dt. 


10. Damit nun das Integral z von (D) in y periodisch ist, mu8 not- 
wendig z(s,y)=g(y) eine in y periodische Funktion sein, d. h. 


(18) 2 (8, y +22) —g(y + 2x) =g(y). 
AuBerdem ergibt sich die Forderung 
(19) 2(z,t, + 2a) —2z(xt,) = f(z). 


Andererseits ist aber leicht einzusehen, daB jedes Integral z von (D), 
welches den beiden Bedingungen (18) und (19) geniigt, in y periodisch ist. 
Man hat zum Beweise, gestiitzt auf die Voraussetzungen (10), nur zu be- 
riicksichtigen, da8 das Integral von (D) durch die Randwerte (14) ein- 
deutig bestimmt ist. 

Fiihrt man die Funktion 


(20) P(x; 8t)=p(z,t+ 2x; st) — p(a, t; 8, t) 


ein, so ergibt die Forderung (19), wenn man die Darstellung (17) fiir z 
benutzt, 


(21) 2(z, t, +22) —2(z, ty) = f(8,) P(2; 8 t,) +f P(e; st,) F(s)de 
tote 


+ J p(x, ty +22; 4 t)G(t)dt=0 
i, 
SchlieBlich erhalt man, wenn man auf der rechten Seite von (21) partiell 
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integriert, und Formel (15) heranzieht, an Stelle von (21) die Periodizitiats- 
bedingung 





: @(B(s8t)) P(x; st) f(s) 
ay [OPER 2 on in ra 
to+2x 


+ f p(x, t, +22; 8, t)G(t)dt =0 














Ist jetzt eine in y periodische Funktion G(y) gegeben, so kann man 
sich die Aufgabe stellen, alle in y periodischen Integrale z von (D) zu 
konstruieren, welche der Bedingung (vg). Gleichung (16)) 

(23) SEY + a(sy)2(%¥)— A (So¥) z Greet — G(y) 
geniigen. Zur Lésung dieses Problems hat man die Bedingung (22) als 
Integralgleichung von Volterraschem Typus mit dem Kern 








F 1 6(B(st,) P(x; 8 ty) 
(24) J(2,8) = Ber) is » 
und der zu bestimmenden Funktion f(z) aufzufassen. 

Ist nun f(z) eine Lésung der Integralgleichung (22), so substituiere 
man dieses f(z) und die vorgegebene Funktion G(y) aus Gleichung (23) 
in die Gleichung (17). Auf diese Weise erhalt man alle in y periodischen 
Integrale von (D), die der Bedingung (23) geniigen. 

11. Bei der Untersuchung der Periodizitatsbedingung (22) wird man 
auf mehrere Fille gefiihrt: Die Integralgleichung kann namlich regular 
oder singular sein*®); es kann aber auch der fiir uns besonders wichtige 
Fall eintreten, daB der Kern J(z,s) aus Gleichung (24) und die Funktion 
P(x; 2t,) beide identisch verschwinden. 

Wir behaupten weiter: Ira Falle 


(25) J(z,8)==0, P(2z;2z,t,)=0 


ist notwendig p(xy;st) eine in y periodische Funktion, dh. es gilt 
wegen (20) 
(26) P(z;at)=0 


identisch in den drei Veranderlichen 2, s, t. 


**) Wenn die Bedingung (13) erfillt ist, ergibt sich aus (20) und (11) 
P(x; xzt,)=0. 


%*) Uber die Definition der reguléren oder singuliéren Volterraschen Integral- 
gleichung vgl. die Ausfiihrungen in Abschnitt 28, § 5. 
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Beweis. Wegen der Voraussetzung (25) lautet die Periodizitats- 
bedingung (22) 
tot 8a 
(27) S p(x, t, +22; 8,t)G(t)dt =0. 
t, 
Nur wird aber fiir z= p(xy;s8,¢) wegen (11) und (16) 


5 @A(sy) 1 _ 
G(y) = A(%¥)5, A(&% t) ia 


Mithin geniigt z= p(zy;,t) fiir jedes s, der Bedingung (27), und die 
Behauptung (26) ist bewiesen. 

Andererseits bemerkt man wegen (24) unmittelbar, daB umgekehrt 
aus (26) die Beziehungen (25) folgen. 

Aus P(s; st) =0 schlieBt man ferner 

A(8,t+ 22) — A(s,t)=0 
wegen (11) und (20). Somit ist in diesem Falle A(z y) eine in y periodische 
Funktion, und daher geniigt a(xy) der Bedingung (13). 

Definition 1. Wir sagen, das zu (D) gehdrige Integrationsproblem 
sei vom Haupttypus, wenn die Riemannsche Parametrix p von (D) der 
Bedingung 
(28) p(x, y +22; 8, t)=p(ry; st) 
geniigt. Ist diese Bedingung nicht erfiillt, so sagen wir, das Integrations- 
problem sei vom Nebentypus. 

12. Ist das Integrationsproblem vom Nebentypus, so fiihrt seine Lésung 
auf die Volterrasche Integralgleichung (22). Fiir den Fall des Haupt- 
typus geniigt es aber, wenn die Bedingung (27) erfiillt ist. Hieraus schlieBt 
man unmittelbar: 

Satz 1. Das zu (D) gehdrige Integrationsproblem ist dann und nur 
dann vom Haupttypus, wenn jedes Integral z von (D), welches der Be- 
dingung 
(29) z(8 y) = konst. A (8, y) 
geniigt, in y die Periode 2x hat. 

Denn aus (16) und (29) folgt 

G(y) =0. 


13. Ist A(zy) in y periodisch, so erhalt man 
p(z,y+22;8,t+22)=—p(zry; st), 


da das Integral von (D) durch seine Werte fiir x =s und y =? eindeutig 
bestimmt ist. 
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Besteht nun auBerdem noch die Beziehung (28), so ergibt sich 
(30) p(xy; 8, t+ 2x) — p(y; st) 
= (p(xy;8,t+ 22) — p(a, y + 22; 8, t+ 22)) 
+ (p(x, y+ 2m; 8,t+ 22) — p(xy; st)) =0. 
Im Falle des Haupttypus hat somit die Riemannsche Parametrix p die 
beiden Periodizitatseigenschaften (28) und (30). 
Setzt man ferner 
(31) q(st;xy)=p(xy; st), 
so ist nach bekannten Siatzen (vgl. FuBnote *)) g die Riemannsche Para- 
metrix der zu a ae tend Differentialgleichung 
(Z) #(q)= ih — £(a(st)q) — 4 (b(st)q) +e(st)q=0. 
Ist somit (D) vom Haupttypus, so ist wegen (30) und (31) 
q(8,t+22;2y) —q(st;xy)=0, 
d. h. aber: nach Definition 1 ist (#) auch vom Haupttypus. Es gilt somit 


Satz 2. Ist das (D) gehérige Integrationsproblem vom Haupttypus, 
so fiihrt auch die zu (D) adjungierte Differentialgleichung (EB) auf ein 
Integrationsproblem vom Haupttypus. 

§ 2. 
Beispiele. 

14. (@) AuBer der Periodizititseigenschaft (10) werden iiber die 
Koeffizienten a,b,c von (D) die Beziehungen 
(32) a(z,—y)=—a(zy), b(z,—y)=b(z,y), o(2,—y)=—e(xy) 
vorausgesetzt. Dann folgt aus (12) 

(33) A(z,—y)=A(z,y), B(x,—y) = B(z, y). 
AuBerdem hat auch A nach Formel (13) in y die Periode 22, da wegen (32) 


+x 
Sa(zn)dn =0 
ist. 
Es sei jetzt z ein Integral von (D), das fiir x=, die Werte 
(34) 2(8 y) = konst. A(s, y) 
annimmt. Dann ist lings der Geraden y= 0, da dort wegen der Voraus- 


setzung (32) die Koeffizienten a@ und c als ungerade Funktionen ver- 
schwinden, 





+ (2 2 = 


inn 
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folglich, da wegen (12) 





1 aB(z, 0) 
b(z,0)—=— sa Oz 
ist: 
a 
(35) Te ns =k B(x, 0), 





unter & eine noch naher zu bestimmende von x unabhingige Zahl ver- 
standen. Insbesondere hat man 





(36) 5 ens. = k B(8,, 0). 
Andererseits folgt aber aus (34) 


dz 


= «=s, = konst. 9A(%Y) | 
Y |y=0 


oy y=0 





da A(zy) wegen (33) eine gerade Funktion von y ist. Nun ist aber 
B(s,,0) +0, mithin ergibt sich aus (36) k=O und somit wegen (35) 
i éz Pa 
(37) b> 


Ist jetzt z(xy) ein beliebiges Integral von (D), das der Bedingung 
(34) geniigt und im Bereiche 


&SzS4,, ye 
definiert ist, so lat sich z(xy) wegen (32) und (37) auch im Halb- 
streifen 
S258, y<0 
durch die Beziehung 
(38) 2(xy) = 2(2, —y) 


80 fortsetzen, daB z samt seinen partiellen Ableitungen erster Ordnung im 
ganzen Streifen s, < x <8, stetig ist und dort der partiellen Differential- 
gleichung (D) geniigt. 
Aus (38) folgt nun aber 
2(a, —n) =2z(z, 2) 

und hieraus ergibt sich mit Riicksicht auf die gleichfalls in y periodischen 
Randwerte (34) nach einer Bemerkung im Anfang des Abschnittes 10 (vgl. 
Formel (19) fiir t, = —2), daB jedes Integral von (D), welches der Be- 
dingung (34) geniigt, in y die Periode 2” hat. Jetzt ergibt sich un- 
mittelbar aus Satz 1, daB das zu (D) gehdrige Integrationsproblem immer 
dann vom Haupttypus ist, wenn die Koeffizienten von (D) der Bedingung 
(32) geniigen. 
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15. (8) Wir betrachten nunmehr den speziellen Fall der sich selbst 
adjungierten Differentialgleichung 
e*z 
Oxdy 


(39) 





+ely)z=0, 


wo c nur von y abhangt, und auBer der Gleichung (10) noch der Be- 
dingung 
(40) Se(y)dy=0 


geniigt. In (39) ist somit a—=b—0, A= B=1 gesetzt; auBerdem ist 


die Funktion 
u 


O(y) = — fe(n)dn 


wegen (40) auch eine in y periodische Funktion. 
Man bilde die Funktion 


p(xy; st) =14 ye—" 


n=1 


(Ccy)— Ce)" 


n! , 





dann verifiziert man leicht, daB p die zu Differentialgleichung (39) ge- 
hérige Riemannsche Parametrix ist. Da C(y) die Periode 22 hat, so 
ist auch 


p(x, y+ 22; st) = p(xy; st), 
und somit ist das zu Differentialgleichung (39) gehérige Integrationsproblem 
nach der Definition 1 vom Haupttypus. 


16. (y) Um auch ein einfaches Beispiel fiir den Fall des Nebentypus 
anzugeben, betrachten wir die Differentialgleichung 


a*z 
) ~~ 
(41) — +c(x)z=0, 





unter c(z) eine Funktion von z allein verstanden, die im Intervall 
25 2< 2, von Null verschieden ist. Auch hier ist wieder a= b=0, 
A=B=1. 

Setzt man. 


@(x)=— fe(e)dé 


Zo 


so erhalt man, wie man leicht verifiziert, fiir die zu (41) gehdrige 
Riemannsche Parametrix p die Reihe 


p(zy; st) =1+ 57 PO Po" =O" 


n 





n=l 
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Ferner ist nach Formel (20) 


P(z; st) -S& Gay (® (x) — @(8))" 





Fiir die das Integrationsproblem lésende Volterrasche Integralgleichung 
(22) erhalt man somit wegen P(z; zt) =0 








to+2a Eg 
(42) Py mts) pena oe <1?) dt — faces) f(s) de=0. 
n=0 to a 
Hierbei ist 
J(as) = oP(s: oP(s oh) =o(s) YG (B(x) — D(s))" 


(n+1)! n! 


gesetzt. Da offenbar J(xxz)=—22c(z) ist, so ergibt die Differentiation 
von (42) nach x 
t.+22 


—7 (@ - , yt 2a—t)"tt d 
(43) —o(2) y+ m= (s)) xcs “809 ae — 2ne(x) f(x) 





— fren f(s)de=0. 


8» 


Ist jetzt die stetige periodische Funktion =8(6) vorgegeben, so ist 


die Volterrasche Integralgleichung (43) wegen der Voraussetzung c(x) + 0 
regular und somit die Funktion f(z) durch (43) eindeutig bestimmt. Das 
heiBt aber: 

Es existiert genau ein in y periodisches Integral der Differential- 
gleichung (41), welches der Bedingung 

6z(sy) _ dg(y) 
ey dy 

geniigt. Hierbei bezeichnet g(y) eine einmal stetig differentierbare Funktion 
mit der Periode 22. 

Dieses Beispiel liefert eine Illustration zu dem spiter in §7 zu be- 
weisenden Satz 8. 








§ 3. 
Die Differentialgleichungen vom Laplaceschen Typus. 
17. Das wichtigste Beispiel eines Integrationsproblems vom Haupt- 
typus liefert uns 
Satz 3. Sind die Periodizitdtsbedingungen (10) und (13) erfiillt 
und ist die Differentialgleichung (D) entweder in bezug auf x oder in 


Mathematische Annalen. 105. 30 








454 H. Hamburger. 


bezug auf y oder in bezug auf beide Verdnderlichen vom Laplaceschen 
Typus, so ist das zugehdrige Integrationsproblem vom Haupttypus. 
Beweis. (a) Wir setzen zunichst voraus, dab (D) im bezug auf z 
vom Laplaceschen Typus ist, und zwar seien in der Darbouxschen Be- 
zeichnungsweise die Laplaceschen Invarianten 
ho(zy), h,(xy), ..-, h,_s(zy) 
nicht identisch Null, wahrend h, (zy) identisch verschwindet. 





Setzt man 
7 ab 
(44) ho =< +ab-c, h_,=7, +ab—c, 
so findet man die weiteren Invarianten h, vermittels der Rekursionsformeln ™) 
(45) has=2h,—h,_,— “eh (vy =1, 2,...,8—1). 


Aus (44) und (45) folgt aber wegen der Voraussetzung (10), daB alle n 
Funktionen h, (vy = 0,1, 2,...,2—1) in y die Periode 22 haben. 
Man findet nun das allgemeine Integral von (D)**), indem man 





P| 


7 
As.) 2S Oe A B(z 
Rak a Be ee (00+ fase Piodee) 
0 

setzt. Hierbei bezeichnet ®(x) eine beliebige n+ 1-mal stetig differen- 
zierbare Funktion von z, Y(y) eine willkiirliche stetige Funktion von y. 

Man setze jetzt Y(y) 0 und fiihre die n Differentiationen nach z auf 
der rechten Seite von (46) aus; dann erhalt man ein partikulares Integral z 
von (D), und zwar ergibt sich fiir z eine Darstellung durch eine endliche 
Summe **) 


(47) 2 A(zy) S244, (ey) SF 4+... 4+1,(2y) O(2), 


deren Glieder nach den Ableitungen der willkiirlichen Funktion ® (x) fort- 
schreiten. Da nun aber wegen der Voraussetzung (13) die Funktionen 


A, B, hg, hy, --+5h 


eed oe | 


in y periodisch sind, so folgt, daB auch die Koeffizienten 


(zy), (zy), -... I (zy) 
in y die Periode 2 haben; mithin ist das partikulare Integral (47) von (D) 
fiir jede willkiirliche Funktion ®(2z) eine in y periodische Funktion. 


11) Siehe Darboux II, 8. 28—30. 
1) Siehe Darboux II, S. 38, Gleichungen (40) und (41). Vgl. auch A. 8. 99, 

Gleichung (11). 

18) Vgl. A. S. 100, Gleichung (14). 
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Es sei v(x) eine einmal stetig differentiierbare Funktion von z. Dann 
substituiere man in (47) 


O(2) — | SE oleae 
& 


man erhalt nach Vertauschung von Summation und Integration 


(48) z= A(zy) vt f(Suen Ge oa) (eae. 


v= 
Wir behaupten: In dieser Form 1la8t sich jedes Integral z von (D) dar- 
stellen, das der Bedingung (29) aus Satz 1 geniigt. 

Und in der Tat wird jedes derartige Integral von (D) dadurch ein- 
deutig bestimmt, daB man sich auBer den Werten (29) seine Werte fiir 
y =t, willkiirlich vorgibt. Setzt man wieder 


z(xt,)=f(x), 
unter f(z) eine beliebige einmal stetig differentiierbare Funktion ver- 


standen, so erhalt man zur Bestimmung der Funktion g(x) aus Gleichung 
(48) die inhomogene Volterrasche Integralgleichung 


f(x) = A(zxt,) vte)+ fu a t,) hr =O aaa. 
Diese Integralgleichung ist aber immer eindeutig lésbar, da A(xt,) tiberall 
von Null verschieden ist. 

Andererseits hat aber die Funktion z aus Gleichung (48) fiir jedes 
g(x) in y die Periode 22; mithin sind alle Voraussetzungen aus Satz 1 
erfiillt, und daher fiihrt die Differentialgleichung (D), die in bezug auf x 
vom Laplaceschen Typus ist, zu einem Integrationsproblem vom Haupt- 
typus. Damit ist der erste Teil von Satz 3 bewiesen. 

18. (b) Um auch den zweiten Teil von Satz 3 zu beweisen, setzen 
wir jetzt voraus, daB (D) in bezug auf y vom Laplaceschen Typus ist. 
Dann ist nach einem Satz von Liouville**) die zu (D) adjungierte Diffe- 
rentialgleichung (Z) (vgl. Abschnitt 13) vom Laplaceschen Typus in bezug 
auf x, und folglich ist nach dem im Abschnitt 17 bewiesenen ersten Teile 
von Satz 3 das zu (#) gehérige Integrationsproblem vom Haupttypus. 
Nun ergibt sich aber aus Satz 2, daB auch die zu ( #) adjungierte Differential- 
gleichung (D) vom Haupttypus ist. Damit ist Satz 3 vollstandig bewiesen. 


4) Liouville, Sur les formes intégrales des équations linéaires du second ordre. 
Journ. de I’éc. polyt. 56 (1887), S. 7—62. Vgl. insbes. 8. 49—50. Vgl. auch Darboux II, 
8. 106—108. 


30* 
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19. Aus den in §2 angegebenen Beispielen (@) und (f) folgt leicht, 
da8 umgekehrt nicht jedes Integrationsproblem vom Haupttypus zu einer 
Differentialgleichung (D) vom Laplaceschen Typus gehért. Insbesondere 
ist bei Beispiel (8) (vgl. Gleichung (39)) 


=—e(y)=h_,=h,=—h, (—coo<v¥< +00), 

wie man leicht durch Rechnung auf Grund der Formeln (44) und (45) 
fiir die h, verifiziert. D.h. aber, daB die Folge der Laplaceschen Invarian- 
ten h, weder fiir positive noch fiir negative Indizes abbricht, und somit 
ist die Differentialgleichung (39) weder in bezug auf xz noch in bezug auf y 
vom Laplaceschen Typus. 

Man iiberzeugt sich endlich leicht davon, da8 sich Differentialglei- 
chungen (D) bilden lassen, deren Koeffizienten a,b,c den Bedingungen 
(32) geniigen (vgl. das Beispiel («)) und nicht vom Laplaceschen Typus sind. 


Kapitel IL. 
Zweite Methode zur Lisung des Integrationsproblems. 


§ 4. 
Einfiihrung der Integrodifferentialgleichung. 


20. In diesem Kapitel soll eine zweite Methode zur Lésung des Inte- 
grationsproblems auseinandergesetzt werden mit dem Ziele, neue Kriterien 
fiir den Fail des Haupttypus abzuleiten. Wir machen hier die Voraus- 
setzung, da8 der Koeffizient a(zy) der Bedingung (13) aus § 1 geniigt, 
und somit die Funktion A(zy) in y die Periode 2” hat. Wir wissen aus 
einer Bemerkung am Ende des Abschnitts 11, § 1, daB diese Bedingung 
bei Integrationsproblemen vom Haupttypus immer notwendig erfiillt ist. 

Wir gehen zunichst von (D) zu einer neuen Normalform iiber, in- 
dem wir in der Differentialgleichung D(z) = 0 

z= A(zy)z’ 


substituieren. Bilden wir den Ausdruck D(a), so erhalt man fiir 2’ 


eine Differentialgleichung der Gestalt | 





, a* i , a , , 
(L) L(2') = 25 + bay) +e'(y)2’=0, 
wobei 
, 1@ 1 0A 40/B 
W = —55e+Z os ~~ Bila)? 
»_ L(A) 
— 


gesetzt ist. Die Normalform (Z) hat vor (D) den Vorzug, daB der Ko- 


effizient a’ von = verschwindet. 
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Da A nach Voraussetzung eine in y periodische Funktion ist, so hat z 
dann und nur dann in y die Periode 2, wenn 2’ in y die gleiche Periode 
hat. Die Integrationsprobleme der Differentialgleichungen (D) und (L) 
sind somit vollstandig aquivalent. 

Wir legen daher den folgenden Untersuchungen, indem wir die Striche 
in 2’, b’,c’ wieder fortlassen, die Differentialgleichung 





a*z , (bz) 
Oxoy + oy 








(L) |L() = Ze +b (xy) Z + e(zy)2— +(c—2)s—0 











zugrunde. Hierbei seien die Koeffizienten ., c von (L) in einem Streifen 
% <x <x, der reellen zy-Ebene als stetige Funktion definiert**), und 
auBerdem mégen 6b und ¢ in y die Periode 22 haben. 

Bildet man mit den Koeffizienten von (ZL) die Funktionen A und B 
der Gleichungen (12), § 1, so ergibt sich 


int % _ eg frena 
und es sind offenbar auch A und B in y periodische Funktionen. 
21. Nunmehr betrachten wir neben (L) die Integrodifferentialgleichung 


tot+2a 


(A) A(z) = L(2)—~ (0-2) edy — 0 














Wie man mit der Methode der sukzessiven Approximationen leicht zeigt’*), 

existiert immer ein eindeutig bestimmtes Integral von (A), das den Rand- 

bedingungen 

(49) 2(ato)=f(x), 2(8y)=—g9(y), (2(8to) = f(%) = 9 (to)) 

geniigt, wenn der Punkt z=—s,,y—=—t, im Streifen << 2< 2, gelegen 

ist und f(z) und g(y) einmal stetig differentiierbare Funktionen bezeichnen. 
Indem man die sukzessiven Approximationen 


2 = f(x) +9(y) — f(&%) 


28+) — ff (22+ ( — ee f 2 (xt)(c (xt) — 29) at) dedy 
Bo to é 








%*) Fir die Untersuchungen des Kapitels II geniigt es, = und ¢ als stetige 


Funktion anzunehmen. Erst in Kapitel IIT und IV werden 6b und c als analytische 
Funktion von z und y vorausgesetzt. 

**) Vgl. etwa A. S. 133—136, Satz 12. Die dort angegebene Voraussetzung, daB 
Koeffizienten und Randwerte analytisch sein mégen, ist fir den Beweis der gleich- 
m&Bigen Konvergenz der Reihe z = 5 z’ nicht erforderlich. Sie wird erst notwendig, 


= 0 
wenn msn beweisen will, da8 auch das Integral z von (A) analytisch ist. 
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bildet, bemerkt man leicht, daB alle Funktionen z“*” von selbst in y 
periodisch werden, wenn nur g(y) die Periode 22” hat. Da 
aan s2™, 


n=0 
so folgt daraus 


Satz 4. Das Integral z von (A) ist dann und nur dann periodisch 
in y, wenn die Randwerte z(s,y)=g(y) in y periodisch sind. 

22. Ist jetzt andererseits z eine in y periodische Lésung von (L), so 
ergibt die Integration von (Z) nach y 


+2x t.+22 to+22 


ge B ‘ 
j L(z) )dy= [+z] +] (c—%)edy— [ (c—%)edy—o, 
und somit ist z gleichzeitig eine periodische Lésung von (A). 


Umgekehrt ist eine Lésung von (A) dann und nur dann gleichzeitig 
eine Lésung von (L), wenn 





t.+22 
(50) f (e—P) edy—0 











ist. Aus diesen beiden Tatsachen ergibt sich der 

Satz 5. Die Gesamtheit aller in y periodischen Integrale der Dijfe- 
rentialgleichung (L) stimmt iiberein mit der Gesamtheit aller derjenigen 
periodischen Integrale von (A), welche gleichzeitig der Nebenbedingung (50) 
geniigen. 

23. Fiir das Folgende ist es von Wichtigkeit, fiir das Integral z von 
(A) einen Ausdruck zu finden, der die Abhaingigkeit des Integrals z von 


seinen Randwerten z(xt,)=/(2) erkennen laBt. Zu diesem Zwecke 
setze man 


(51) z= X(axy)+f(xz)+ f Y(xy;s)f(s)ds 
8 
Eine einfache Rechnung ergibt 


(52) A(z)—A(X)+f A(¥ (xy; 8)) f(s) ds 
& 
oe 
+ re) (Fen +¢(zy)—5z> | e(2t)at). 
to 
Hieraus folgt leicht: z ist ein Integral von (A), das den Randbedin- 
gungen (49) geniigt, wenn X und Y diejenigen Integrale von (A) sind, 
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welche durch die Randbedingungen 


X(x4) =0, X(s¥) =9(y)—9(t) =| 9@ay, 
(53) i 


y 
Y(xtj;8)=0, Y(sy;8)—¢(8)(y—t) — fe(st)dt 
i, 
eindeutig bestimmt sind. Hierbei ist 
to+2a 
, 1 
(54) €9(8) = 5- f c(st)dt 
to 
gesetzt. Man bemerkt unmittelbar, daB in der Tat X(xry) und Y(2zy; 8) 
nicht mehr von den Randwerten z(xt,) = f(z) abhangen. 

Man iiberzeugt sich ferner davon, da8 die Randwerte Y(sy;s) wegen 
(53) in y die Periode 22 haben. Folglich ist nach Satz 4 das Integral 
Y(xy;8) eine in y periodische Funktion. Das Integral X(xy) hangt nur 
noch von den Randwerten 22(%) _49() 4) und ist dann und nur 





oy dy 
dann periodisch in y, wenn oe periodisch und auBerdem 
to+2a 
(55) J oY ay ~ f*4Pay—o 


to 
ist. 

24. Den Ausdruck (51) benutzen wir, um ein Integral von (A) durch 
andere Bedingungen als (49) festzulegen, und zwar wollen wir jetzt das- 
jenige Integral von (A) konstruieren, welches den Bedingungen 

to+2x 


az( d 1 
(56) “on 40, | e(ev)dy—o (=) 





geniigt. Hierbei wird g(x) im Intervall z,<2< 2, einmal stetig diffe- 
tentiierbar vorausgesetzt. 

Aus (51) erhalt man jetzt zur Bestimmung der Randwerte f(2)=z(zxt,) 
die Volterrasche Integralgleichung 


Ps ® t,+2x 
(87) e(z)—% [ x(zy)dy+r(2) +5 Y (zy; )dy) f(e)de. 
Tame snortf(] 


die immer eindeutig lésbar ist. Die mit Hilfe von (57) konstruierte 
Funktion f(z) setze man in (51) ein. Dann geniigt das Integral z den 
Bedingungen (56); denn es ergibt sich wegen (53) 

02(%y) _ OX(sy) _ dg(y) 
oy oy dy 
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AuBerdem ist z(xy) offenbar ebenso wie X(xy) periodisch in y, wenn 
aoe periodisch ist und der Bedingung (55) geniigt. 

Es zeigt sich somit, daB auch durch die Bedingungen (56) das In- 
tegral von (A) eindeutig bestimmt ist. 


§ 5. 
Aufstellung der homogenen Integralgleichung. 

25. Wir untersuchen zunichst diejenigen Integrale von (A), welche 

durch die speziellen Bedingungen 
to+2x 

- 6z (8 y) iad 1 ae 
(58) “ee ee ya J *2)dy = 9(2) 
bestimmt sind. ; 

Da “a = periodisch ist und der Bedingung (55) geniigt, so ist, 


wie in Abschnitt 24 gezeigt wurde, auch z(zy) eine in y periodische 
to+ 22x 


Funktion; das in Gleichung (58) gebildete Integral f z(xy) dy hangt somit 
to 


gar nicht von ¢, ab, und es darf daher ¢,;=0 gesetzt werden. 
Man suche z in der Form 


(59) 2(2y) = 9(2) + J Z(xy; s) 9(8)ds 


darzustellen. Bildet man A(z), so ergibt sich ebenso wie in Gleichung (52) 


- aZ ; 
A(z) =f A(Z (ay; 8) p(s) de + 9(z) (= SU) + o(zy) —e(2)), 
unter ¢c,(2) den Ausdruck aus Gleichung (54) verstanden. z ist dann und 
nur dann fiir jede stetige Funktion g(x) ein Integral von (A), das den 
Bedingungen (58) geniigt, wenn Z(azy;s) selbst ein Integral von (A) ist, 
welches seinerseits durch die Bedingungen 


ey 
eindeutig bestimmt ist. 
Da die Randwerte aes wegen (60) in y die Periode 22 haben 
und auBerdem der Bedingung (55) geniigen, so ist das Integral Z(xy; 8) 


nach einer Bemerkung am Schlu8 von Abschnitt 24 eine in y periodische 
Funktion. 


In der Form (59) lassen sich nun aber alle Integrale von (A) darstellen, 
die fiir z =, einen konstanten, von y unabhangigen Wert annehmen. 


a 22 
(60) eB (sy; 8) _¢ (8) —e(sy), f Z(xy;sdy=0 
0 
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26. Um zur Ableitung eines Kriteriums fiir den Haupttypus den Satz 1 
heranziehen zu kénnen, wollen wir jetzt alle periodischen Lésungen der 
Differentialgleichung (LZ) bestimmen, die fiir x = s, konstant bleiben. Nach 
Satz 5 haben wir somit alle Integrale von (A) aufzusuchen, die fiir z= 8, 
konstant bleiben, und auBerdem der Nebenbedingung (50) geniigen. Das 
heiBt aber: Die noch willkirliche Funktion g(x) des Ausdrucks (59) fiir 
z ist so zu bestimmen, da8 fiir diesen Ausdruck die Bedingung (50) erfiillt 
ist. Da z(zy), wie eben gezeigt wurde, in y die Periode 22 hat, so ist 
das Integral (50) von ¢, unabhingig, mithin kann ¢,=—0 gewahlt werden. 

Setzt man endlich 





(62) K(xs)= Lf xy; 8) ( e(xy)— en dy 











so ergibt sich zur Bestimmung von g(x), wenn man den Ausdruck (59) 
in (50) substituiert, die Volterrasche Integralgleichung*’) 











(63) v(2)(2) +f K(28)9(s)de—0 





unter ¢,(2) die Funktion aus Gleichung (54) verstanden. 
Die Funktion K(xs) nennen wir den charakteristischen Kern des zu 
(L) gehérigen Integrationsproblems, 


1”) Es handelt sich hier um die Konstruktion derjenigen Integrale von (A), 
welche fir z=s, einen konstanten Wert annehmen und gleichzeitig der Neben- 
bedingung (50) geniigen. Um diese Integrale darzustellen, kann man auch an Stelle 
von (59) den Ausdruck (51) benutzen, der sich in unserem Falle, wo z die Rand- 
werte (64) annimmt, vereinfacht, und zwar wird 


(*) z =f(2)+ J ¥(ays 8) f(s) ds. 


Die Nebenbedingung (50) liefert dann zur Bestimmung von f(z) die Volterrasche 
Integralgleichung 


(**) Co(x) f(z) + JH (xs) f(s)ds=0 
wobei ” 


22 
H (xa) [ (ey: 0) (e(2y)- 2M) ay 
0 


gesetzt ist. Die Gleichung (**) 148t sich nun ebenso zur weiteren Untersuchung des 
Periodizitatsprobl heranziehen wie die Gleichung (68) des Textes. 

Wenn wir hier die Darstellung (59) fir z an Stelle von (*) und die Integral- 
gleichung (63) an Stelle von (**) bevorzugen, so geschieht das mit Riicksicht darauf, 
da8 gerade im analytischen Fall, wie in Kapitel III gezeigt wind, der Kern K(zxs) 
aus Gleichung (62) zu besonders einfachen Entwicklungen fihrt. 
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27. Ist jetzt das zur Differentialgleichung (LZ) gehérige Integrations- 
problem vom Haupttypus, so ist wegen A =1 nach Satz 1 notwendig und 
hinreichend, daB jedes Integral z von (ZL), welches der Bedingung 


(64) z(8 y) = konst. 


geniigt, eine in y periodische Funktion, d.h. aber, daB wegen Satz 5 jedes 
Integral z von (A), das die Randwerte (64) annimmt, von selbst die Be- 
dingung (50) erfiillen mu8. Die Gesamtheit dieser Integrale stimmt aber 
iiberein mit der Gesamtheit aller derjenigen Integrale von (A), welche 
durch die Bedingungen (58) bestimmt sind, unter g(x) eine beliebige 
einmal stetig differentiierbare Funktion von z verstanden. Mithin ist unser 
Integrationsproblem dann und nur dann vom Haupttypus, wenn die In- 
tegralgleichung (63) identisch fiir alle stetige Funktionen p(x) erfiillt ist. 
Hieraus folgt aber 


Satz 6. Damit das zu (L) gehdrige Integrationsproblem vom Haupt- 
typus ist, ist die hinreichende und notwendige Bedingung 


(65) c(z)=0, K(xs)=0. 


Hierbei bezeichnen c,(x) und K(xs) die in den Gleichungen (54) bew. (62) 
bestimmten Funktionen. 

28. Sind die Bedingungen (65) nicht erfiillt, so ist das vorgelegte 
Integrationsproblem vom Nebentypus; man erhalt dann alle periodischen 
Lésungen von (ZL), die der Bedingung (64) geniigen, indem man alle Lé- 
sungen (a) der Volterraschen Integralgleichung (63) konstruiert und 
dann die so erhaltenen Funktionen ¢(z) in (59) einsetzt. 

Ist fiir jeden Wert x des Intervalls x, < x < 2, die Funktion c,(x) +0, 
so ist (63) eine regulire homogene Volterrasche Integralgleichung, die nur 
die triviale Lésung p(x) = 0 besitzt. In diesem Fall gibt es keine von 
Null verschiedene periodische Lésung von (L), die fiir irgendeinen festen 
Wert s, von z einen konstanten von y unabhangigen Wert annimmt. 

Besitzt aber die Funktion c,(2) Nullstellen, ohne identisch zu ver- 
schwinden, so ist die Integralgleichung (63) nicht iiberall regular. Wahlt 
man zunichst die untere Integrationsgrenze s, in (63) derart, daB c,(s,) +0 
ist, so hat die homogene Integralgleichung (63) wenigstens in einem hin- 
reichend kleinen Intervall 

8 —dS758,4+54, 
in welchem bestindig c,(z) +0 ist, keine von Null verschiedene Lésung (2). 
In diesem Falle sagen wir, die untere Integrationsgrenze s, sei eine regulire 
Stelle der Integralgleichung (63). 

Ist aber c,(s,) = 0, so nennen wir diesen Wert von s, eine singulare 
Stelle der Integralgleichung (63). In diesem Fall lehrt die Theorie der 
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singularen Volterraschen Integralgleichung**), daB unter gewissen weiteren 
Bedingungen (aber durchaus nicht immer) die Integralgleichung (63) von 
Null verschiedene Lésungen g(x) besitzt, die in einer hinreichend kleinen 
Umgebung der Stelle z = s, einmal stetig differentiierbar sind. 


Im Falle 
C(x) =0, K(xs)+0 
bilde man die Funktion 


K(x2)= J fatens)(eeu)- Oe) dy (wegen (62)). 


Die partielle Integration ergibt wegen Z(x0; 2) = Z(x,22; 2) (vgl. Glei- 
chung (60)) 


K,( 2) = K(es) = — 7, [2522 focerar+o(e0)— a(ey)) ay 


“ie cen) fo (xt) dt + b(20) — (zy))ay wegen (60) 


"und wegen ¢,(z) = 0 
2x 
1 
(66) =~ gf elev) bleu) dy. 


Ist nun ¢,(z) =0, wahrend K,(z) nicht identisch in x verschwindet, 
so ist die untere Integrationsgrenze s, in (63) eine reguliare Stelle der 
Integralgleichung (63), wenn K,(s,) +0 ist. In diesem Fall existiert 
wenigstens in einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes x = s,, in 
welcher K,(2) +0 ist, keine von Null verschiedene Lésung g(z) von (63). 
Ist aber x = 8, eine Nullstelle von K,(2z), so ist 8, eine singulire Stelle 
von (63), d.h. es existiert unter gewissen weiteren Bedingungen (aber 
durchaus nicht immer) in einer hinreichend kleinen Umgebung des Punktes 
z= 8, eine oder mehrere einmal stetig differentiierbare von Null ver- 
schiedene Funktionen g(x), die der Integralgleichung (63) geniigen. 

Ist gleichzeitig 

Co(z)=0, K(x) =0, 
so bilde man nacheinander die Funktionen 








(67) K,(z)= (AE), xe) = (“E") 
K,(z) = (“F5") 


18) Beziiglich der Literatur zur Behandlung der singuliren Volterraschen Integral- 
gleichung siehe den Artikel der Math. Enzyklopadie II C 13: E. Hellinger und O. Toeplitz, 
Integralgleichungen und Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, 8. 1335—1616. 
Siehe insbes. 8S. 1459—1462. Vgl. auch Z. FuBnote*), 8. 690. 
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vorausgesetzt, daB nach geeigneter Abinderung der Annahme iiber die 
Differentiierbarkeit der Koeffizienten b und c die Differentialquotienten (67) 
existieren. Es sei ferner K,(x) diejenige Funktion, welche selbst nicht 
identisch verschwindet, wahrend 


Cy(z) = Ky(x) = K,(z) =... = K,_,(z) =0 


ist. In diesem Fall ist die Integrationsgrenze s, eine regulire Stelle von 
(63), wenn K,(8,) + 0, eine singulare Stelle von (63), wenn K, (s.) = 0 ist. 


§ 6. 
Eine weitere Integraldarstellung fiir den charakteristischen Kern. 


29. Wir suchen jetzt fiir den durch Formel (62) definierten charak- 
teristischen Kern K(2zs) eine neue Integraldarstellung von symmetrischer 
Bauart, die fiir die Entwicklungen der Paragraphen 8 und 9 im analyti- 
schen Fall besonders geeignet ist. Zu diesem Zweck ziehen wir die zu (L) 
adjungierte Differentialgleichung 











(M) M(v) = mo oe +e=9 
heran. 

Ist 8 ein einfach zusammenhangender Bereich der xz y-Ebene, in dem 
die Koeffizienten b, Fre stetig sind, und ist © der Rand von 8, so gilt 
bei geeigneten Stetigkeitsvoraussetzungen fiir zwei beliebige in G definierten 
Funktionen z und » die bekannte Riemannsche Formel **) 

(68) Sf (eLee) —2zM(v))dady = { Plz, v) dy — Q(z, v) dz. 
Hierbei ist gesetzt 
ot 1 (se) | 92 

















(69) — 
Q(z,v)=— a bz). 
Nunmehr bilden wir die Integrodifferentialgleichung 
to+2x 
(M) M(v) = M(v)— 3 fe(zy) o(2y)dy =0 
to 











Dann ist M(v)=0 vom gleichen Typus wie A(z)=0. Satz 4 ist somit 
auch auf die Integrale von (M) anwendbar, wahrend Satz 5 hier iiber- 
geht in 


1%) Vgl. etwa L, Bieberbach, Theorie der Differentialgleichungen, 3. Aufl, 
Berlin (1929), oder Darboux II, 8. 71 ff. 
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Satz 5a. Die Gesamtheit der in y periodischen Lésungen von (M) 
stimmt tiberein mit der Gesamtheit aller derjenigen in y periodischen 
Lésungen z von (M), welche gleichzeitig der Nebenbedingung 

tot+ax ® 
J r(zy)e(zy)dy 0 
geniigen. 

30. Es sei 2 ein in y periodisches Integral von (A), v ein in y 
periodisches Integral von (M); endlich sei 8 ein rechteckiger Bereich, 
dessen vier Eckpunkte die Koordinaten 


Baty; ty; 8,t, +22; 2,t,+ 22 
haben mégen. Dann wird aus (68) 


@to+8x to+2a 


(v0) f( J cenday Jxen(e (c(¢y) — 2G) ay 


& ‘to 
to+2a tot2a 


_ f eenay J eeu) e(ey)ay)az 
to to 


2,to+2x $0, tot 2x 2,to+2x 
om { P(z, v) dy — J Pe. v)dy — Jee v)dz+ Q(z,v)dz. 
2, to fo, to So, tot 2a 


Wegen der Periodizitét von z und v ist nun aber, wie aus (69) her- 
vorgeht, 


@,tot+2x 


fac. v)dz= f Q(z, v)dz; 
Soto Soto +22 


ferner ist 
, to+8x 8, tot 2 
ats “oe 8(zv) 
, to 80, to 


Es ergibt sich somit, wenn man die Werte fiir P und Q aus (69) in (70) 
einsetzt, 
@ to+tx to+ 2x2 
(71) zA(J v(éy)dy J 2(€y) (c(¢y) — 7%) ay 
=~ tot 2a to+2a 


_t f 2(éy)ay [ o(fy) c(t) ay) ae 


to+2 . ° 
a 


= J (o(ey) 2H o(S¥) _ (4 y) =e?) dy. 
t. 
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31. Man konstruiere jetzt ein Integral W(xy;s) von (M), das den 
Bedingungen 


@W(sy; 8) 


(72) oy 


=a) eon) +260, Fmeenoas 


geniigt. 
Man bemerkt leicht, daB dann auch 


o(zy) = 9(2) + f W(2y; 0) 9(0) do 


fiir jede einmal stetig differentiierbare Funktion (2) ein Integral von (M) 
ist, denn es ergibt sich 


M(v) = fM(W) (0) do-+ 9(2)(MEH*) + o(2y) — MEH o,(2)) ~0 


wegen (72). 
Setzt man speziell g(z)=1, so erhalt man als Integral von (M) 
die Funktion 


(78) Vzys0)—1+ fW(2y;0)do, 


welche ihrerseits durch die Bedingungen 


aV ;8) 1 7 
(74) SH 0, By [V(zyse)dy =I 
iV) 
eindeutig bestimmt ist. Andererseits ergibt sich aus (73) 
(75) oVe ys *) _ _W(xy;8). 


Die Integrale V(zy;s) und W(xzy;s) sind beide nach einer Bemerkung 
am Schlu8 von Abschnitt 24 in y periodisch, da ihre Randwerte es 
und es wegen (74) und (72) in y periodisch sind und der Be- 
dingung (55) geniigen. 
32. Nach diesen Vorbereitungen wird man auf die gesuchte zweite 
Integraldarstellung fiir den Kern K (xs) gefiihrt, wenn man in Gleichung (71) 
a(zy)=Z(xy;8), v(zy)=V(zy; 0) 


substituiert. Da Z(zy;s) und V(zy;«a) beide in y periodisch sind, so 
sind die Integrale in (71) von ¢, unabhangig, und man kann ¢, = 0 setzen; 
auBerdem setze man in (71) 4, =o. 





pS we S&S wa 


f 
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Man erhalt so, indem man die Bedingungen (60) bzw. (74) beriick- 
sichtigt, 


j (fateuse) (elev) - 22”) ay) ae — FV(2y;0)2EH Day, 


Die Differentiation nach o ergibt weiter wegen (75) 





22 2x 
ab ) 6Z ; 
— [ 2(0y; 8) (e(oy) — SE”) ay = — f Wey; 0) SH dy, 
Man bemerkt, daB nur die rechte Seite dieser Gleichung, aber nicht ihre 


linke Seite von x abhingt. Es lat sich daher rechts fiir z ein beliebiger 
fester Wert x =, wahlen, und man erhilt schlieBlich wegen (62) 


K(os)= Lfmcasie CEN dy 


oder aber, indem man wieder z statt o schreibt, 





(76) K(xs) = fms) Eat ay 











Die partielle Integration in (76) ergibt nun aber 
K(zs) =— fawn g) meet *)dy =—H(s2), 


wobei H(s x) den charakteristischen Kern bezeichnet, der bei der Bestimmung 
aller periodischen Lésungen von (M) auftritt (vgl. Satz 5a). Da somit 
K(zs) und H(sx) immer nur gleichzeitig identisch verschwinden, so folgt 
hieraus in Verbindung mit Satz 6 von neuem die Rehauptung des Satzes 2. 


§ 7. 
Bestimmung aller in y periodischen Liésungen von (ZL). 

33. Die Einfiihrung der Funktion W(2zy; 8) erméglicht, auch fiir das 
allgemeine Integral z von (A), das durch die Bedingungen (56) eindeutig 
festgelegt ist, die Nebenbedingung (50) in geeigneter Weise umzuformen. 

Zu diesem Zwecke zerlege man z in eine Summe 

Z2=2,+2%,, 


und zwar bedeuten hier z, und z, Integrale von (A), die durch die 
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Bedingungen 2x 
éz, 1 
| = 0, se bbs 
(77) "as 
d 1 
[gece afaenae 


eindeutig bestimmt sind; ey) bezeichne hierbei eine stetige periodische 
Funktion, die die Bedingung (55) erfiillt. Nach einer Bemerkung am 
Schlu8 von Abschnitt 24 sind dann z, und z, beide in y periodische Funk- 
tionen, und auBerdem geniigt offenbar z = z,-+-z, den Bedingungen (56). 

34. Um die Nebenbedingung (50) fiir z aufzustellen, bilden wir das 


Integral 
(78) f2(xy)(e(ey) —P EY) ay 
ae 





-ft, (zy) +2, (zy))(c (zy) — \dy=J,4+4,. 


Da z, wegen (77) den Bedingungen ‘aah geniigt, so folgt aus den 
Entwicklungen der Abschnitte 25 und 26 § 5 (vgl. Gleichung (59) und (63)) 


22 


(79) 1=7;fatev)(c (zy) —PEY) dy = (x) o(2 (2) + | K(xe) 9(0)de. 


Um auch das Integral 
2x 
1 ab 
(80) hotles (zy)(e(zy) -—"E) ay 
0 
umzuformen, substituiere man in Gleichung (71) 
a(zy)=2, (zy), v(zy)=—V(xy;8). 
Da auBerdem z, und V in y periodisch sind und somit die Integrale in (71) 
nicht mehr von ¢, abhingen, setze man t,—0; endlich wahle man die 
untere Integrationsgrenze s, in (71) gleich s. 
Man erhalt dann, indem man die Bedingungen (74) und (77) beriick- 
sichtigt, 


i (fc ey) ((¢y) - 2G”) ay) az — fV(2y; 0) BEM ay, 


Die Differentiation nach s ergibt wegen (75) 


7 fr, (sy) (c(sy) — ey)) g y=— [Mey s) EY ay. 
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Da die linke Seite dieser Gleichung nicht von z abhingt, kénnen wir 
rechts = 8, wahlen, und man erhiilt schlieBlich fiir den Ausdruck J, aus 
Gleichung (80), indem man noch (77) heranzieht, und fiir s wieder x schreibt, 


Qa 
1 d 
(81) I= ay [ Wey; 2) 22 ay. 
0 


Aus (78), (79) und (81) ergibt sich dann fiir die Nebenbedingung 
(50) die Integralgleichung 











(82) | ff (ay; 2) 96% ay + o5(2) o(2) + | K(20) 9(0) de =0 








Die Integralgleichung (82) kann dazu dienen, alle diejenigen in y 
periodischen Integrale z von (Z) zu bestimmen, welche der Bedingung 
(83) “eCfow) _ ety) 
geniigen, unter “eM wieder eine stetige periodische Funktion verstanden, 
welche die Bedingung (55) erfiillt. Nach Satz 5 hat man namlich zu diesem 
Zweck nur alle diejenigen Integrale z von (A) zu konstruieren, welche der 
Randbedingung (83) und auBerdem der Nebenbedingung (50) geniigen; diese 
Funktionen z liefern dann gleichzeitig alle periodischen Integrale von (L) 
mit den Randwerten (83). Nun hangt aber die Gesamtheit der Integrale z 
von (A) mit den Randwerten (83) noch von einer willkirlichen Funktion 
p(x) ab, deren Bedeutung in Formel (56) festgelegt ist. Uber diese 
Funktion g(z) ist jetzt so zu verfiigen, daB das Integral z auch die Neben- 
bedingung (50) erfiillt; dieses ist aber, wie eben gezeigt wurde, dann und nur 
dann der Fall, wenn (x) der Volterraschen Integralgleichung (82) geniigt. 

35. Wir haben jetzt zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem das 
Integrationsproblem vom Haupttypus oder vom Nebentypus ist. Da beim 
Haupttypus nach Satz 6 ¢,(z) und K(zs) identisch verschwinden, so 
hangt der Wert des Integrals J,+ J, nach (82) gar nicht von y(z) ab. 
Dieser Fall fiihrt daher auf 

Satz 7. Ist das zu (L) gehérige Integrationsproblem vom Haupt- 
typus, so existieren dann und nur dann in y periodische Integrale z 


von (L), die fiir x = 8, vorgegebene in y periodische Werte 22(o¥) _ Soy) 
annehmen, wenn das Integral 
8x 
1 d 
=a [ loys 2) Bay 
0 
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identisch in x verschwindet, und zwar ist im Falle J, = 0 jedes Integral z 
von (L), fiir das Shey) _ og) wird, von selbst in y periodisch. 

Hierbei bezeichnet W(xy;8) dasjenige Integral von (M), welches 
durch die Bedingungen (72) bestimmt ist. 

36. Ist aber das Integrationsproblem vom Nebentypus, so liefert die 
inhomogene Volterrasche Integralgleichung (82) eine Bedingung zur Be- 
stimmung der Funktion y(z). Zu jeder Lésung g(x) von (82) gehért 
dann genau ein in y periodisches Integral z von (LZ) mit den Rand- 
werten (83). 

Wir haben jetzt zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem die untere 
Integrationsgrenze s, eine regulire oder singulare Stelle der (82) zugehdrigen 
homogenen Integralgleichung (63) ist (vgi. die Ausfiihrungen aus Ab- 
schnitt 28, § 5). 

Ist s, eine regulare Stelle der Integralgleichung (63), so ist die 
Funktion g(x) durch die inhomogene Integralgleichung (82) wenigstens 
in einem hinreichend kleinen Intervall s, —- 6< 2< 8, +6 eindeutig be- 
stimmt, und zwar wird g(z)=0, wenn 


dg(y) 5, _ 
dy dy=0 





2x 
fweys2) 
0 

ist. Im Falle y(x) = 0 ist auBerdem 


2a 
2,20, z=%, Je(zy)dy—0. 


Ist aber s, eine singulére Stelle von (63), so miissen, wie aus der 
Theorie der singularen Integralgleichung vom Volterraschen Typus hervor- 
geht, noch weitere Bedingungen erfiillt sein, damit (82) eine oder auch 
mehrere Lésungen g(x) besitzt. (Vgl. die FuBnote **)). 

Hieraus folgt aber der 

Satz 8. Das vorgelegte Integrationsproblem sei vom Nebentypus. Ist 
dann die untere Integrationsgrenze 8, eine reguldre Stelle der homogenen 
Integralgleichung (63), so existiert in einem hinreichend kleinen Streifen 
& —d<2<8,+6 ein und nur ein in y periodisches Integral z von (L), 
das fiir x = 8, der Bedingung 


@z(%y)_ 4g(y) 
(83) oe 
gentigt, unter g(y) eine einmal stetig differentiierbare periodische Funktion 
verstanden. 
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Ist aber 8, eine singuldre Stelle von (63), so entscheidet erst eine 
weitere Untersuchung der Integralgleichung (82), ob tiberhaupt und wie 
viele periodische Integrale von (L) existieren, welche fiir x=, der Be- 
dingung (83) gentigen. 

37. Ein einfaches Beispiel zum Satz 8 liefert die sich selbst adjungierte 
Differentialgleichung 


(84) icdy + %(2)2=0, 


unter ¢)(z) eine Funktion verstanden, welche im Intervall z,<2<z, 
nirgends verschwindet (vgl. das Beispiel (y) aus Abschnitt 16, § 2). Die 
zugeordnete Integrodifferentialgleichung (1) =(M) ist in diesem Falle 


to+2x 


(85) PX + cq(2)2— 92) [ 2(zy)dy—o, 
to 


und man erhalt ferner 
(86) Z(xy;8)=W(xy;s)=0, V(xry;s)=—1. 
Die Lésung von (85), die den Bedingungen (58) geniigt, ist 
2(zy)=—9(z). 
Da c,(z)+0 und K(xzs)=0 wegen (76) und (86), so liefert die 
Integralgleichung (82) die Bedingung 
p(x) =0. 


Hieraus folgt aber in Ubereinstimmung mit dem Ergebnis aus Ab- 
schnitt 16: 


Es sei “ee! eine stetige periodische Funktion, die der Bedingung (55) 


geniigt. Dann existiert ein und nur ein in y pertodisches Integral z 
von (84), welches die Werte 


62z(%y)_ dg(y) 
oy dy 


annimmt. Diese Funktion z ist gleichzeitig ein durch die Bedingungen 
(vgl. Gleichung (56)) 
2x 


a d 1 
2(%y) _ a), ga | *(=u)dy—=0 








oy 


eindeutig bestimmies Integral von (85). 








H. Hamburger. 


Kapitel III. 
Der Fall analytischer Koeffizienten. 


§ 8. 
Entwicklungen der Integrale U, Z von (4) und V, W von (M). 

38. Sind die Koeffizienten 6 und c von (A) analytische Funktionen 
von xz und y, so sind auch die Integrale z von (A) analytische Funktionen, 
vorausgesetzt, daB die Randwerte 

2(zt.)=f(z), 2(%y)=9(y) 
analytisch sind **). 

Wir iiberzeugen uns jetzt, daB die durch die Bedingungen (60) be- 
stimmte Funktion Z(zy;s8) analytisch ist, wenn die Koeffizienten 6 und ¢ 
analytisch angenommen werden. Und in der Tat ist nach (60) zunichst 
“Gen mit c(zy) eine analytische Funktion von y und s. f(x) be- 
rechnet man wie in Abschnitt 24, Gleichung (57) gezeigt worden ist, aus der 
Volterraschen Integralgleichung 


to+2a 2 .to+32 


(87) omg. f x(evdy+r(e)+f (J vievse)ay)s(o)ao. 


Hierbei sind X(zy) und Y(zy;«) Integrale von (A), die durch die Rand- 
werte (53) bestimmt sind. Da diese Randwerte analytische Funktionen 
von z,y und von dem Parameter ¢ sind, so sind auch die Integrale X 
und Y analytische Funktionen sogar der drei Verinderlichen z, y, 0. Aus (87) 
ergibt sich nun auch f(z) = f(z; 8) als analytische Funktion von z und s. 
Somit ist das Integral Z(xy;s) von (A) eine analytische Funktion von 
z, y und s. 

39. Nunmehr wahle man in Gleichung (59) y(z) = 1 und erhilt so als 
Integral von (A) die in z, y, 8 analytische Funktion 


(88) U(xy;s)=1+fZ(xy;0)do, 
welche wegen (58) durch die Bedingungen 
to+2x 
(89) 2evi*) _ 9, sf U(xy;8s)dy=1 
to 


eindeutig bestimmt ist. Da U(xzy;s) ebenso wie Z(zy; 8) in y periodisch 
ist, so kann in dem Integral aus Gleichung (89) t,=0 gesetzt werden. 


) Vgl. A. Satz 12, 8. 188—186. 
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Die Funktion U(zy;s8) suche man jetzt in eine Potenzreihe 


. (z—s)* 
(90) U(xy; e)=14+ 2/0,(29) 
zu entwickeln. Aus (88) erhalt man dann 
(91) Z (xy; 6) = — EH») - 0 eax (@y) So, 


Setzt man die Reihe (90) in (A) ein, so ergibt sich 
ee _— 
A(U) = A(1) +22») en) 4 See 4 A(U,))S="", 


und hieraus folgen fiir die Koeffizienten U, die Rekursionsformeln 





aU, (xy) 0U,4,(zy) 
(92) =e — A(t), ~~“ 
Diese Formeln zeigen aber unmittelbar, daB die GréBen 
1, @, Gs... :.. 


eine zu (1) gehorige ,, Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf x“ bilden*). 

40. Da die Funktion U(2zy; 8) in y periodisch ist, so miissen auch 
alle Funktionen U,(zy) in y periodisch sein. AuBerdem folgt aus der 
zweiten Gleichung von Formel (89), die identisch in ¢ gilt, 


2x 
(93) SU,(xy)dy =0 (n =1,2,...—+00). 
0 


Die Funktionen U, (zy) sind somit simtlich in Fourierreihen entwickelbar, 
und zwar setze man 


U, (zy) = oy U,,(ze**”  (n=1,2,..., +00); 
hierbei folgt aus (93) y 
U,9(z)=0 (n= 1,2,..., #00). 
Die Fourierreihe fiir U, 1a8t sich daher auch in der Form 


(94) U, (zy) = SU, (2)e"" (n=1,2,..., 00) 


schreiben, wobei der Strich hinter dem Summenzeichen in iiblicher Weise 
bedeutet, daB bei der Summation das Glied mit dem Index u = 0 fort- 
zulassen ist. 

Setzt man diese Reihen fiir U, in die Entwicklung (91) von Z(zy; 8) 
ein, so ergibt sich 
(95) Z(zyse)— 5 S'0,,,,(z)e Ea. 

n= «= 

*) Vgl. A. Abschnitt 31, insbesondere Gleichung (117), S. 136. 
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Um nunmehr fiir die Fourierkoeffizienten U,, Rekursionsformeln ab- 
zuleiten, benutze man die Beziehungen (92). Man setze 


oo +2 

(96) B(zy)— Sd (z)e", c(zy)— Se,(a)e™. 
se A= oO 

Da nach Voraussetzung alle Funktionen b, c und U, (zy) analytisch sind, ( 


so lassen sich alle Fourierreihen (94) und (96) gliedweise differentiieren. 
Man erhalt demnach 








=¢ d 
A(1)— 3" ¢,(z)e-*, 
ed am SS ( 
A(U,)= » { — én ( ee 4 5 0,,(2)b,-.(2)) ; 
w= — OO ent : 
+ 3) U,,(2)(¢,_,(2) +4(u—v)b,_,(z)) fet" 
oY _. U2), iey-»(2) , » tt. 
- 5 inf — + 510,12) ( 7 “ +20,_(2))}e ee ] 
aU, i(zy) — 
" bei > —inU,,1,,(2)e7*". r 
p= co 


Hieraus ergibt sich in Verbindung mit (92): 





U,.(z) =0 (mn =1, 2,...,—+ 00), 


. (2) 
U,, (4) =—# - 





(—co<p<+oo, w+), 


(97) - +0 : 
Dy 41,,(%) = — yA nd Pp» U,(z) (Fb, (2) +5 %-+(2)) 


v=-—o 








(n=1,2,..., 5-00, —wo<pu<+oo,u+0). 








Mit Hilfe dieser Rekursionsformeln lassen sich die Funktionen U,, (z) 
sukzessive aus den Fourierkoeffizienten 6, (x) und c, (x) von b (a y) und ¢ (zy) 
berechnen. 

Da8 alle Reihen rechter Hand von (97) absolut und gleichmaBig in z 
konvergieren, folgt aus der Bedeutung der b,,c,, U,, als Fourierkoeffizienten, 
deren Existenz von vornherein festateht. 

41, Fiir die in Abschnitt 31, Gleichung (72), (73), (74) und (75) 
eingefiihrten Integrale von (M), die Funktionen W(xy;8) und V(zxy; 8), 
gelten entsprechende Entwicklungen wie fiir die Funktionen Z(zy; 8), 
U(xy;#), welche beziiglich (A) ebenso gebildet sind wie W(xy;s) und 
V(xy; 8) in bezug auf (M). 
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Man erhialt somit (vgl. Gleichung (90) und (91)) 


(98) V(zy;s)—1+ DV, (2y) ==, 
(99) W(zy;8) = DV... (zy) (wegen (75)). 


Wenn man die Reihe (98) fiir V in (M) einsetzt, so ergeben sich fiir 
die V, die Rekursionsformeln 


0V,43(2Y) 
oy -gaiteas M(¥,), 





aV, (zy) Po 
(100) — — E), 


und hieraus folgt wieder, daB die GréBen 
A aoe 

eine zu (M) gehdrige Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf x bilden. 
Ebenso wie die U,, (vgl. Gleichung (94)) lassen sich auch die V, in die 

Fourierreihen 
+o Pp . 
Vi(zy)= 5S’ V,,(z)e*” (n=1,2,..., +00) 
se @ 


entwickeln, und somit ist wegen (99) 


(101) Way; 8) -} , Vn+a,e(*) en tooe— 


n 
n=O “w= —-@O 


Da sich ferner nach einfacher Rechnung 


M(1)—= 3" (c,+iub,)e~™, 
4=-—@ 





Mr)= 3 ~ inf 2D Vu(2) (6, (2) — £¢,..(2)) her” 


ergibt, so erhalt man schlieBlich aus (100) die Rekursionsformeln 





Vio(%) =0 (n=1,2,...,—+00), 
V,,(2)=0,(2)—+¢,(2)  (-co<p<+o0, 4 +0), 








(102) ’ +0 ; 
Vass, n(2) = — +S Va e(2)(B,-»(2) — Le,_,(2)) 
(n=1,2,...,—+0c, -cocu<+o,u+0). 








Durch (102) lassen sich die Funktionen V, (2) aus den Fourierkoeffi- 
zienten b,(z) und c,(xz) von b(xy) und c(xy) sukzessive bestimmen. 





(104) 
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§ 9. 


Kriterium fiir den Haupttypus im analytischen Fail. 

42. Mit Riicksicht auf die Entwicklungen (95) bzw. (101) fiir Z(xy; 8) 
bzw. W(x y; 8) ist es leicht, den charakteristischen Kern K(x) des zu (L) 
gehérigen Integrationsproblems durch die GréBen U, , und V, , auszudriicken; 
und zwar ergeben die beiden Integraldarstellungen (62) und (76) fiir K(zs) 


zwei verschiedene — Aus (62) folgt 


K(28) — fifa (xy; 8) (c(2y) — 2G”) ay, 








a 


(108) et 


@o 


a=0 ‘u=—-@ 





K(e)-S'( 3 xu Urarp(2)(6., (2) — i nd_,(2)) S59" 


== 1 (Sd. (2)%, (2) SS 








aus (76) folgt 


K(zs)= £ fiona) "2G ay, 





x)™ (8% — 


s)* 











m=0 u= — co 


(20) —— 1S SS aes sede, (te) 5 








Die Reihen (103) und (104) fiir K(xs) fiihren nun aber zu einer 


neuen Formulierung von Satz 6: 


Satz 9. Sind die Koeffizienten b(xy) und c(xy) 


von (L) 


lytische Funktionen von x und y, und ist das zu(L) gehdrige Integrations- 


problem vom Haupttypus, so ist notwendig 


(105) ¢ (2) =0, 2 Huu) Vn, -n(#) = 0 (* 


m= ence 
%S2tS2, 


Andererseits ist fiir den Haupttypus bereits hinretchend, daB entweder 


(106) e(2)=0, SU, ,(2)V%,,_,(2)=0 (n= 1,2,..., 


fiir alle x des Intervalls x,< + < x, oder aber daf 


—> co) 





(107) | ¢o(@)=0, SF WU, 4(66) Vn, p(t) =O (mm=I,2,..., 





— oo) 








fiir einen einzigen Punkt x = 8, des Intervalls x, < « < 2,. 
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Hierbei bezeichnen die U,,(x) und V,,(2) Funktionen, welche durch 
die Rekursionsformeln (97) bew. (102) es ig bestimmt sind. 

43. Diesen Satz wenden wir auf die Beispiele vom Haupttypus an, 
die wir in den Abschnitten 14 und 15 des § 2 betrachtet haben. 

Beispiel («): a(zy)=0, b(2,—y)= (zy), ¢(2,—y)=—e(zy), 
d. h. aber 
(108) b_,(z)=b,(z), ¢_,(%)=—e,(z), (x) =0. 


Unter diesen Voraussetzungen ergibt sich aus den Rekursionsformeln 
(97) bzw. (102) nach einfacher Uberlegung 


U,, -»(#) — 0, (2)s Va KM (2) — Vu () ’ 
und hieraus folgt unmittelbar 


Pr. U, .(#) Vin, —n() = 0. 


Da somit die Bedingungen (107) von Satz 9 erfiillt sind, so ist hier 
zum zweiten Male bewiesen, da8 die Differentialgleichung (L) vom Haupt- 
typus ist, wenn die Beziehungen (108) gelten. 

Beispiel (8): a= b= 0. 

+o 
e=mc(y)= 5’ ce, 
p= @ 
wobei die c, nicht mehr von y abhiangen. 
In diesem Fall ergibt eine einfache Rechnung 


+o +o 


’ +2, 
(00) Ty p= Vay (i) SY. SY Sateen, Secure tems, 


¥. 
¥1=—-O%e—CO yew * — 3 





Setzt man diese Werte fiir die U,, und V,,, in Gleichung (105) ein, so 
folgt aus Satz 9, da ja, wie in Abschnitt 15 bewiesen wurde, die Diffe- 
rentialgleichung vom Haupttypus ist, eine unendliche Anzahl algebraischer 
Identitaten, 


(110) > w,,(2) U,,-,(%)=9 (n,m=1,2,...,—+00). 


Andererseits lassen sich aber auch die Identitaéten (110), in die man fiir 
die U,,, die Werte aus Gleichung (109) substituiert hat, mit algebraischen 
Hilfsmitteln direkt beweisen, und so folgert man umgekehrt aus Satz 9 von 
neuem, daB die Differentialgleichung (L) im Falle (£) vom Haupttypus ist. 
Ist die Differentialgleichung (Z) vom Laplaceschen Typus, so ist sie 
nach Satz 3 vom Haupttypus. Bereits aus Satz 6 folgt dann aber 
¢, (x) =0. 


In § 10 wird die Differentialgleichung vom Laplaceschen Typus genauer 
untersucht werden. 
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Im einfachsten Falle a = 0, c= 0 ergibt sich leicht 


U,,(z)=90 (n=1,2,...,- 00, —0o <u-+ oo), 
Z(zy;8)=0. 
Ferner ist 
2(zy) = 9(z) 

gleichzeitig Integral von (L) und von (A) und ist durch die Bedingungen (58) 
eindeutig bestimmt. 

44. Um auch fiir Satz 7 im analytischen Falle eine neue Formulierung 
abzuleiten, miissen wir das Integral 


2x 
1 d 
= Z| Wey; 2) Bay 
0 


durch die Koeffizienten V,,(z) auszudriicken suchen. 
Da g(y) eine periodische Funktion ist, so laBt sich g(y) durch eine 


Fourierreihe 
+o 


y= 5 70" 


darstellen. Setzt man in J, fiir W die Entwicklung (101) und fiir g die 
Fourierreihe ein, so ergibt sich 


(111) —=6E (FS MVassu(te) 7) Pa 


= n! 

und hieraus folgt in Verbindung mit Satz 7 der 

Satz 10. Sind die Koeffizienten b und c von (L) analytische Funk- 
tionen und ist das zu (L) gehdrige Integrationsproblem vom Haupttypus, 
so existieren dann und nur dann in y periodische Integrale z von (L), 
die fiir x = 8, vorgegebene Werte 

@z(%y) dg(y) . i 
(112) ai eee al ey 
annehmen, wenn die Beziehungen 
(113) S 17-pVap(%)=0  (n=1,2,...,—+00) 
Be oO 


alle erfillt sind; und zwar ist in diesem Fall jedes Integral von (L), 
das den Bedingungen (112) geniigt, in y periodisch. 

45. Ist das zu (LZ) gehérige Integrationsproblem vom Nebentypus, 
so fiihrt nach Satz 8 die Bestimmung aller in y periodischen Integrale z 
von (L), welche der Bedingung 


d2(%y) _ dg(y)__—j -tpy 
eT ee 
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geniigen, auf die Untersuchung der Integralgleichung (82). Im analytischen 
Falle lassen sich in (82) fiir die GréBen J, bzw. K(xe) die Entwicklungen 
(111) bzw. (104) einsetzen. 

Wenn ¢,(2) nicht identisch verschwindet, so liefern die Nullstellen 
von ¢,(x) die singularen Stellen der Integralgleichung (82) (vgl. die Aus- 
fiihrungen aus Abschnitt 28), deren Bedeutung fiir das Integrationsproblem 
vom Nebentypus aus Satz 8 hervorgeht. 


Ist aber c,(z) =0, so hat man (vgl. Abschnitt 28) die Funktionen 
der Gleichung (67) 
_ (0? K(x) 
K, (x) =( az? - 


zu bilden. Im analytischen Fall folgt aus (104) 


HE (ayes SB SF wasnt) Pasnsnnglt)) aR OSE 


m=0 n=0 \w=—@ 


x (2)=(— iS Fs (7) #Unss au (40) Voraea,- ¥(a)) S57 


n=0 \A=0 ue —o@o 





Ist jetzt 
Cy(x) = Ky (x) = K,(z) =... = K,_,(z) =0, 
wahrend K, (2) nicht identisch verschwindet, so ist s, dann und nur dann 
eine singulare Stelle der Integralgleichung (82), wenn 


+0 
K,, (8%) arg mae ihe BU, 1 (8) V, p+1,- ~u (8) =0 
ist**). Insbesondere erhalt man 
+a 
Ky (8) = —t 2 PP U, , (8) Vs, _ (4) 
+@ q 
eadncne a Cy (8) (_,.() + Null) 
p= —-@ 
wegen (97) und (102). Nun ist aber, wie man leicht einsieht, 
> ca) <- (4) __ = 0; 
=O 
mithin ergibt sich in Ubereinstimmung mit Gleichung (66) aus Abschnitt 28 
+o 
K, (8) > — = Su(%) b_ (8). 
™) Wenn s&mtliche Funktionen K,(z) identisch verschwinden, so ist im analy- 


tischen Falle K(xs)=0; da auBerdem auch c,(z)= 0 vorausgesetzt wurde, ist dann 
das Integrationsproblem nach Satz 5 vom Haupttypus. 
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§ 10. 
Noch einmal die Differentialgleichung vom Laplaceschen Typus. 


46. Wie in Abschnitt 39 gezeigt wurde, bilden die in der Ent- 
wicklung (90) von U(zy; 8) auftretenden GréBen 


1, U,(zy), U,(zy),..-, U, (ay), --. 


eine zu (A) gehdrige Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf x. Hieraus 
folgt aber**): Ist (A) eine Integrodifferentialgleichung vom Laplaceschen 
Typus in bezug auf x, so lassen sich, unter r eine geeignet gewdhlte feste 
Zahl verstanden, zu jedem Index n genau r-+1 Funktionen f(x) 
(o =0,1,..., 17) angeben, derart, daB ‘ 


(114) U,(29) = fool) +3 fag(#) Up(@ 9) 
wird. Da nach Gleichung (93) 


aa 2x 
JU,(zy)dy = [ U,(zy)dy =0 
ist, so folgt auBerdem 
fao(2) _ 0. 
Umgekehrt ist bereits hinreichend, damit (A) vom Laplaceschen Typus 
in bezug auf x ist, daB fiir einen einzigen Index r nach geeigneter Wahl 
von r Funktionen 


f(a), fy(%),---» f.() 
die Beziehung 
U,.s(2y) = 3 f(z) U, (24) 

gilt. . 

Das heiBt, daB die Gleichungen (114) von selbst fiir alle n erfiillt 
sind, wenn sie fir n =r-+1 gelten. 

Ersetzt man die Funktion U,(2zy) durch ihre Fourierreihen (94), so 
erhalt man unmittelbar den 

Hilfssatz. Damit die Integrodifferentialgleichung (A) vom Laplace- 
schen Typus ist, ist notwendig, daB fiir jeden Index n die Beziehungen 


(115) Uap(#) = & fag #) Vey (2) (—co <p < +00) 
gelten. Hierbei bezeichnen dic f, (x) geeignet gewdahlte Funktionen, die 


zwar vom Index n und der Verdnderlichen x, aber nicht mehr von pu 
abhangen. , 


%) Vgl. A. Satz 15, S. 187—138. 
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Umgekehrt ist bereits hinreichend, da fiir einen einzigen Index r 
nach geeigneter Wahl von r Funktionen 
f(z), fy(2), +++ f(z) 
die Beziehungen 
(116) U,+1,4(2) = 2 fel) U,,(%) (—co< p< +oo) 
fiir alle ys bestehen. 


47. Ist das zu (LZ) gehérige Integrationsproblem vom Haupttypus, 
so folgt aus Satz 9 Gleichung (106) fiir jedes n>1 


z, | Unley) (e(ey) — OY) dy = D>) Oyu (2) (6_y(2) + 8p d_, (@)) 


éy he Oo 
+0 


= D) wU,,(#)V;,_,(2) =9, 


A= oO 
d. h. aber es ist 
A(U,) = L(U,). 


Da auBerdem 
A(1) = L(1) — gf (o(ey) — 2S) dy — L(1) (wegen ¢5(2) = 0) 
0 


ist, so ergibt sich aus (92) . 

0U, (zy) 0U,41(2Y¥) _ 

Se - oe 

Mithin bilden die GréBen **) 
i a eR: See 

nicht nur eine zu (A) gehérige Laplacesche Koeffizientenfolge, sondern 
auch gleichzeitig eine zu (LZ) gehérige Laplacesche Koeffizientenfolge in 
bezug auf z. 

Ist jetzt auBerdem noch (A) vom Laplaceschen Typus in bezug auf z, 
so bestehen die Beziehungen (114). Ds aber die U, auch zu (L) gehérige 
Laplacesche Koeffizienten sind, so folgt®), daB auch (ZL) vom Laplace- 
schen Typus in bezug auf zx ist. 

Umgekehrt sei jetzt (LZ) vom Laplaceschen Typus in bezug auf z. 
Dann ist nach Satz 3 das zu(L) gehérige Integrationsproblem vom Haupt- 
typus. Wie eben gezeigt wurde, bilden dann die GréBSen 


eo See Phe 


™) Vgl. A. Gleichung (58), 8. 111. 
%) Vgl. A. Satz 6, 8. 11. 
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eine Laplacesche Koeffizientenfolge in bezug auf x, welche gleichzeitig zu (L) 
und zu (A) gehért. Da (Z) vom Laplaceschen Typus ist, so miissen 
zwischen den zugehérigen Laplaceschen Koeffizienten U,(zy) die Be- 
ziehungen (114) bestehen. Aus (114) ergeben sich aber die Gleichungen 
(115), und somit ist nach dem Hilfssatz auch (4) vom Laplaceschen 
Typus in bezug auf z. Das Ergebnis dieser Betrachtung fassen wir zu- 
sammen in 

Satz 11. Damit die Differentialgleichung (L) vom Laplaceschen 
Typus in bezug auf x ist, ist notwendig 

1. daB das zugehérige Integrationsproblem vom Haupttypus ist, 

2. da fiir jeden Index n> 1 die Beziehungen (115) des Hil/ssatzes gelten. 

Umgekehrt ist bereits hinreichend 

1. daB das zugehérige Integrationsproblem vom Haupitypus ist, 

2. daB fiir einen einzigen Index r die Beziehungen (116) des Hiljs- 
satzes bestehen. 

Dann sind namlich die Gleichungen (115) von selbst fiir alle n erfiillt. 

48. Der Satz 11 besagt offenbar, daB (A) gewiB vom Laplaceschen 
Typus ist, wenn (LZ) vom Laplaceschen Typus in bezug auf z ist. Um- 
gekehrt kann aber (A) vom Laplaceschen Typus sein, ohne daB (L) vom 
Laplaceschen Typus ist, nimlich immer dann, wenn das zu (L) gehérige 
Integrationsproblem nicht vom Haupttypus ist. 

Beispiel. L(s) = + —2=0, 

2a 
a*z 1 
A(2)=sy —2+g: feley)ay =0. 
0 

Wie in Abschnitt 37, Gleichung (86) gezeigt wurde, ist dann namlich 

Z(a2y;8) = W(ry;s)=0. 
Hieraus folgt aber nach Gleichung (97) und (102) 

U,, (2) =V,,(2)=9 (n=1, 2,...,-%00; —co << +00). 

Somit ist (A) vom Laplaceschen Typus in bezug auf xz, wahrend (L) 
wegen c,(z)=—1 nach Satz 6 vom Nebentypus ist, und somit nicht vom 
Laplaceschen Typus sein kann. 

49. Ist (LZ) vom Laplaceschen Typus in bezug auf y, so ist das zu- 
gehorige Integrationsproblem nach Satz 3 vom Haupttypus. Ferner ist nach 
einem in Abschnitt 18 zitierten Satz von Liouville **) die zu (L) adjungierte 
Differentialgleichung (M) vom Laplaceschen Typus in bezug auf z. 


%) Vgl. FuBnote “), 8. 455. 
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Wenden wir Satz 11 auf (M) an, so sind die in den Gleichungen (115) 
und (116) auftretenden Gréfen U,,(z) durch die zu (M) gehdrigen 
GréBen V,,(x) zu ersetzen, und es ergibt sich als Gegenstiick zu Satz 11 der 

Satz 12. Damit die Differentialgleichung (L) vom Laplaceschen 
Typus in bezug auf y ist, ist notwendig 

1. daB das zugehérige Integrationsproblem vom Haupttypus ist, 

2. daB fiir jeden Index n=1 nach Wahl einer geeigneten Zahl q die 
Gleichungen 

q 
(117) Vau(2)=2ne(2)Vp4(2) (<< or) 
bestehen. a 

Umgekehrt ist bereits hinreichend 

1. daB das zugehérige Integrationsproblem vom Haupttypus ist, 

2. daB wenigstens fiir einen einzigen Index q die Beziehungen 


(118) Ve 01u (2) = 394 (2) Voy (2) 
bestehen. < 


50. Ist (ZL) vom Laplaceschen Typus in bezug auf y, so lassen sich 
die Bedingungen (113) des Satzes 10 wesentlich vereinfachen. Wir folgern 
namlich leicht aus den Beziehungen (117) von Satz 12 den 


Satz 13. Ist die Differentialgleichung (L) vom Laplaceschen Typus 


in bezug auf y, so existieren dann und nur dann in y periodische Inte- 
grale z von (L), welche fiir x= 8, vorgegebene Werte 





a d , = be 
(119) atte) oy) — > BY ,e ivy 
t=O 
annehmen, wenn die Beziehungen 
+o 


- Yew Fug (8) =0 


at 
fiir n=1,2,...,q alle erfillt sind, und zwar ist in diesem Falle jedes 
Integral von (L), das der Bedingung (119) geniigt, in y periodisch. 

Wegen (117) sind dann namlich die Beziehungen (113) fir n>q+1 
von selbst erfiillt. 

Ist (ZL) gleichzeitig in bezug auf x und y vom Laplaceschen Typus, 
so bestehen nach Satz 11 und 12 Relationen, sowohl zwischen den U,, (2) 
als auch zwischen den V,,(z), und zwar ist nach gecigneter Wahl der 
Indizes r und g 


Tin (x) _— S fae (x) U,, (2%) Viu() = 3 4¢(2) V~ (2) 


(n=1,2,...,-+00, —co<p<-+oo). 
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51. Als eine Anwendung der Sitze 11 und 12 auf ein spezielles Problem 
beweisen wir 
Satz 14. Die Koeffizienten b und c der Differentialgleichung (L) 
seien durch abbrechende Fourierrethen dargestellt 
k +k 
(120) b(ey)= F b,(z)e", o(zy)— So,(z)e (21). 
=o A= —@ 
Es sei zweitens ic,(x)+nkb,(x) fiir kein einziges ganzzahliges n 
tdentisch Null. 
Dann kann (L) nicht vom Laplaceschen Typus sein, und zwar weder 
in bezug auf x noch in bezug auf y. 
Beweis. Wir behaupten zunichst: Fiir n >1 ist 
U,,(%)= 0 fiir alle wenk+1, 
(121) Un. ax(2) = Gr se, (2) (de, (2) + bd, (2)) (0, (x) +2kd, (2) ... 
< (f¢,(z) + (n —1) kd, (z)), 
Fiir n =1 folgt die Behauptung (121) unmittelbar aus der Voraus- 
setzung. Fiir allgemeines n beweisen wir (121) durch vollstandige Induktion, 


indem wir (121) fiir ein beliebiges festes n als richtig voraussetzen. 
Wir schreiben die Rekursionsgleichung (97) in der Gestalt 





aU, 1 ae 
Unstsn= — Gae pe Dy Uan—v(be, +H — 9)0,) 


oder aber, indem wir die Voraussetzung (120) heranziehen, 


aU,, U,,_. : 
0.41. - Fs - (te) + 4b) 





(122) , k 12 
FQ -olb+U—0,) — 77 DU y poole + U+r)b_,) 
Ist jetzt u>(n+1)k+1, so ist der kleinste Index der U,, auf der 
rechten Seite der Gleichung (122) 1—konk-+1. Da nun aber die 
Behauptung (121) fiir n als bereits bewiesen vorausgesetzt worden ist, so 
sind alle U, auf der rechten Seite von (122) identisch Null, und somit folgt 


U,4:,,=9 fir alle w>(n+1)k+1. 
Andererseits ergibt sich aus (122) fir u=—(n+1)k 
1 P 
Da +snene = — GpIb ann (FC, + Ob d,) 
SS lr , : 
= Fett (mg iyi? On (FO, +HD,) (80, +2h,)... (Fe, + mkd,). 
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Damit ist die Behauptung (121) vollstindig bewiesen. Aus ihr folgt in 
Verbindung mit der zweiten Voraussetzung, da8 keine einzige der Funk- 
tionen U, ,,(2) identisch verschwindet. 


Angenommen (L) wire nun vom Laplaceschen Typus in bezug auf z, 
so hatte man nach Satz 11 fiir einen gewissen Index r 


Dys1.y (2) = 3 fe(#) Ogu (2) 
und insbesondere fiir u =(r+1)k 


O,as42t (2) —2 f, (x) Ur) (z). 
Folglich 
U143, 42s = 9, da U,, +1)2 = 9 fir lsSesr 


im Widerspruch mit der oben bewiesenen Tatsache U,,, ,,,,,%+0. (LZ) ist 
somit nicht vom Laplaceschen Typus in bezug auf z. 

Um noch zu beweisen, daB (Z) auch nicht in bezug auf y vom 
Laplaceschen Typus ist, betrachte man die in den Gleichungen (102) de- 
finierten GréBen V,,(2) und beweise iiber sie, enteprechend der Be- 
hauptung (121), die Gleichungen 

™ V.,=9 fir »onk+1, 

comet by, tells. aha ial 

wobei keine der GréSen V, ,, wegen der zweiten Voraussetzung identisch 
verschwindet. 

Angenommen (I) ware vom Laplaceschen Typus in bezug auf y, so 
wiirden nach Satz 12 die Beziehungen (117) bestehen. Diese Beziehungen 
stehen aber fiir n >q und ~=nk im Widerspruch zu (123). Damit ist 
Satz 14 vollstindig bewiesen. 


Kapitel IV. 
Eine Verallgemeinerung der zweiten Methode zur Lésung 
des Integrationsproblems. 
§ 11. 
Die Transformation der Verinderlichen y. 

52. Es sei #(xy) eine im Streifen z, < x < 2, der reellen x y-Ebene 
definierte analytische Funktion von zx und y, die dort den beiden Be- 
dingungen ? 

(124) O(z,y+ 22) =—22+4 0(zy), => 6 


oy 
Mathematieche Annalen. 105. 82 
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geniigt. Dann haben die Funktionen 
9 6d 


s~ 92° 


a8 
a= ty 
in y die Periode 22. 

Fiir gewisse geometrische Fragestellungen ist es nun von Wichtigkeit, 
die Integrale von (Z) als Fourierreihen darzustellen, die nicht nach ganz- 
zahligen Potenzen von e~*”, sondern von e~‘*” fortschreiten. 

Um diese Untersuchung durchzufiihren, haben wir zunachst die Integro- 
differentialgleichung (A) durch 


to+22 
* * 1 d0(z ab 

(A°) A (2) = L(2)- 3, “EY (c—F)edy—0 
zu ersetzen. Man bemerkt leicht, daf auch fiir die Integrale von (A*) 
der Satz 4 gilt, und somit bleibt auch Satz 5 richtig, wenn man ihn statt 
auf (A) auf ‘A*) bezieht. 

Neben (A*) betrachte man noch die mit Hilfe der zu (L) adjungierten 
Differentialgleichung (M) gebildete Integrodifferentialgleichung 


(M*) M*(v) = M(v) —~ 2@@ | cody. 


Dann gilt auch fiir die Integrale von (M*) der Satz 5a. 


53. Es seien jetzt U*(xy;s) bzw. V*(xy;s) Integrale von (A*) 
bzw. (M*), die durch die Bedingungen 


22 

1 a6 

Ff Oey: 8) EM ay =1, 
0 


aU*(sy;s) 
| — ee, 


(125) 





2x 
aVv* (sy; 1 a0 
Exon a f V*(eus8)? EY dy =1, 
0 
eindeutig bestimmt sind. Wegen Satz 4 sind U*(xy;s) und V*(zxy;8) 
in y periodische Funktionen. Da die Koeffizienten b,c und # von (A*) 
und (M*) samtlich analytisch vorausgesetzt sind, so lassen sich U*(z y; 8) 
und V*(zy;#) in die Potenzreihen 


U*(zy;s)—1+ Un (zy) =—, 
(126) 7 
V"(xy;8)=1 + >) Va (zy) 


n=1 








22 
(128) for (ey)? 
0 


oW* (sy; 8) 





aUr (xy) a 
— 
avi (xy) ~ 
os 


1, Ur, U:, ee 


54. Setzt man 


Z* (xy; 8) =— 


W*(xy;8) = — 





Bildet man endlich 


2" (xy) =o" (2) + JZ" (zy; 8)9*(s) ds, 


bzw. 


d(x y) 
oy 











= 8, (sy) cy (s)—c(sy), 


= 8, (sy) co(s)—e¢(sy)+ 
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entwickeln*’). Hierbei geniigen die Koeffizienten U, bzw. V, den Gleichungen 


@Un+1(zy) Ansel 


oy 
aVn+i(zy) 
oy = 


und sind in y periodische Funktionen. 
Aus (127) folgt aber andererseits, daB die GréBen 


[oe . 


eine zu (A*) bzw. (M*) gehdrige Folge von Laplaceschen Koeffizienten in 
bezug auf 2 bilden**). 
AuBerdem ist wegen (125) und (126) 


22 
0, [va (zy) EM ay =o. 
0 


= D) Un+i(xy) 
n=0 


av* a : as nm 
as =D) Vers(zy) SS, 


n=0 


so sind auch Z* bzw. W* Integrale von (A*) bzw. (M*) und geniigen 
wegen (128) den Beziehungen 


2x 22 
(130) [2° (xy;0) 22M ay—o, [we (xy; 0) 2M ay 0. 
0 0 


so ist z*(xy) fiir jede stetige Funktion m*(z) ein in y periodisches 
Integral von (A*)***), das durch die Bedingungen 

7) Vgl. A., Satz 12, 8. 138—136. 

**) Vgl. A., Abschnitt 31. Insbesondere Gleichung (117), 8. 136. 


88) Hieraus folgt, daB sich Z* und entsprechend W* auch unabhangig von U* 
bzw. V* als Integrale von (A*) bzw. (M*) durch die Bedingungen 


ag9* - 2x 
oZ (sy; 8) f 2*(2y;s) (zy) dy =0, 


ab(sy) 


; 





22 
{W*(xys8) d,(xy) dy =0 


(Fortsetzung der FuGnote 28a auf nichster Seite.) 
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z* 6 
— 0, fe (29) 22D ay = 9*(2) 
eindeutig bestimmt ist. 
Damit nun aber z* zugleich ein Integral von (Z) ist, mu8 nach Satz 5 


t.+2x 


J #-Ber-0 


sein. Da 2* in y periodisch ist, ist das Integral von ¢, unabhingig; man 
setze daher t, = 0. 

Substituiert man fiir z* den Ausdruck (131), so erhalt man zur Be- 
stimmung der Funktion g*(z) die Integralgleichung 


(132) ¢,(2)p* (2) +f K*(xs)p*(s)de—0, 
wo ig 


(133) K* (xe) yaa fz (xy; 8)(¢ (zy)— PED) dy =0 


gesetzt ist. Man bemerkt sofort, daB ebenso wie in Satz 6 das Integrations- 
problem dann und nur dann vom Haupttypus ist, wenn 


c,(z)=0, K*(xs)=0. 


55. Um fiir K*(xs) eine zweite Integraldarstellung zu finden, die der 
Gleichung (76) entspricht, gehe man von der Lagrangeschen Gleichung (68) 
aus, substituiere fiir z bzw. v periodische Integrale z* bzw. v* von (A*) 
bzw.(M*) und wahle endlich fiir 8 ebenso wie in Abschnitt 30, Gleichung (70) 
einen rechteckigen Integrationsbereich. Dann ergibt sich schlieBlich, indem 
man wieder s,=0, t,—0 setzt, an Stelle von (71) 


iS {fe “ey 2eRay fs 2*(8y) (e(€y) — ave) g . 


_fe (en eay for (ev)e(eu)ay}ae 


0 
22 
=f (or(2y) en be v* (oy) = Cw) dy 
0 


eindeutig bestimmen lassen. (Vgl. die entsprechenden Uberlegungen fir Z bzw. W 
in Abschnitt 25 bezw. 31.) Wir betonen, daS diese Definition der Funktionen Z* 
und W* euch dann noch sinnvoll bleibt, wenn man (zy) nicht mebr analytisch, 
sondern nur zweimal stetig differentiierbar voraussetzt. 
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Setzt man in dieser Formel 
2*=Z*(xy;8), v° =V*(xy;0), 


und differenziert man dann nach a, so ergibt sich wegen (125), (129) 
und we 


und endlich wegen (133) 
(134) K* (20) =a [W"(egy; 2) ati ay, 
0 


56. Indem man die Uberlegungen der Abschnitte 33 und 34 an dem 
Integral z* von (A*) durchfiihrt, erhilt man eine neue Integralgleichung 
zur Bestimmung aller periodischen Integrale z von (L), welche der Be- 
dingung 

62(%y) _ 49(y) 
(135) , “= 





geniigen, unter g(y) eine vorgegebene in y periodische einmal stetig 
differentiierbare Funktion verstanden. Ist naimlich m*(z) eine Lésung der 
Integralgleichung 


2x z 
(136) FJ W* (oy; 2) 9M ay + c4(2) 9° (2) +] K*(w2)*(0)de—0, 
so ist das Integral z* von (A*), welches durch (135) zusammen mit der 
' 22 
° 8 
(187) (zy) "EM dy — 9*(2) 


eindeutig bestimmt ist, site ein Integral von (L). 

Daraus folgt aber: Ist das Integrationsproblem vom Haupttypus, so 
gilt der Satz 7 auch dann, wenn man in dem Integral J, (Gleichung (81)) 
die Funktion W(s,y;2) durch W*(s,y;x) ersetzt. Ist aber das Inte- 
grationsproblem vom Nebentypus, so bleibt der Satz 8 auch dann richtig, 
wenn man ihn auf die Integralgleichungen (132) und (136) anstatt auf 
(63) und (82) bezieht. 

57. Nunmehr suche man die in y periodischen Koeffizienten 
Un(zy) und Va(xy) der Entwicklungen (126) durch Fourierreihen 
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der Gestalt 
+o P 
Us (ay) = 3 Una(z) ei", 
(138) gee 


+x . 
Va(zy) = 3 Van(z)e een 


f= OC 


darzustellen. Dies ist wegen der Voraussetzung “ > 0 immer méglich. 


Substituiert man diese Reihen in die Entwicklungen (129), so er- 
gibt sich 


Z* (zy; 8) x. x US... (aye ye-tnown (Sy 


n=0 w= —o@ 


| w" (zy;3 8) me S Vocal “ (x) e~troten (S— 2) 


n=0 w=-—@ 





(139) 


us (128) folgt unmittelbar 
( 140) Uno(2) = Vao(z) = 0 (n =1,2,...—+00). 


Um fiir die iibrigen U,,, und V,, Rekursionsformeln abzuleiten, die den 
Gleichungen (97) bzw. (102) entsprechen, gehe man von den Entwick- 
lungen 





(141) FO — Seflaye rer, (zy) = J di (a) ee" 


0, (zy) a= OO “ve @ 





aus. Wegen der Voraussetzung #, > 0 ist nimlich auch ros : eine ans- 
lytische Funktion. AuBerdem ergibt sich : 


22 


(142) Se) = 35) a Y) 9 (ry) dy = ¢,(2) 


(zy) ¥ 





und andererseits 


éb (xy) 


(143) =_—é0 S wbs(2)e*oem 
v) ay 25 (zy) 2 # u (az) e _ 


Um die Gleichungen (127) heranzuziehen, differentiiere man zunachst 
die Entwicklungen (138) 





* +a . 
eotnaeat, .. 1 Un, (x)e "Pe", 
(144) a 
Vn (xy) _ Pag 


8 (xy) 3 wVe,(x)e tree”, 


cy p=-@ 





(145) 


(146) 


(147) 


so folgt 


2° Un 





(148) 











a*Un 
Oxdy 





Oxdy eueepi 


A*(U, 


Weiter bilde man 


A*(1) = 


M*(1) = 


Aus (144) folgt ferner 





e(zy) — 


2x 
6, (zy) 
7 fe(ey)ay 
0 


Differentialgleichungen vom hyperbolischen Typus mit periodischen Koeffizienten. 49] 





— 9, (xy) (—co(z) + 3 of (xeon) 


=0,(zy) ead 


w= —@ 


wegen (141) und (142), 


(ay) 2 5" (imbs (x) + en (2))e*"°*" wegen (143). 


+o 


“= — oO 


= ry {—in 3, (xy) ete) —tudgy(xy) Unu(2) 


+ (—#1)*9,(2y) 9y(zy) Unn(2)} 


Entwickelt man @, in die Fourierreihe 


—twd(zy) 


8,(zy) = 3 8,(x) ee, 


B= @ 


8,,(zy) = —10,(2y) 3 w0,(a)e "er, 


Dies substituiert in (146) ergibt 


0,(2v) 3 (im + 3» n0E (2) 0,-0(e)) oe” 


se — 


und eine entsprechende Formel fiir 
Weiter erhalt man 


>) on ~+9, (zy) Ss {208s +S un (@)(—iv 0, le x) 


=o 


ee @ 


r=—@ 


a*Va 
dx dy ~ 





+= bi_,(x) + 


u 


Li ~ cn-r(2)) he etn eten 


M*(Vs) = —#8,(zy) Sy {SH + 3 ve(@)(—679,-0(2) 





— b_,(x) +  op-+(2))} oor. 


1=-—o 
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Nunmehr wende man die Gleichung (127) an und erhilt so wegen 
(140), (144), (145) und (148) fiir die U,,, und die V,, die Rekursions- 
formein 





Use(2)=0, Uin(2) = —+ef(2), 








(149) Dosa 2) — — SO + SF 02 (6) 19 0,-0(0) —Z 62 fe) — 462-10) 
(n=1,2,....-00, -—co<z<o, w+0), 
Violz)=0, Vi(2) =bf(2)—Lef(2), 
(150) 


Venn 2)— — PHO + S78, (0)(690,-o(2) +0$-(2) — <¢y-+(2)) 








(n=1,2,...—co, -—-co<u<+oo, w+). 





58. Substituiert man die Entwicklungen (139) fir Z* (zy; 8) und 
W*(xy; 8) in die Integrale (133) und (134), so erhalt man fiir K* (x8) 
die beiden Darstellungen: erstens 


| K*(zs)= -3(3 SF Obes a u(x) (c=, (2) ~§ nd! (2) C=" 8)" 


a=0 \u=e—o@ 


(151) 


| =-J 7 ( ¥ nvr (a) Vs -s(2)) 25" a, 
zweitens ; 





(152) K*(zs)= ~«¥3(2 YS pos, alta) Vides -n(ta)) SHE {9— zy" (eae 


n=O m=0 \eu=—o 


Stellt man jetzt die rite Funktion g(y) durch eine Fourierreihe 


o(y) = 3 renee, 


ez 


+@ es 
- —#8,(s,y) 2 Yn e oe 
B= CO 


dar, so wird in der Integralgleichung (136) das Glied 


(153) fw (89; z) Way = = ‘5'( > #Vn+1, (8) ¥= 2) aaa 


a=0 \ye—-o@ 


dg(y) 
dy 
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Aus den Gleichungen (151), (152) und (153) folgt nun aber, daB die 
beiden Sitze 9 und 10 auch dann noch gelten, wenn man in den Glei- 
chungen (105), (106), (107) bzw. (118) die U,,, Va, durch die Uz,, Va. 
und die y, durch die y, ersetzt. Hierbei sind die Ux,, Va, durch die Rekur- 
sionsformeln (149) und (150) eindeutig bestimmt, wenn die Funktion #(2y) 
gegeben ist und den Bedingungen (124) geniigt. 

Zum Schlu8 bemerkt man leicht, daB auch die Saétze 11, 12, 18 tiber 
den Laplaceschen Typus richtig bleiben, wenn man in den Gleichungen (115) 
und (116) baw. (117) und (118) die U,,,V,, durch die GréBen Uz,, Va, 
ersetzt. 


§ 12. 
Ein Beispiel aus der Theorie der sphirischen Abbildung. 


59. Um ein interessantes Beispiel zu den Entwicklungen des § 11 
durchzurechnen, betrachte man diejenige Differentialgleichung (L), in welcher 
die Koeffizienten in der Form 


6,, (zy) a /8,, (zy) 
Fay) » 6(2y)= alaten | + 9, (zy) 8, (zy) 


gegeben sind; hierbei bezeichne #(xy) eine im Streifen z,< e< x, der 
reellen zy-Ebene analytische Funktion, die den Bedingungen (124) geniigt**). 


%) Wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, 148t sich das Problem der sphi- 
rischen Abbildurg auf die Integration der Differentialgleichung (LZ) mit den Koeffi- 
zienten (154) zuriickfihren. 

Man bezeichne wie in Abschn. 1 der Einleitung das vorgegebene orthogonale 
Kurvensystem auf der Einheitskugel mit S. § sei das gesuchte Flichenstiick, dessen 
Krimmungslinien das System © zum sphirischen Bild haben. 

Bildet man die Einheitskugel durch stereographische Projektion auf die Ebene 
ab, so wird © in ein ebenes orthogonales Kurvensystem 6* tibergefiihrt. Bezeichnen 
§ und » die rechtwinkligen Koordinaten in der Ebene, so 1é8t sich das Kurven- 
system ©* durch ein Funktionenpaar 

E=F(zy), n=n(zy) 
darstellen. Hierbei bedeuten jetzt x,y die Kurvenparameter derart, daB man eine 
Kurve des Systems 6* erh&lt, wenn man entweder z= konst. oder y = konst. setzt. 

Es sei jetzt @(zy,) der Winkel, den die Tangente an die Kurve y=y, im 

Punkte z mit der Abszissenachse der Ebene bildet, so daB 


(154) b(zy)= 


an 0 : 
Fx dg = ine: cosd. 


Die Funktion (zy) ist somit gleichzeitig mit 6* bzw. © gegeben. Dann fihrt die 
Integration der Differentialgleichung (LZ), deren Koeffizienten durch die Gleichungen (154) 
bestimmt sind, zur Konetruktion aller gesuchten Flichen $. 

Die Ableitung dieser Differentialgleichung soll in der in FuBnote ") angekiindigten 
Arbeit durchgefihrt werden. 
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60. Es liegt nahe, die Integrale von (Z) durch solche Fourierreihen 
darzustellen, die nach ganzzahligen Potenzen von e~***” fortschreiten. 
In diesem speziellen Fall vereinfachen sich die Rekursionsformeln (149) 
und (150) fiir die 1 und V, » erheblich. 

Denkt man sich wieder #,(xy) in die Fourierreihe (147) entwickelt, so 
erhalt man nach leichter Rechnung aus (154) fiir 6 und r die Fourierreihen 

y 


+0 : 
b(zy) =i 3 wd, (x) rer, 
p= OC 





= 5 (1—p*)8,(2)e™, 
und somit ist —— 
biz) = —-ipd,(2), of(2)=(1— 4") %,(c), 
insbesondere 
(155) o3(x) = co( 2) = Oo(z). 
Setzt man diese Werte fiir 5%(2) und c;(x) in die Rekursions- 
gleichungen (149) und (150) ein, so ergibt sich nach einfacher Rechnung 


Uy, (2) =i —!9 (2), 





(156) On+s,.(2) = — sie 4. ict Sune) 8,,-,(2) 


=-—@ 


(n=1,2,...—co, —coo<u<+oo, u+0), 


Vi(2) =—+9,(z), 





(157) Vos. p(2) = — Sent) 4 § x *_ 1) Vs, #,-.(2) 





(n=1,2,...—-co, —coo<p<-+oo, uw+0). 


Die U,,, und V,, sind offenbar nicht voneinander unabhangig. Den Zu- 
sammenhang, der zwischen diesen GréBen besteht, erkennt man am besten, 
wenn man noch neue GroBen #,,(x) durch die Rekursionsgleichungen 





9,,(z)=9,(2), %4.9(7)=0 fiir n=0,1,2,...+co™), 


(158 @%.(2) Fv rt-1 g 
) 9.41,,(2) = dr = > y B,,(2) Bo. a (2 ) 


v=—@ 








(n =0,1,2,...—00, —coo<p<oo, p+0) 











%) $.43.9(%) verschwindet identisch nach Definition nur fir n>0, wahrend 
8oo(z) = 8,(z) =c,(xz) (vgl. Gleichung (155)) sehr wohl von Null verschieden sein 
kann, wenn das Integrationsproblem vom Nebentypus ist. 
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einfihrt. Dann ergibt sich namlich aus (156), (157) und (158) 

*-] 
f Pn, (2), 


(159) ) Veteso(z)=0,  Viss.n(2)—=(—1)"**£8,,(2) 
(n=0,1,2,...—co, —co<p<oco, w+0). 

61. Mit Hilfe der durch die Rekursionsformeln (158) definierten 
GréBen #, (x) lassen sich fiir die spezielle in diesem Paragraphen be- 
trachtete Differentialgleichung die Sitze 9,10,11 besonders einfach for- 
mulieren, indem man die Gleichungen (155) und (159) heranzieht. 

Satz 9a. Die Koeffizienten von (L) seien durch die Gleichungen 
(154) gegeben. Ist das zu (L) gehdrige Integrationsproblem vom Haupttypus, 
so ist notwendig 


Un+1,0(2) =9, Un+1,0(#) =(— 1)"¢ 








9,(z) = 0, » =" 6,,(2)9,,_,(2) = 0 (n, m = 0, 1, 2,...,—*00). 


‘=O 


Andererseits ist fiir den Haupttypus bereits hinreichend, daB entweder 





8,(2) =0, $y — ~9,,,(2) %_,(2)=0 (n=O, 1,2,..., +00) 


=O 


fiir alle x des Intervalls x,< x Sx,, oder aber daB auger 3,(x) = 0 


(160) DO 8, 4(4) On. n(%) =O (n,m =0, 1,2, ..., 00) 





fiir einen einzigen Punkt s, des Intervalls x, x < 2,. 
Satz 10a. Die Koeffizienten von (L) seien durch die Gleichungen 
(154) gegeben. Ist das zu (L) gehérige Integrationsproblem vom Haupt- 


typus, so existieren dann und nur dann in y periodische Integrale z von 
(L), die fiir x = 8, vorgegebenen Werte 





. 6 dg( . sy ' 
ay AG Hs aylay) anterior 
annehmen, wenn die Beziehungen 
+2 
(162) > 79,4 (8) = 9 (n = 0, 1, 2,..., > co) 
fe OC 


alle erfillt sind; und zwar ist in diesem Fall jedes Integral z von (L), 
das der Bedingung (161) geniigt, in y periodisch. 

62. Satz lla. Die Koeffizienten von (L) seten durch die Glei- 
chungen (154) gegeben. Damit dann (L) vom Laplaceschen Typus in 
bezug auf x ist, ist notwendig, 
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1. daB das zugehérige Integrationsproblem vom Hauptiypus ist, 

2. daB fiir jeden Index n>O0 nach geeigneter Wahl einer Zahil r 
die Gleichungen Y 
(163) 94 4(%) = 2 fae(®) 9 4(%) (—0O<M< +00, w +0) 

e= 

gelten. 

Umgekehrt ist bereits hinreichend, 

1. daB das zugehérige Integrationsproblem vom Hauptypus ist, 

2. daB wenigstens fiir einen einzigen Index r die Beziehungen 


(164) 9,43, (2) = 2 fe(2) Pen (2) 
bestehen. 

Wendet man auch Satz 12 auf die Differentialgleichung (L) mit den 
Koeffizienten (154) an, so erhalt man genau die gleichen notwendigen und 
hinreichenden Bedingungen (163) und (164) dafiir, daB (ZL) vom Laplace- 
schen Typus in bezug auf y ist. Hieraus fclgt aber der 

Satz 12a. Die Differentialgleichung (L) mit den Koeffizienten (154) 
ist entweder gleichzeitig in bezug auf x und auf y vom Laplaceschen 
Typus, oder aber sie ist tiberhaupt nicht vom Laplaceschen Typus. 

Auch fiir den Satz 13 ergibt sich in unserm Spezialfall eine einfache 
Formulierung: 

Satz 13a. Die Dijferentialgleichung (L) mit den Koeffizienten (154) 
sei vom Laplaceschen Typus, so dafB nach Satz 1la die Beziehungen 
(163) bestehen. Dann ist fiir die Existenz periodischer Integrale von (L), 
die fiir x = 8, die vorgegebenen Werte (161) annehmen, bereits hinreichend, 
daB die Bedingungen (162) des Satzes 10a nur fiir n=0,1,2,...,97 er- 
fallt sind. 

63. Aus Satz lla und 12a leitet man schlieBlich ebenso wie in 
Abschnitt 51 ein Gegenstiick zu Satz 14 ab: 

Satz l4a. Die Koeffizienten von (L) seien durch die Gleichungen 
(154) gegeben. Ferner sei 0,(xy) durch die abbrechende Fourierrethe 


k . 
O(zy)= 5 0,(z)e "ew (k21) 
A= oO 
darstellbar, wobei 3, (x) nicht identisch verschwindet. Dann kann (L) nicht 


vom Laplaceschen Typus sein. 


64. Es seien die Koeffizienten von (L) durch die Gleichungen (154) 
gegeben. Ist das zu (LZ) gehérige Integrationsproblem vom Nebentypus, 
so muS man fiir unsern Fall die Integralgleichung (136) aufstellen. Indem 
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man noch die Gleichung (153) heranzieht, hat man zur Konstruktion aller 
in y periodischen Integrale z von (L), welche der Bedingung 


+e 
(165) Sat = ap =—t 9, (8% y) > MY, e-ik P(roy) 
=O 





geniigen, wegen (155) und (159) von der Integralgleichung 
(166) S (3 A 4(%0) 7%) SS" + (2) 9%(2) 


+f K*(2e) p*(s)de=0 


auszugehen. Hierbei ergeben sich aus den Gleichungen (151) und (152) 
fiir K*(xs) wegen (159) die beiden Entwicklungen 


K(21) = 6 SE 0,60), SE 


n=O \u=-o@ 
oder aber 


as) Kee) = 613 S( S'S 0a) fies (=a) 


n=O m=0 \w= —@ 











Nunmehr hat man alle Lésungen y*(z) von (166) zu bestimmen 
und dann alle Integrale z* von (A*) zu konstruieren, welche gleichzeitig 
den Bedingungen (137) und (165) geniigen. 

65. Man betrachte fiir den Fall des Haupttypus einerseits die Sitze 9a 
und 10a und fiir den Fall des Nebentypus andererseits die Integralglei- 
chung (166) zusammen mit Gleichung (167). Man bemerkt dann, wenn die 
Koeffizienten von (L) durch Gleichung (154) gegeben sind, daB der Charakter 
des zu (L) gehérigen Integrationsproblems durch die Funktion #,(xz) und 
die weiteren GréBen #, ,(8,) véllig geklart ist. 

Sind namlich auBer der Funktion #,(z) nur die GréBen 
n = 0, 1, 2,..., +o E 
#,,,, (8) wee tits ah d.h. demnach die Werte der Funk- 


tionen ,,(2), in dem einzigen Punkte z=», bekannt, so laBt sich nach 
Satz 9a, Gleichung (160) untersuchen, ob das Problem vom Haupttypus 
ist. Wenn ja, so lehrt Satz 10a, Gleichung (162), ob periodische Lésungen 
existieren, die fiir z=, vorgegebenen Werte g(y) anaehmen. Ist aber 
das Problem vom Nebentypus, so fiihrt die Frage nach dem periodischen 
Integral von (L) auf die Integralgleichung (166), deren Kern K*(2xe) 
durch Gleichung (167) gegeben ist. 

Nachdem somit die wesentlichen Eigenschaften des zu (L) gehérigen 
Integrationsproblems bereits durch die Funktion #,(2) und die GréBen 
%,,,(8) festgelegt sind, liegt eine neue Fragestellung, eine Art Umkehrungs- 
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problem, nahe: Man suche die Differentialgleichung (LZ) mit den Koeffi- 
zienten (154), d.h. die Funktion #(zy), mu konstruieren, wenn #,(z) 
und die #,,(8,) gegeben sind. 

Dieses Problem soll an anderer Stelle**) — unter geeigneten Kon- 
vergenzvoraussetzungen fiir die Folgen der #, (So) — untersucht werden. 
Seine Lésung gelingt, indem man die Rekursionsformeln (158) als ein un- 
endliches System gewohnlicher Differentialgleichungen erster Ordnung zur 
Bestimmung der Funktionen #, , (2) auffaBt und dieses System unter 
Beriicksichtigung der Anfangsbedingungen fiir die 3, (2) im Punkte z = 8, 
integriert**). Von den #,,(z) = #,(x) gelangt man dann leicht, indem man 
von Gleichung (147) ausgeht, zur gesuchten Funktion #(z y). 

66. Das Umkehrungsproblem hangt aufs engste zusammen mit einer 
anderen Fragestellung, namlich eine gegebene Differentialgleichung (Z) mit 
den Koeffizienten (154) durch Differentialgleichungen vom Laplaceschen 
Typus in dem gesamten Streifen s, — 6 < x < 8,-+'6 der reellen zy- Ebene 
gleichmaSig zu approximieren. 

Man findet unmittelbar als notwendige Bedingung fiir die Approximier- 
barkeit, daB das (ZL) zugehérige Integrationsproblem vom Haupttypus sein 
mu. Schwieriger ist es nun aber, zu zeigen, daB sich auch umgekehrt 
jede Differentialgleichung (ZL) mit den Koeffizienten (154), wenn das zuge- 
hérige Integrationsproblem vom Haupttypus ist, durch Differentialgleichungen 
vom Laplaceschen Typus mit Koeffizienten der Gestalt (154) gleichmaBig 
approximieren la8t. Man beweist diese Tatsache, indem man zur Kon- 
struktion der approximierenden Differentialgleichung vom Laplaceschen 
Typus von dem oben formulierten Umkehrungsproblem ausgeht und den 
Satz lla heranzieht. Auch dieses Approximationstheorem soll an anderer 
Stelle **) ausfiihrlich dargestellt werden. 


%) Siehe FuBnote *). 
*) Vgl. die vom Verf. gestellte Aufgabe 83, im Jahresber. d. D. M.-V. 39 (1930), 
S. 85—86. Siehe insbesondere die Gleichungen (**) 8. 86. 


(Eingegangen am 1. 2. 1931.) 





































Ober Flichenverbiegung in Analogie zur Verknickung 
offener Facettenflache. 


Von 
R. Sauer in Minchen und H. Graf in Aachen. 


Zusammenfassung. 


Die Arbeit handelt von einfach zusammenhingenden offenen Polyedern 
( Facettenflachen), und zwar von Dreiecksflachen und Vierecksflachen. Bei den 
Dreiecksflachen stoBen je 6 Dreiecksfacetten, bei den Vierecksflachen je 4 Vier- 
ecksfacetten in jeder nicht am Rand liegenden Ecke zusammen (Figur 1a, 1b). 
Untersucht wird die Verknickung der Facettenflache, d.h. eine Deformation, 
bei der alle einzelnen Facetten nach Gestalt und Gré8e erhalten bleiben, w&h- 
rend die Keilwinkel der Facettenebenen gegeneinander geindert werden kénnen. 
Das Ziel der Arbeit ist die Gegeniiberstellung analoger Tatsachen bei der Ver- 
knickung von Facettenflachen und bei der Verbiegung von reguliren Flichen. 
Dabei werden folgende speziellen Facettenflache und Flachenklassen betrachtet: 

1. S-Flache (Schrauben- und Spiral-Dreiecksflache, vgl. § 6) in Analogie 
zu den Schrauben- und Spiralflachen; 

2. T-Flache (profilaffine und profilkongruente Trapezflache, vgl. § 12) in 
Analogie zu den profilaffinen und profilkongruenten Flachen (Drehflichen, Ge- 
simsflichen, besondere Riickungsflichen, Peterson-Lagallysche Flachen ); 

3. V-Flache (scheitelwinkelgleiche Vierecksflache, vgl. § 21) in Analogie zu 
den Flichen mit konjugiertem geoditischen Vierecksnetz (Peterson-VoBsche 
Flachen ). 

Im einzelnen sind die analogen Beziehungen in § 10 (8.510), §19 (S. 525, 
526) und § 25 (S. 533, 534) links fiir die Facettenflache, rechts fiir die ent- 





sprechenden Flachen in Form einer Tabelle agestellt. 
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Facettenflache. 
§ 1. 


Definitionen fir Facettenflache. 


Den Gegenstand der Untersuchung bilden offene, einfach zusammen- 
hingende Polyeder, welche aus geradlinig begrenzten ebenen Facetten (Drei- 
ecken bzw. ebenen nicht iiberschlagenen Vierecken) aufgebaut sind und 
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Facettenflache (Dreiecks- bzw. Vierecksflache) heiBen sollen. Fiir die An- 
ordnung der Dreiecks- bzw. Vierecksfacetten setzen wir voraus, daB sie 
topologisch die namliche sei wie 

a) im ebenen Dreiecksnetz gleichseitiger Dreiecke (Fig. 1a), 

b) im ebenen Quadratnetz (Fig. 1b). 



























f () 
A V\A) (6) 
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Fig. la. Fig. 1b. 


Jedes Facettenpaar, welches lings einer Seite zusammenhingt, soll nicht in 
einer Ebene gelegen sein. 

Die Facetten der Facettenflache lassen sich stets zu 2 Systemen von 
Leitstreifen anordnen (in Fig. 1: (P, P,), (P, P,)...; (By By), (B, B,)---), 
die Dreiecke der Dreiecksflache auBerdem noch zu einem System von 
Diagonalstreifen. Die begrenzenden Polygonziige der Streifen nennen wir 
Leitpolygone bzw. Diagonalpolygone des Fecettenflaches. 


§ 2. 
Verknickbarkeit der Facettenflache. 


Unter Verknickung eines Facettenflaches verstehen wir eine Deformation, 
bei welcher die einzelnen Facetten nach Gestalt und GréBe und in ihrem 
gegenseitigen Zusammenhang erhalten bleiben, wiahrend die Keilwinkel 
twischen den Facettenebenen geindert werden kénnen. 

Unter Verknickung eines Polygonzugs verstehen wir entsprechend eine 
Deformation mit Erhaltung der geradlinigen Polygonseiten. 

Die Verknickung eines Facettenflaches unterliegt a) fiir Dreiecksflache 
oder b) fiir Vierecksflache verschiedenen Gesetzen, welche sich — vorbe- 
haltlich gewisser in § 4 gegebener Einschrinkungen -— allgemein in folgende 
Satze kleiden lassen: 

a) Bei einem vorgegebenen Dreiecksflach (Fig. 1a) wird durch eine 
kontinuterliche Verknickung der beiden (stark ausgezogenen) Randpolygone 
der zugehdrige ,,Parallelogrammbereich“ des Dreiecksflaches zwangslaufig 
und kontinuserlich mitverknickt. 


Mathematische Annalen, 105. 33 
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b) Bet einem nur aus 2 benachbarten Leitstreifen bestehenden Vier- 
ecksflach wird durch die kontinuierliche Verknickung von irgend zwei 
aufeinanderfolgenden Seiten eines Leitpolygons (z. B. des in Fig. 1b stark 
ausgezogenen Zweizugs) das ganze Streifenpaar zwangsldufig und konti- 
nuierlich mitverknickt. Bei einem aus mehr als 2 Leitstreifen eines jeden 
Lettsystems bestehenden Vierecksflach ist im allgemeinen keine Verknickung 
méoglich. Liegt aber speziell ein verknickbares Vierecksflach vor (Beispiele 
lernen wir spdter kennen), so wird — ebenso wie beim Streifenpaar — 
durch kontinuierliche Verknickung irgendeines Leit-Zweizuges (z. B. des 
stark ausgezogenen) das ganze Vierecksflach zwangslaufig und kontinuier- 
lich mitverknickt. 

Der Beweis der Satze a) und b) la8t sich auf folgenden Hilfssatz 
iiber die Verknickung eines von 2 Winkeln a, f gebildeten ,,offenen Drei- 
kants“ S(a, b,c) zuriickfiihren (Fig. 2): 

Nach Festlegung der beiden auBeren Kanten (a), (6) 
kann, wenn 3~(a,b)< «+ vorausgesetzt wird’), die 
mittlere Kante (c) als Schnitt von 2 Drehkegeln (gemein- 
same Spitze S; Drehachsen (a) und (5); Offnungswinkel 28 
und 2«) konstruiert werden. Dabei hat man 2 Lésungen, 
von denen aber eine ausgezeichnet werden kann, wenn 

Fig. 2. man —- ausgehend von einer Anfangslage — eine kon- 
tinuierliche Verknickung des offenen Dreikants betrachtet. 

Sind nun die in den Figuren 1a und 1b stark ausgezogenen Polygon- 
ziige verknickt und starr vorgegeben, so lassen sich daraus (immer 
x (a,b)< a+ 8 vorausgesetzt) die strichpunktierten Kanten als mittlere 
Kanten offener Dreikante nach dem vorangestellten Hilfssatz konstruieren. 
Jede dieser strichpunktierten Kanten bestimmt ein anliegendes Facettenpaar. 
Eine Wiederholung der Konstruktion unter Verwendung der neuen starren 
Facettenrander liefert weitere Facetten. Im Falle a) lassen sich diese 
Facetten lings der beiden Randpolygone zu zwei Leitstreifen zusammen- 
fiigen; die neuen Streifenrinder sind wieder starre Randpolygone fiir die 
angrenzenden Leitstreifen usf. bis zum vollstandigen Aufbau des Dreiecks- 
flaches. Im Falle b) lassen sich die Facetten nur zu Streifenpaaren zu- 
sammenfiigen, und zwar kann aus diesen Streifenpaaren im allgemeinen kein 
Vierecksflach aufgebaut werden; denn bei der Verknickung eines vom Vierecks- 
flach losgelésten Streifenpaares, z. B. (P, P,), (P, P,) der Fig. 1b, durchlauft 
das mittlere Leitpolygon eine Folge von Knickformen, die im allgemeinen 
verschieden ist von der Folge der Knickformen, welche das gleiche Polygon 
bei der Verknickung des abgesonderten Streifenpaares (P, P,), (P, P,) annimmt. 





*) Diese Forderung steht im Einklang mit der Annahme, da8 zwei benachbarte 
Facetten mit einer gemeinsamen Seite nicht in gleicher Ebene liegen (vgl. § 1, S. 501). 
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Anmerkung. Die Verknickung eines Facettenflachs hingt nicht nur von der 
Art der einzelnen Facetten, sondern auch wesentlich von der Anordnung der Facetten 
ab. So gilt fiir Dreiecksflache, deren Facettendreiecke wie 






im ebenen Dreiecksnetz gleichschenklig-rechtwinkliger Drei- TA 
ecke angeordnet ist (Fig. 3), folgender Satz: Durch eine lA) A OF <\ 
kontinuierliche Verknickung des einen mittleren (stark aus- SOAS 


gezogenen) Diagonalpolygons wird der zugehérige ,,Quadrat- 
bereich* des Dreieckflaches zwangsliufig und kontinuierlich 
mitbestimmt. 


We 
As 

§ 3. Fig. 3. 
Parallele Vierecksflache. 


Aus einem vorgegebenen speziellen verknickbaren Vierecksflach kénnen 
unendlich viele ebenfalls verknickbare ,parallele Vierecksflache“ hergeleitet 
werden, welche eine kontinuierliche Gruppe bilden. Sie stimmen mit dem 
Ausgangsvierecksflach in allen Viereckswinkeln und Keilwinkeln der Facetten, 
im allgemeinen aber nicht in den Kantenlangen iiberein und sind kontinuierlich 
verknickbar, weil die Verknickung eines Vierecksflaches sich aus der Ver- 
knickung der einzelnen Facettenvierkante zusammensetzt und diese nach 
dem Hilfssatze 8.502 nur von den Winkeln abhingt. 

Die parallelen Vierecksflache kénnen, worauf ihr Name hindeuten soll, 
zu dem Ausgangsvierecksflach mit allen Ebenen und Seitenkanten parallel 
gestellt werden und lassen sich durch folgende Konstruktion (Fig. 4) erzeugen: 


7; fh 


Fig. 4. 


Zu den Randpolygonen (r,), (r,) des Ausgangsvierecksflachs zeichnet 
man zwei parallele Polygone (7), (¥,) mit beliebiger Abanderung der Polygon- 
seiten. Durch fortgesetztes Ziehen paralleler Geraden zu den jeweils ent- 
sprechenden Vierecksseiten des Ausgangsvierecksflachs wird eindeutig ein 
paralleles Vierecksflach mit den Rindern (7,), (¥,) gewonnen. Dabei miissen 
die Polygonseiten von (7,), (7,) in passenden Grenzen gehalten werden, 
damit das neue parallele Vierecksflach keine zu Dreiecken ausartende oder 
iiberschlagene Vierecke erhilt. 
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§ 4. 
Grenzen der Verknickbarkeit der Facettenflache. 


Wenn nirgends der Facettenzusammenhang gelést werden soll, ist die 
kontinuierliche Verknickung eines vorgegebenen Facettenflachbereiches im 
allgemeinen nur innerhalb bestimmter Grenzen méglich (vgl. die auf S. 502 
gestellte Forderung 3 (a,b) < (a+ 8)). Der ,,beliebigen* Wahl der Winkel 
fiir die verknickten Ausgangspolygone, welche die Verknickung der Facetten- 
flache festlegen (bei a) 2 Randpolygone, bei b) 1 Zweizug), sind folglich 
gewisse Intervallschranken gesetzt. Neben diesen theoretischen Sperrungen, 
die durch den Facettenzusammenhang notwendig auftreten, gibt es noch 
praktische, welche bei der mechanischen Realisierung der Facettenflache 
als Modelle entstehen, nimlich wenn Teile des Facettenflaches bei dem 
Verknickungsvorgang gegenseitig zur Durchdringung kommen. Von diesen 
praktischen Sperrungen werden wir stets absehen und die Facettenflache 
als ,,durchdringungsfahig‘ betrachten. 


§ 5. 
Analogien mit reguliren Flaichen. 

Das Ziel der Untersuchung ist die Gegeniiberstellung der Verknickung 
von Facettenflachen mit analogen Tatsachen bei der Verbiegung von regu- 
laren Flichen*). Bei den allgemeinen in § 1 definierten Facettenflachen ist 
diese Analogiezur Flachenbiegung noch weitgehend gestért. So hat man z.B. 
je nach Art und Anordnung der Facetten eines Facettenflaches drei ver- 
schiedene Méglichkeiten der Verknickung: Festlegung durch 2 Randpolygone 
(Fig. 1a), durch 1 Diagonalpolygon (Fig. 3), durch einen Zweizug (Fig. 1b) *). 

Wir spezialisieren daher die allgemeinen Dreiecks- und Vierecksflache 
des § 1 und beschrinken uns bei den Dreiecksflachen auBerdem auf eine 
gewisse Untergruppe der Verknickung. 

Bei diesen spezielleren Annahmen wird dann die Verknickung der be- 
handelten Facettenflache analog zu bestimmten Biegungsgruppen gewisser 
Flachenklassen. Am Schlusse der einzelnen Abschnitte wird die Analogie 
der Verknickung und der Verbiegung durch einen GrenzprozeB von den 
betreffenden Flachen zu ,,infinitesimalen Facettenflachen“ erginzt. 


*) Auf den Zusammenhang zwischen der Verknickung eines Sechskants und der 
Erhaltung des GauSschen Kriimmungsmafes bei der Verbiegung einer Fliche hat 
8. Finsterwalder hingewiesen in der inhaltsreichen Arbeit: 8. Finsterwalder, Mechanische 
Beziehungen bei der Flachendeformation, Jahresber. der Deutschen Math.-Vereinigung 
6 (1899), 8.45—90. Vgl. ferner insbesondere: P. Stéckel, Uber Biegungen und kon- 
jugierte Systeme, Math. Annalen 49 (1896); P. Pizetti, Sui poliedri deformabili, Lincei 
Rend., Roma (5) 7 (1898); R. Sauer, Sehnendreiecksflache, Miinchener Berichte 1929. 

*) Vgl. dazu die Satze tiber Festlegung einer Biegungsflache durch Vorgabe eines starren 
Kurvenbogens, z. B. G. Darboux, Théorie générale des surfaces 8 (1894), S. 280. 
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Schrauben- und Spiraldreiecksflache (S-Flache). 


§ 6. 
Definitionen fiir S-Flache. 

1, Erzeugungsweise. 

A. Schraubenflache. (Vgl. Fig. 5.) Vorgegeben wird 1. eine Achse (a), 
2. ein mit (a) starr verbunden gedachter, offener Polygonzug (p,), 3. der 
Drehwinkel w und die Hebungsstrecke d, welche bei einer Schraubung 
um die Achse (a) der Drehung w entspricht; die Ganghéhe der Schrau- 
bung ist also h=22d/w. Der Polygonzug (p,) wird nun der Reihe 
nach der gleichen Schraubung (w, d) unter- (a) 
worfen und liefert eine diskrete Folge 
kongruenter Polygonziige (p;), welche 
wit Profilpolygone heiBen. Die Verbin- 
dungsstrecken entsprechender Ecken der 
Profilpolygone ergeben eine weitere dis- 
krete Folge von Polygonziigen (b,), welche 
Bahnpolygone heiBen sollen und lauter 
gleichwinklige und gleichseitige Sehnen- 
polygone von Schraubenlinien mit der 
gemeinsamen Ganghdhe fA darstellen 
(Schraubenpolygone). Die Profilpoly- 
gone (p;) und die Bahnpolygone (b,) 
zusammen bilden ein ,,Geriist“ von Vier- 
ecken, die im allgemeinen windschief sind. 
Wenn man alle diese Vierecke systema- 
tisch durch je eine Diagonale in zwei 
Dreiecke zerlegt, etwa wie in Fig. 5 (ein 
Dreieckspaar ist geschwirzt), so entsteht 
ein Dreiecksflach, das wir als Schrauben- ; 
dreiecksflach bezeichnen. es. 

Die Schraubendreiecksflache spezialisieren sich fiir reine Drehung (d = 0) 
zu Drehdreiecksflachen. Die Bahnpolygone sind hier gleichwinklige und 
gleichseitige Sehnenpolygone von Kreisen ( Kreispolygone). 

B. Spiralflache. Vorgegeben wird 1. eine Achse (a) und ein auf 
(a) liegender Pol O, 2. ein mit (a) starr verbunden gedachter Polygon- 
zug (p,), 3. der Drehwinkel wm und der AhnlichkeitsmaBSstab 9, in dem der 
Radiusvektor OP eines Punktes P von (p,) sich andert, wenn OP eine 
Drehung w um die Achse (a) erfahrt. Die unter A. angegebene Erzeugungs- 
weise wird nunmehr insofern abgeindert, als itberall die Schraubung (a, d) 
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durch die Drehstreckung (w,0) (= Drehung um den Winkel w + Ahnlich- 
keitsdeformation im MaSstab 9) ersetzt wird. Die diskret aufeinander- 
folgenden Profilpolygone, die unter A. kongruent waren, sind jetzt zueinander 
ahnlich und zwar ist der AhnlichkeitsmaSstab zweier aufeinanderfolgender 
Profilpolygone konstant (=). Die Bahnpolygone (b,) sind gleichwinklige, 
aber nicht gleichseitige Sehnenpolygone von Kegelspiralen (Spiralpolygone), 
d. h. von Raumkurven, welche auf Drehkegeln mit der Spitze O und der 
Achse (a) liegen und sich parallel zu (a) in eine Lotebene zu (a) als kon- 
gruente logarithmische Spiralen projizieren. Die Dreiecksflache, welche auf 
diese Weise erzeugt werden, heiBen wir Spiraldreiecksflache. Sie speziali- 
sieren sich fiir reine Drehung (d =0) zu Drehdreiecksflachen oder gehen 
fiir Schraubung (Pol O = uneigentlicher Punkt von (a)) in Schraubendrei- 
ecksflache iiber. 


Zur Abkiirzung fassen wir im folgenden die Schraubendreiecksflache 
( Drehdreiecksflache) und die Spiraldreiecksflache unter dem Sammelnamen 
S-Flache zusammen. 


2. Profil- und Bahnstreifen. Bei den zwei Leitstreifensystemen 
eines S-Flaches (vgl. Fig. 5) unterscheiden wir die Profilstreifen = Leit- 
streifen zwischen den Profilpolygonen (p;) und die Bahbnstreifen = Leit- 
streifen zwischen den Bahnpolygonen (b;). Die Profilstreifen sind A. bei 
Schraubendreiecksflachen kongruent, B. bei Spiraldreiecksflachen ahnlich 
zueinander. 


§ 7. 
Ebene Abwicklung der S-Flache. 


Ein vorgegebenes S-Flach werde lings der Profil- oder lings der Bahn- 
polygone zerschnitten. Die einzelnen Profil- bzw. Bahnstreifen kénnen dann 
in die Ebene abgewickelt werden. In Fig.6 sind die in die Ebene aus- 
gebreiteten Profil- und Bahnstreifen A. eines Schraubendreiecksflaches und 
B. eines Spiraldreiecksflaches dargestellt. Dabei wurden die Dreieckspaare 
der Profilstreifen speziell so gewahlt, daB im Beispiel A. jedes Dreieck, im 
Beispiel B. jedes zweite Dreieck gleichschenklig ist. 

1. Profilstreifen. Der 1. Profilstreifen ist aus beliebigen Dreiecken auf- 
gebaut mit der Einschrankung, daB die Seiten des links und des rechts 
begrenzenden Profilpolygons bei A. paarweise gleich, bei B. im MaBstab o 
paarweise ahnlich sind. Alle iibrigen Profilstreifen sind zum ersten bei A. 
kongruent, bei B. im MaBstab 0 ahnlich. 


2. Bahnstreifen. In jedem einzelnen Bahnstreifen sind die beiden ersten 
Dreiecke beliebig. Sie wiederholen sich lings des betreffenden Streifens bei 
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A. kongruent, bei B. im MaBstab @ ahnlich. Deshalb sind die beiden einen 
Bahnstreifen begrenzenden Bahnpolygone bei A. gleichwinklige und gleich- 








( Profilstreifen ) A. Schraubenflach. ( Bahnstreifen ) 
( Profilstreifen ) B. Spiralflach. (Bahnstreifen ) 
Fig. 6. 


seitige Sehnenpolygone konzentrischer Kreise, bei B. gleichwinklige Sehnen- 
polygone kongruenter, um den gemeinsamen Pol gegeneinander gedrehter 
logarithmischer Spiralen. 


§ 8. 
Verknickbarkeit der S-Fiache. 


1. Die Knickungsflache eines S-Flaches sind im allgemeinen keine 
S-Flache; jedoch gibt es unter der Gruppe der Knickungsflache eines ge- 
gebenen S-Flaches eine kontinuierliche Untergruppe von co* Knickungs- 
flachen, die wieder S-Flache sind. Zur Festlegung eines der c0* Knickungs- 
S-Flache kann ein Bahnpolygon des gegebenen S-Flaches benutzt werden, 
dessen Knickungsform als Schrauben- bew. Spiralpolygon innerhalb ge- 
wisser Grenzen noch willkiirlich wahlbar ist. 
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2. Speziell in der Gruppe der co* Knickungs-Schraubenflache eines 
gegebenen Dreh- oder Schraubendreiecksflaches ist eine Untergruppe von 
co* Knickungs-Drehjlachen enthalien. Zur Festlegung eines der c0* Knickungs- 
Drehflache kann ein Bahnpolygon des gegebenen Dreiecksflaches benutzt 
werden, dessen Knickungsform als Kreispolygon innerhalb gewisser Grenzen 
noch willkiirlich wahlbar ist. 

Beweis. Zul. Jeder Bahnstreifen eines S-Filaches enthilt als Keil- 
winkel aufeinanderfolgender Dreiecksebenen zwei Winkel 4, 1, die sich lings 
des Streifens fortgesetzt konstant wiederholen (vgl. Fig. 5). Durch eine 
beliebige Wahl der beiden Keilwinkel 4, « ist folglich eine Knickungsform 
des Bahnstreifens festgelegt unter Erhaltung seiner Eigenschaft, Bahn- 
streifen eines S-Flaches zu sein. Bezeichnet man die Ebenen je zwei auf- 
einanderfolgender Seiten irgendeines Polygons als ,Schmiegebenen“ (vgl. 
spiter § 21) und setzt o= Winkel aufeinanderfolgender Polygonseiten, 
t= Winkel aufeinanderfolgender Schmiegebenen, so gilt insbesondere fiir 
die Bahnpolygone eines S-Flaches: Durch eine beliebige Wahl der beiden 
Winkel o, rt, die sich lings des Polygons fortgesetzt konstant wiederholen, 
ist eine Knickungsform des Bahnpolygons festgelegt unter Erhaltung seiner 
Eigenschaft, Bahnpolygon eines S-Flaches zu sein. 

Die Mannigfaltigkeit der Knickungsformen fiir Bahnstreifen und Bahn- 
polygone, die zu S-Flachen gehéren, ist somit beidemal zweiparametrig 
(4, « bzw. 0,1). Da die Bahnpolygone stets Randpolygone der Bahnstreifen 
sind, ergeben sich die Winkel o,+ als Funktionen von 4 und mw und um- 
gekehrt (die zugehérige trigonometrische Rechnung, die lediglich die gegen- 
seitigen Beziehungen zwischen den Seiten- und Keilwinkeln der (offenen) 
Vierkante an den Randecken des Bahnstreifens benutzt, ist hier unter- 
driickt). Daraus folgt aber die Méglichkeit, die Knickungsform (1, «) eines 
Bahnstreifens festzulegen durch beliebige Vorgabe der Knickungsform (o, 1) 
eines seiner Randpolygone als Bahnpolygon eines S-Flaches; der _,,beliebi- 
gen“ Wahl der zwei Parameter o, + sind jedoch gewisse Intervallschranken 
gesetzt. Das andere Randpolygon des so bestimmten Bahnstreifens ist 
abermals ein Bahnpolygon des namlichen S-Flaches und legt aus gleichen 
Griinden und unter analogen Einschrinkungen den daran angrenzenden 
nachsten Bahnstreifen fest; u.s.f. Damit ist der vorangestellte 1. Satz be- 
wiesen. 

Zu 2. Durch die Festsetzung t= 0, d. h. ein Bahnpolygon soll eben 
werden, greift man aus den co? Knickungs-Schraubenflachen eines gegebenen 
Dreh- oder Schraubenflaches die Untergruppe der oo* Knickungs-Drehflache 
heraus (Parameter o). Im iibrigen ist der Beweis des 2. Satzes schon in 
dem allgemeineren Beweis zu 1. mit eingeschlossen. 
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§ 9. 
Grenzen der Verknickbarkeit der S-Flache. 


Aus der Gruppe der oo* Knickungs-S-Flache eines gegebenen S-Flaches 
werde eine kontinuierliche Untergruppe von co* Knickungs-S-Flachen 
herausgegrifien, z. B. dadurch, da8 man fiir ein bestimmtes Bahnpolygon 
den Winkel « festhalt (vgl. Seite 508). Man kann dann den Winkel o 
(= Winkel aufeinanderfolgender Seiten des Bahnpolygons, als Nebenwinkel 
gemessen) als Parameter innerhalb der Untergruppe wiahlen. Je nachdem o 
verkleinert oder vergréBert wird, sprechen wir von ,,Ausrollung“ oder ,, Hin- 
rollung“. Die Ausrollung kann nur bis an eine gewisse Grenze getrieben 
werden, an der bei noch weiterer Ausrollung mindestens ein Bahn- 
streifen zerreiBen wiirde. 

Als Beispiel betrachten wir die kontinuierliche Untergruppe 
der co? Knickungs-Drehflache des Schrauben-Dreiecksflaches, dessen 
Abwicklung in Fig. 6A gezeichnet ist. Die Grenze der Ausrollung 
wird hier erreicht, wenn ein Bahnstreifen in eine zur Drehachse (a) 
senkrechte Ebene ausgebreitet wird. Als Grenze der Einrollung 
kann man den Fall betrachten, in dem simtliche Seiten eines jeden 
Bahnpolygons in je eine einzige zusammenfallen. Jeder Bahn- 
streifen schlieBt sich dann zu einem mehrfach iiberdeckten Tetra- 
eder zusammen (Fig. 7). Alle zu einzelnen Strecken degenerierten 
Bahnpolygone haben die Drehachse (a) als gemeinsames Mittellot. _Fig. 7. 


(a) 


§ 10. 
Schrauben- und Spiralflichen. 


1. Definition. Wir ersetzen in der Definition des § 6 das Profil- 
polygon (p,) durch eine beliebige Raumkurve, die in jedem Punkt eine 
bestimmte Tangente und Kriimmung besitzt, ferner die diskreten durch 
das Winkelintervall w bestimmten Schraubungen oder Drehstreckungen 
durch eine kontinuierliche Schraubung oder Drehstreckung. Dadurch kommen 
wir zur Definition analoger Flachen, namlich der Schraubenflachen ‘) (speziell: 
Drehflachen) und der logarithmischen Spiralflachen‘). 

2. Gegeniiberstellung analoger Eigenschaften der S-Flache 
und der Schrauben- und Spiralflichen. 


Die Profilpolygone sind kongruente Die Profilkurven sind kongruente 
bzw. ahnliche Raumpolygone. bzw. ahnliche Raumkurven. 


*) K. Peterson, Uber Kurven und Flachen, Leipzig und Moskau 1868; G. Darboux, 
Legons sur la théorie générale des surfaces 1 (1887), S.89—92 und 8.108—110. 
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Die Bahnpolygone sind Schrauben-, 
Kreis- bzw. Spiralpolygone. 

Zu einem vorgegebenen S- Flach gibt 
es eine kontinuierliche Gruppe von co* 
Knickings-S-Flachen; ein Schrauben- 
bzw. Spiralpolygon ist als Bahnpolygon 
in den Winkeln ,beliebig* wahlbar. 


In der Gruppe der co* Knickungs- 
Schraubenflache ist eine Untergruppe von 
oo' Knickungs-Drehflachen enthalten; ein 
Kreispolygon ist als Bahnpolygon in den 
Winkeln ,beliebig* wahlbar. 

Grenzen der Einrollung und Aus- 
rollung bei der Verknickung der S-Flache; 
insbesondere gilt fir Drehflache: An der 
Ausrollungsgrenze klappt mindestens ein 
Bahnstreifen in eine Bahnebene, d. h. das 
Drehfiach ,berithrt“ lings dieses Bahn- 
streifens die zur Drehachse senkrechte 
Bahnebene. An der Einrollungsgrenze artet 
insbesondere ein Drehflach mit lauter 
gleichschenkligen Dreiecken (vgl. Fig. 6) 
zu einer lings der Drehachse angereihten 
mehrfach tiberdeckten Tetraederkette aus 
( Fig. 7). 


R. Sauer und H. Graf. 





Die 


Bahnkurven sind Schrauben- 
linien, Kreise bzw. Kegelspiralen. 


Zu einer vorgegebenen Schrauben- 
oder Spiralfliche gibt es eine kontinuier- 
liche Gruppe von oo? ebensolchen Biegungs- 
flichen; eine Schraubenlinie bzw. eine 
Kegelspirale ist als Bahnkurve ,,beliebig“ 
wahlbar. 

In der Gruppe der co* Biegungs- 
Schraubenflichen ist eine Untergruppe von 
oo* Biegungs-Drehflichen enthalten; ein 
Kreis ist als Bahnkurve , beliebig“ wahlbar. 


Grenzen der Einrollung und Aus- 
rollung bei der Verbiegung von Schrauben- 
und Spiralflichen; insbesondere gilt fir 
Drehflachen: An der Ausrollungsgrenze 
beriihrt die Drehfliche lings mindestens 
eines Bahnkreises die zur Drehachse senk- 
rechte Bahnebene als Tangentenebene. An 
der Einrollungsgrenze artet die Drehfliche 
zu der unendlich oft tiberdeckten Dreh- 
achse aus. 


§ 11. 


Grenziibergang von Schrauben- und Spiralflichen 
zu ,,infinitesimalen S-Flachen“. 


1. Grenziibergang von einer beliebigen Flache zu ,infinitesi- 





malen Sehnendreiecksflachen*. Eine beliebige regulire Flache sei vor- 
gegeben durch drei im Bereich O0< u<1,0<v<1 analytische Funk- 
tionen z(u,v), y(u,v), z(u,v). Durch w=, v= (&,» = recht- 
winkelige Koordinaten in der Ebene) soll die Fliche auf ein ebenes 
Quadrat (0< §<1,0< <1) topologisch abgebildet werden kénnen. Die 


Linien u=s,v— upton” (¢, &=0,1,...,0; m=—1, 2,...,20—1; 


@ = ganze positive Zahl) bilden dann auf der Flaiche ein krummliniges Drei- 
ecksnetz, dem in der £,-Ebene ein ebenes Netz gleichschenklig recht- 
winkeliger Dreiecke entspricht. Ersetzt man die krummlinigen Seiten der 
Dreiecksmaschen auf der Fliche durch ihre geradlinigen Sehnen, so entateht 
ein Sehnendreiecksflach, dessen Eckpunkte alle auf der vorgegebenen Flache 
liegen. Wir setzen dabei noch voraus, daB keines der von den Sehnen ge- 
bildeten Dreiecke in Strecken oder Punkte ausartet. Die Bezeichnung der 
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Dreiecksseiten “ae: = b,, ~~ Oy: der Dreieckswinkel > Bos %o3 Gor Bos Vp 
und der als Nebenwinkel in den Normal- 
schnitten zu den Kanten des Dreiecksflachs 
gemessenen Keilwinkel ~ Hes ~ de, = Me ist 
in der Fig. 8 erklart. Der Index o soll an 
die Abhangigkeit von der Zahl 9 erinnern. 


Zur Abkiirzung setsen wir @ — = — 9 


e@ 

6,—8,= ~ te: %—-%™ ~ We: Alle einge- 
fiihrten Winkel sind Funktionen von 9, u, v. 
Fiir 9+ co konvergiert das Sehnendreiecks- 
flach gegen die gegebene Fliche, und die ein- 
gefiihrten Seiten- und WinkelgréBen streben 
Grenzwerten zu, welche sich in folgender 
Weise durch die ersten und zweiten Fun- 
damentalgréBen ZH, F,G und L, M,N der 
Flache ausdriicken®): 


a,, b,, ¢, +a, b, ¢ 
G> B,, ve os B, Y 


Po> Xo» Vo > Ps X,Y =algebr. Funktionen von Z, F,G und ihren 
ersten partiellen Ableitungen nach w, v; 





\— algebraische Funktionen von E£, F, G; 


%» 44, Mp —> *, A, we = (algebr. Funktionen von Z, F, G) x (N—M) 
bzw. >< (IL — M) bzw. x M. 


2. Grenziibergang von einer Schrauben- und Spiralflache zu 
einem ,infinitesimalen S-Flach*. An Stelle der in Nr. 1 beliebigen 
Flache wird jetzt speziell entweder A. eine Schraubenflache oder B. eine 
Spiralflache zugrunde gelegt. Als Kurven u = konst. wahlen wir die Profil- 
kurven, welche bei A. kongruent sind und durch Schraubung, bei B. 
abnlich sind und durch Drehstreckung auseinander hervorgehen. Dabei 
soll « so normiert sein, daB gleichen Intervallen von u stets gleiche Dreh- 
winkel entsprechen. Als Kurven v = konst. waihlen wir die Bahnkurven, 
also bei A. die Kreise der Drehflache, bei B. die Kegelspiralen der Spiral- 
fliche. Unter den gemachten Voraussetzungen gilt also: 

Die zum normierten Profil-Bahnkurvennetz gehdrigen Sehnendreiecks- 
flache sind S-Flache, insbesondere sind die infinitesimalen Sehnendretecks- 
flache ,,infinitesimale 8S - Flache“. 


°) R. Sauer, Herleitung differentialgeometrischer Flacheneigenschaften aus Sehnen- 
dreiecksflachen (Miinchener Ber. 1929). 
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8. Grenziibergang von Biegungs-Schraubenflachen und Bie- 
gungs-Spiralflachen zu ,infinitesimalen Knickungs-S-Flachen‘. 
Nunmehr betrachten wir zwei aufeinander verbiegbare Schrauben- oder 
Spiralflichen (S) und (S*) mit sich entsprechendem Vierecksnetz u, v 
und konstruieren zu der gleichen Zahl o fiir beide Flachen nach Nr. 2 die 
einbeschriebenen S-Flache. Diese sind i. a. nicht Knickungsflache, aber fiir 
@— co ergeben sich folgende Beziehungen: 


ae 


Verhiltnis entsprechender Dreiecksseiten <x + ebenso fiir b., C3 


Differenz entsprechender Dreieckswinkel { 


* 

nit walt eS 
“e bi \ ebenso fir {** Ve 
Go —G,— 0s °? o> 


dagegen 
* 
Verhiltnis entsprechender Keilwinkel “*-—- i. a. endliche Zahlen +1, 
: ebenso fiir 4,, u,. 
Wir sagen dafiir kurz: 
Die zum gleichen normierten Profil-Bahnkurvennetz gehorigen Sehnen- 
S- Flache von Biegungs-Schraubenflachen und Biegungs-Spiralflachen kon- 
vergieren fiir o—»+ co gegen ,infinitesimale Knickungs-S- Flache*. 


Profilaffine und profilkongruente Trapezflache (7-Flache). 
§ 12. 
Definitionen fiir 7-Flache. 


1. Erzeugungsweise. Die Vierecksflache sind im allgemeinen starr 
(vgl. § 2). Wir definieren hier eine besondere Klasse von Vierecksflachen 
und werden spiter zeigen, daB diese speziellen Vierecksflache kontinuierlich 
verknickt werden kénnen. 


Zur Definition werden vorgegeben: 1. ein ebenes Polygon (p,) in der 
Ebene (2z,); 2. ein ebenes Polygon (b,) in der Ebene (f,), wobei (p,) 
und (5,) eine Ecke gemeinsam haben und (2,) senkrecht auf (f,) steht; 
3. die zu (f,) senkrechten Ebenen (z,), (z,),... durch die Ecken 
von (6,); sie ,umbiillen“ im allgemeinen ein offenes Prisma senkrecht auf 
(B,) (Lettprisma). Zum Aufbau des 7-Flaches wird das vorgegebene 
Polygon (p,) parallel zu der ersten Polygonseite von (b,) in die nichste 
Profilebene (z,) projiziert, ebenso dann diese Projektion (p,) parallel zur 
zweiten Polygonseite von (b,) in die Ebene (z,) usw. 


Die Polygone (p,), (p,),.-. heiBen Profilpolygone; sie sind eben und 
untereinander affin (oder speziell kongruent), ihre Ebenen stehen senkrecht 





. 
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auf (8,) und hei8en Profilebenen. Durch Verbinden entsprechender Ecken 
aufeinanderfolgender Profilpolygone werden die Polygone (5,, b,),... erzeugt; 
sie heiBen Bahnpolygone und sind gleichfalls eben. Entsprechende Seiten 
sind untereinander parallel. Die Ebenen der Bahnpolygone sind parallel 
zu (f,) und heiBen Bahnebenen. Die Profil- und Bahnpolygone zusammen 
bilden das ,,Geriist“ eines aus lauter Trapezen bestehenden Vierecksflaches. 
Fig. 9 ist der SchragriB eines Trapezflaches mit neun Facetten, welches 
affine Profilpolygone besitzt (profilaffines Trapezflach ). 


Tx: 


(%y)| (Xz) 


(by) 




















dat 





Fig. 9. 


Alle Trapezflache, die mit Hilfe der angefiihrten Erzeugungsweise kon- 
struiert sind, heiBen wir 7-Flache; unter diesem Sammelnamen sind sonach 
auch alle Trapezflache mit einbezogen, welche sich durch Spezialisierung 
der Erzeugungsweise ergeben und welche in § 13 besonders aufgezihit und 
klassifiziert werden. 

2. Profilstreifen und Bahnstreifen. Bei den zwei Leitstreifen- 
systemen (vgl. 8. 501) unterscheiden wir ebenso wie in § 6 die Profil- 
streifen = Streifen zwischen zwei Profilpolygonen, und die Bahnstreifen = Streifen 
zwischen zwei Bahnpolygonen. Die Profilstreifen sind stets ,prismatisch“, 
d. h. durch Verlingerung der parallelen Trapezseiten, lings deren die 
Trapeze zusammenhingen, entsteht ein Prisma. Die Bahnstreifen sind 
i. a. ,torsisch“, d.h. durch Verlingerung der Trapezschenkel, lings deren 
die Trapeze zusammenhingen, entsteht i. a. eine aus ebenen Zwickeln 
bestehende ,,Polygontorse“. Jedoch kénnen die Bahnstreifen auch ,pyra- 
midisch“ bzw. prismatisch sein, niémlich dann, wenn die verlingerten 
Trapezschenkel alle durch einen eigentlichen bzw. uneigentlichen Punkt 
gehen. 
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§ 13. 
Klassifikation der 7'-Flache. 


Die Affinitaét der Profilpolygone kann sich zur Kongruenz spezialisieren, 
ferner kann das von den Profilebenen gebildete Leitprisma in eine eigent- 
liche oder uneigentliche Gerade (Achse) ausarten. Dementsprechend ergibt 
sich eine Klassifikation der 7'-Flache. Die in Fig. 10 im LotriB dargestellten 
fiinf 7-Flache gehéren je einem Typus dieser Klassifikation an; als Rib- 
ebene ist eine Bahnebene gewahit, d.h. alle Profilpolygone erscheinen als 
Gerade, alle Bahnpolygone in wahrer Gestalt. 


Profilaffine Trapezflache I,) mit Leitprisma (allgemeiner Fall); 
(ungleichschenklige Trapeze) I,) mit eigentlicher Geraden als Achse. 


II) mit wuneigentlicher Geraden als 
Profilkongruente Trapezflache Achse, also ein Sonderfall von I, 
(bei II: Parallelogramme, (,,Riickungsflache*) ; 
bei III: gleichschenklige } III,) mit Leitprisma (,,Gesimsflache‘) ; 
Trapeze ) III,) mit eigentlicher Geraden als Achse 
(,,Drehflache* ). 
































Fig. 10. 


Die einzelnen Profilpolygone gehen auseinander hervor 
bei I, durch Drehung um die Kanten des Leitprismas und gleichzeitige 
affine Verzerrung senkrecht zu den Kanten des Leitprismas; 
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bei I, durch Drehung um die Achse und gleichzeitige affine Ver- 
zerrung senkrecht zur Achse; 
bei II durch Parallelverschiebung (Riickungsflach) ; 
bei III, durch Drehung um die Kanten des Leitprismas (Gesimsflach) ; 
bei III, durch Drehung um die Achse (Drehflach). 
Die einzelnen Bahnpolygone sind 


bei I, und III, parallel, jedoch im allgemeinen nicht ahnlich zueinander; 
bei 1, und III, parallel und ahnlich zueinander (bei III, Kreispolygone); 
bei II parallel und kongruent zueinander (parallel verschoben). 
Die Proftlstreijen sind in allen Fallen prismatisch. 
Die Bahnstreifen sind bei I, und III, torsisch, bei I, und III, pyra- 
midisch, bei II prismatisch. 
Die Riickungsflache II kénnen ebensowohl durch Parallelverschiebung 
eines Bahnpolygons wie durch Parallelverschiebung eines Profilpolygons 
erzeugt werden; d. h. Profil- und Bahnpolygone sind in ihrer Bedeutung 


vertauschbar; sie liegen in zwei zueinander senkrechten Systemen von 
Parallelebenen. 


§ 14. 
Parallele 7 -Flache. 


Die kontinuierliche Gruppe der zu irgendeinem 7-Flach vom Typus I 
bzw. Il bzw. III parallelen Vierecksflache (vgl. § 3) sind lauter 7’-Flache 
des namlichen Typus I bzw. II bzw. III. Insbesondere lassen sich stets 
zu einem vorgegebenen 7’-Flach I, bzw. III, parallele 7-Flache vom spe- 
ziellen Typus I, bzw. III, angeben. Man kann hierbei noch alle Profil- 
polygone nach Gestalt und GréBe beibehalten und hat lediglich die Profil- 
ebenen einzeln parallel in Richtung der Seiten der Bahnpolygone so zu 
verschieben, daB alle Profilebenen sich in einer Achse schneiden. Fig. 10 
gibt z.B. die Lotrisse parallel bezogener 7-Flache vom Typus I, und I,, 
ebenso vom Typus III, und III, in eine Bahnebene. 


§ 15. 
Verknickbarkeit der 7'-Flache. 


Jedes T- Flach ist kontinuierlich verknickbar und behdlt bei der Ver- 
knickung seine Higenschaften als T- Flach bei. Die co’ Knickungsflache 
bilden eine kontinuierliche Gruppe und gehdren alle zum gleichen der fiinf 
in §13 aufgezdhlten Typen wie das Ausgangs-T’- Flach. 
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Beweis. Wir projizieren ein 7-Flach von beliebigem Typus (z. B. das 
in Fig. 9 dargestellte vom allgemeinen Typus I,) senkrecht auf eine der 
Bahnebenen, etwa auf (,), als Grundebene. Die GrundriBfigur werde mit (@) 
bezeichnet (Fig. 11). 


(G 





fre pa: 
Fig. 11. 


Nun werden wir zeigen, da8 sich die GrundriBfigur (G@) des 7'-Flachs 
einer gewissen Deformation in der Grundebene unterwerfen laBt derart, 
da8 die deformierte Figur (G*) aufgefa8t werden kann als Grundri8 eines 
neuen 7’-Flachs, welches aus dem urspriinglichen durch Verknickung (Bei- 
behaltung saimtlicher Trapezfacetten) hervorgegangen ist. 

1. Deformation der GrundriBfigur (@): Man denke sich in der 
GrundriBfigur (@) des ganzen 7-Flachs die Grundrisse der einzelnen Profil- 
streifen aus ihrem gegenseitigen Zusammenhang gelést und unterwerfe der 
Reihe nach jeden einzelnen Streifengrundri8 einer gewissen affinen Ver- 
zerrung in Richtung senkrecht zu seinen parallelen Trapezseiten. Dabei wihle 
man den MaBstab & der affinen Verzerrung etwa fiir den ersten zwischen 
(p,) und (p,) gelegenen Streifen innerhalb gewisser Grenzen (vgl. § 17) 
noch beliebig. Die VerzerrungsmaBstabe fiir die anschlieBenden iibrigen 
Streifen sind durch die Forderung festgelegt, daB die Skala der Trapez- 
ecken langs der zusammengehérigen Rander von je zwei aufeinanderfolgender 
Streifen die gleiche sein soll. Auf diese Weise wird es méglich gemacht, da8 
die einzelnen affin verzerrten Grundrisse der Profilstreifen liickenlos anein- 
andergefiigt werden kénnen und dabei eine zu (G) analoge Figur (@*) ergeben. 
Die Trapeze von (@*) stimmen mit denen von (@) zwar in der Lange der 
parallelen Seiten, nicht aber in der Lange der Schenkel iiberein. Durch Wahl 
des einen VerzerrungsmaSstabs k ist die ganze Deformation charakterisiert. 
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2. Raumliches Zusammenfiigen der alten Trapezfacetten 
senkrecht tiber der neuen deformierten Figur (@*) zu einem 
neuen ,verknickten* 7-Flach: Die neue Figur (G*) soll wieder 
T-Flach-Grundri8 werden, also die Grundrisse simtlicher Trapezkanten 
enthalten. Da man von den Trapezkanten des vorgegebenen 7-Flachs die 
wahren Lingen kennt, sind sie durch (G@*) der Lage nach bis auf Parallel- 
verschiebung senkrecht zur GrundriBebene bestimmt (und zwar eindeutig, 
wenn man noch verlangt, da etwa an den Kantengrundrissen der 
alten und neuen GrundriBfigur angebrachte Gefillspfeile, welche die Ge- 
fallsrichtung der geneigten Kanten zur Grundebene anzeigen, in beiden 
Figuren analog verlaufen sollen). Fiigt man nun die vier zu irgend einem 
GrundriBtrapez gehérigen Kanten im Raum zu einem Vierzug zusammen, 
so ist dieser stets geschlossen und begrenzt das nimliche Facettentrapez 
wie im vorgegebenen 7-Flach; denn irgend zwei entsprechende Trapeze 
von (@) und (@*) sind ja nach Konstruktion so zueinander affin, daB man 
jedes der beiden GrundriBtrapeze als GrundriB des gleichen nur anders 
gestellten Facettentrapezes auffassen kann. Beliebig beginnend mit der Be- 
stimmung einer Trapezfacette im Raum iiber (G@*) lassen sich nun alle 
weiteren daran anschlieBenden Trapezfacetten eindeutig konstruieren. Sie 
bilden ein neues 7'-Flach, welches in den Facetten mit dem urspriinglichen 
iibereinstimmt, d.h. aus diesem durch ,, Verknickung“ gewonnen werden kann. 

Die Profilpolygone bzw. Bahnpolygc e des neuen verknickten 7'- Flaches 
liegen wieder in Ebenen senkrecht bzw. parallel zur GrundriBtafel und zwar 
umhiillen die neuen Bahnebenen entsprechend wie die urspriinglichen wieder 
ein Leitprisma, eine eigentliche oder eine uneigentliche Gerade; d. h. bei 
der Verknickung bleibt sowohl die Eigenschaft des 7-Flaches profilaffin 
zu sein als auch sein Typus erhalten. Da weiterhin eine kontinuierliche 
Anderung des die Verknickung charakterisierenden VerzerrungsmaBstabes k 
eine kontinuierliche Gestaltsinderung des Verknickungsflaches bedingt, bezeich- 
nen wir das gegebene profilaffine Trapezflach als kontinuierlich verknickbar. 


§ 16. 


Knickverwandtschaft der Profil- und Bahnpolygone und Konstruktion 
von Knickungs- 7 -Flachen. 


Bei der kontinuierlichen Verknickung eines 7'-Flaches nimmt irgend- 
ein Profil- oder Bahnpolygon desselben eine Folge von Gestalten an, welche 
wir als gegenseitig knickverwandt bezeichnen wollen; die Gestaltsfolge bildet 
eine kontinuierliche Gruppe. Wir unterscheiden dabei Knickverwandtschaft 
der Profilpolygone und Knickverwandtschaft der Bahnpolygone. Die Eigen- 
schaften und die Konstruktion knickverwandter Polygone folgen aus den 
Uberlegungen des § 15 und werden jetzt naher beschrieben. 


Mathematische Annalen. 105. 34 
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1. Profilpolygone. Ein gegebenes Polygon ist als Profilpolygon 
durch seine Stellung beziiglich einer der Bahnebenen vollstandig charak- 
terisiert. Bei der Verknickung des 7-Flaches beschreibt ein vorgegebenes 
Profilpolygon dieselbe Folge knickverwandter Formen, gleichgiiltig, ob es 
Profilpolygon eines 7-Flaches vom Typus I, II oder III ist und unabhingig 
von der Gestalt des 7-Flaches innerhalb des betrefienden Typus. Lediglich 
die Grenzen der Polygonfolge sind durch die spezielle Gestalt des 7'-Flaches 
bedingt. 

Konstruktion knickverwandter Profilpolygone: Vorgegeben ist irgendein 
Profilpolygon (p) eines 7'-Flaches von beliebigem Typus (in Fig. 12 ist (p) 
das Profilpolygon (p,) des bereits auf S.513 dargestellten 7-Flaches vom 
Typus I,). Gesucht ist ein zu (p) knickverwandtes Profilpolygon (p*). 
Aus der affinen Verzerrung der einzelnen Profilstreifengrundrisse, wie sie 
in § 15 beschrieben wurde, leitet sich folgende Konstruktion fiir die Profil- 
polygone ab: 











Fig. 12. 


Man zieht durch die Ecken des gegebenen Profilpolygons (p) die 
parallelen Geraden senkrecht zu den Bahnebenen und deformiert dieses in 
der Profilebene gelegene ,,Parallelengitter“ abnlich. Eine Konstruktion der 
Ahnlichkeitsdeformation, welche nur die Benutzung des Stechzirkels erfordert, 
gibt die in der Mitte stehende Hilfsfigur. Hierauf wird in entsprechender Weise, 
wie sich das gegebene Profilpolygon (p) zwischen die alten Gittergeraden 
einfiigt, das dazu knickverwandte gesuchte Profilpolygon (p*) unter Bei- 
behaltung der alten Polygonseitenlangen in das neue Gitter eingepaBt. 
(Grenzen der Konstruktionsméglichkeit siehe in § 17.) 

2. Bahnpolygone. Ein gegebenes Polygon ist als Bahnpolygon durch 
die Stellung der Profilebenen des 7-Flaches (dessen Typus damit festliegt) 
charakterisiert. Bei der Verknickung des 7'-Flaches durchlauft ein vor- 
gegebenes Bahnpolygon dieselbe Folge bahnknickverwandter Formen, gleich- 
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gilltig, welche Gestalt die Profilpolygone des 7-Flaches besitzen. Jedoch 
sind die Grenzen fiir die Folge der Bahnpolygone auch hier wieder bedingt 
durch die Profilgestalt des T-Flaches. 

Konstruktion knickverwandter Bahnpolygone fiir T- Flache vom Typus II: 
Die Systeme der Profilpolygone und Bahnpolygone sind in einem solchen 
aus lauter Parallelogrammfacetten bestehenden Riickungsflach gleichberechtigt. 
Folglich kénnen knickverwandte Bahnpolygone mit Hilfe der unter Nr. 1 
dieses Paragraphen gegebenen Konstruktion fiir Profilpolygone ermittelt 
werden. 

Konstruktion knickverwandter Bahnpolygone fiir T-Flache der iibrigen 
Typen I und III: Vorgegeben ist irgendein Bahnpolygon (5) eines 7'-Flaches 
vom allgemeinen Typus I,.*) (In Fig. 13 ist (6) das Bahnpolygon (b,) des 
auf 8. 513 dargestellten 7'-Flaches.) Gesucht ist ein zu (b) knickverwandtes 
Bahnpolygon (b*). 





Fig. 18. 


Zunachst greifen wir auf eine bereits in § 14 gegebene Tatsache zuriick. 
Danach kann man aus 7-Flachen mit Leitprisma, d. h. vom Typus I, 
bzw. III,, stets solche mit Achse, d. h. vom Typus I, bzw. III, durch 
paralleles Beziehen gewinnen, wobei die neuen 7'-Flache Bahnpolygone mit 
anderen Seitenlangen bekommen, im iibrigen aber mit dem urspriinglichen 


*) Die im folgenden gegebene Konstruktion ist auch analog fiir die anderen 
Typen I,, II, und Il, durchfihrbar und vereinfacht sich dabei wesentlich. 
84* 
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T-Fiach seiten- und winkelgleich bleiben. Die Durchfiihrung der Kon- 
struktion erfordert nur das Ziehen paralleler Geraden und man gewinnt 
so aus dem Bahnpolygon (6) das Bahnpolygon (b), welches jetzt einem 
T-Flach mit Achse von noch beliebigem GréBenmaBstab angehért (in Fig. 13 
ist der MaBstab des 7-Flaches vom Typus I, durch AB =r, festgelegt). 

Die auf 8S. 516 beschriebene Grundriddeformation, angewendet auf 
unsere neu gewonnene Figur, erfordert ein gesondertes affines Verzerren 
der einzelnen Dreiecke, wobei z. B. das erste Dreieck mit den Seiten r, 
und r, in das Dreieck mit den Seiten r;* und r;* (in der Figur punktiert) 
und den gleichen Héhenabschnitten g, und gq, itibergeht. Nun ist 


‘v9 — G8) — (ri — G7) = 9 = (19* — gS) — (7° —Q?), 
d. h. 


#2 — ee a es 
9° — rg = ry*— rl =F; r2 =... ... = konst. 


Die letzte Beziehung gestattet aus den Entfernungen r; etwa durch Vor- 
gabe von ro die Entfernungen r;* zu konstruieren und umgekehrt; wie 
diese Konstruktion der Radien des neuen ,,Kreisgitters‘ aus denen des 
alten Kreisgitters nur mit Benutzung des Stechzirkels durchfiihrbar ist, 
deutet die Zwischenfigur an. In entsprechender Weise, wie sich das Bahn- 
polygon (b) zwischen die alten Gitterkreise einfiigt, wird hierauf das dazu 
knickverwandte Bahnpolygon (b*) unter Beibehaltung der Polygonseiten 
von (b) in das neue Kreisgitter eingepaBt. (Grenzen der Konstruktions- 
méglichkeit siehe in § 17.) Parallel zu den Seiten des Polygons (b*), aber 
mit den Seitenlingen des Polygons (6), ergibt sich schlieBlich das gesuchte 
zu (6b) knickverwandte Bahnpolygon (5*). 

3. Verkoppelung der Profil- und Bahnpolygone. Nachdem wir 
nach Nr. 1 und 2 knickverwandte Profilpolygone und Bahnpolygone zeichnen 
kénnen, bleibt zur Konstruktion der Knickungs-7'-Flache eines gegebenen 
T-Fiaches nur noch iibrig, die Gestaltsverkoppelung irgendeines Profil- und 
eines Bahnpolygons bei der Verknickung des 7-Flaches anzugeben. 

Knickungsflache vom Typus Il: Die 
parallelen Ebenen der unter sich kongruenten 
Profilpolygone stehen hier senkrecht auf: den 
*parallelen Ebenen der ebenfalls unter sich 
kongruenten Bahnpolygone. Wir wollen mit 
Lig) 8 bzw. 8, je eine Seite irgendeines Profil- 

bzw. Bahnpolygons bezeichnen, welche die 

Ecke S gemeinsam haben, mit (2) bzw. () 

deren Ebenen (vgl. Fig. 14). 

8, und s, sind die Seiten einer bei der Verknickung starr bleibenden 
Parallelogrammfacette und schlieBen den festen Winkel y ein. Die Geraden 








Fig. 14. 
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der beiden Parallelengitter in den Ebenen (x) und (f), welche bei der 
Konstruktion knickverwandter Polygone verwendet werden (vgl. 8. 518), 
stehen senkrecht auf der Schnittlinie (g) von (2) und (f); der MaBstab der 
Ahbnlichkeitsdeformation der beiden Gitter bei einer beliebigen Verknickung 


des Parallelogrammflaches ist k, = sana | bzw. k, = _ wenn 7, 


1p COS T 
und gy, die Winkel im sepetiiien ‘cal oe und 9," die > Winkel im ver- 


knickten Facettenflach sind. Da aber im rechtwinkligen Dreikant stets 
COS Pp * COS Yp = COB Py - COS Y; = cos y = konst., folgt: k,-k, = 1; wir haben 
also das Ergebnis: Nimmt ein Polygon des einen Systems bei der Ver- 
knickung eine profilknickverwandte Gestalt an, welche durch den MaBstab k 
der Ahnlichkeitsdeformation des Gitters charakterisiert ist, so ist der MaBstab 
der Ahnlichkeitsdeformation des Gitters fiir ein Polygon des anderen Systems 
gleich 1/k. 

Knickungsflache vom Typus I und III: Bei der Konstruktion des 
zum Bahnpolygon (b) knickverwandten Bahnpolygons (b*) (S. 519) war 
diese _Knickverwandtschaft ve gegeben durch das Verhiltnis ent- 


a R: * ist aber zugleich der Ma8- 


stab der Ahnlichkeitsdeformation des Parallelengitters, welches in der zu- 
gehérigen Profilebene zur Konstruktion des zum Profilpolygon (p) knick- 
verwandten Profilpolygons (p*) (8.518) verwendet wurde. Die gegenseitige 
Verkoppelung des verknickten Profil- und Bahnpolygons ist damit voll- 
stindig bestimmt. 








sprechender Kreisradien, z. B. k = “2 = 
9 


§ 17. 
Grenzen der Verknickbarkeit der 7'-Flache. 

Je nachdem bei der kontinuierlichen Verknickung eines 7'-Flaches die 
Nebenwinkel aufeinenderfolgender Bahnpolygonseiten kleiner oder gréBer wer- 
den, wollen wir von ,,Ausrollung* bzw. ,,Hinrollung* des T-Flaches sprechen. 
Die Grenzen der Verknickbarkeit, also die der Ausrollung und Einrollung, 
sind gegeben durch die Konstruktionsgrenzen fiir die knickverwandten 
Profil- und Bahnpolygone. 

1. Grenze fiir die Ausrollung eines 7-Flaches. Bei der Er- 
mittelung knickverwandter Profilpolygone (8. 518) kann das Parallelengitter 
zwar ahnlich beliebig verkleinert, aber nur so weit vergréBert werden, bis 
sich eine der Polygonseiten gerade noch zwischen die zugehérigen Gitter- 
geraden einspannen laBt. In diesem Falle sind dann sowohl diese Polygon- 
seite als auch alle Seiten des zugehérigen Bahnstreifens in einer Bahnebene 
gelegen, d. h. der ganze Bahnstreifen ist in eine Bahnebene ausgebreitet. 

2. Grenze fiir die Einrollung eines 7-Flaches. Bei der Er- 
mittlung knickverwandter Bahnpolygone (8.519) kénnen die Radien des 











Kreisgitters konstruktions- 
gema8 zwar beliebig ver- 
gréBert, aber nur so weit 
verkleinert werden, bis sich 
eine der Polygonseiten ge- 
rade noch zwischen zwei 
Kreise einspannen la8t; in 
diesem Falle sind dann so- 
wohl diese Polygonseite als 
auch alle Seiten des zugehé- 
rigen Profilstreifens in einer 
Profilebene gelegen, d. h. 
der ganze Profilstreifen ist 
in eine Profilebene ausge- 
breitet. 

In Fig. 15 ist ein Holz- 
modell eines 7-Flaches vom 
Typus I, abgebildet; die 
neun Trapeze sind in Schar- 
nieren gegeneinander dreh- 
bar. Oben ist die Grenzlage 
der Einrollung, unten die 
Grenzlage der Ausrollung, 
in der Mitte eine Zwischen- 
lage angegeben. In dem obe- 
ren Bild ist der linke Profil- 
streifen, in dem unteren Bild 
der obere Bahnstreifen eben. 

Fir diejenigen profil- 
kongruenten 7'’- Flache vom 
Typus III, und IIl,, bei 
welchen der Winkel aufein- 
anderfolgender Profilebenen 
konstant ist, klappen an der 
Grenze der Einrollung alle 
Profilstreifen in die gleiche 
Ebene zusammen und iiber- 
decken sich dabei im 
Falle III, (= Gesimsflache) 
teilweise, im Falle III, 
(= Drehflache) vollstandig. 
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§ 18. 
Ebene Abwicklung der 7-Flache. 


Ein vorgegebenes 7'-Flach werde lings der Profilpolygone oder lings 
der Bahnpolygone zerschnitten. Die Profil- bzw. Bahnstreifen kénnen dann 
einzeln in die Ebene ausgebreitet werden, wie dies in Fig. 16 fiir ein 
T-Flach vom allgemeinen Typus I, durchgefiihrt ist; als Beispiel wurde 
dabei das nimliche 7-Flach wie in Fig. 9 gewahlt. 








—| 


( Profilstreifen ) Fig. 16. (Bahnstreifen ) 











Da unter allen knickverwandten Gestalten, welche ein Profil- bzw. Bahn- 
polygon beim Wegfall der gegenseitigen Koppelung annehmen kann, stets eine 
Knickgestalt vorhanden ist, welche den angrenzenden Streifen eben macht, 
sind die aneinanderzusetzenden Rander benachbarter abgewickelter Streifen 
zum zugehérigen Polygon auf dem 7-Flach knickverwandt und wegen der 
Gruppeneigenschaft der Knickverwandtschaft auch gegenseitig knickverwandt. 
Die beiden Rander des namlichen abgewickelten Sireifens sind fiir Profil- 
streifen affin (Affinitaétsachse senkrecht, Affinitaterichtung parallel zu den 
parallelen Trapezseiten), fiir Bahnstreifen parallel. Wie sich die Abwicklung fiir 
die verschiedenen Typen der 7-Flache spezialisiert, zeigt folgende Tabelle: 


A q u Ml, TH, 


k kongruent | kongruent 
Bezichung zwi- Profilstreifen| affin | affin |°P@rweMt) 4 gym. | u. sym- 
schen den beiden u. parallel) jetrisch | metrisch 

Randern im 


gleichen Bahnstreifen | parallel aa pa A on parallel 


Beziehung zwi- : 
ioe on ‘ Profilstreifen profilknickverwandt 


derzusetzenden 











parallel 
u, &hniich 

















filknick 








Randern in be- Bahnstreifen batnaikvernan Poin bahnknickverwandt 
nachbarten 
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In der ebenen Abwicklung der Profilstreifen der speziellen am Schlusse 
des § 17 erwahnten T-Flache sind die knickverwandten aneinander- 
zusetzenden Rander benachbarter Streifen kongruent und symmetrisch zu- 
einander. 

Bemerkung. Die Affinitét zwischen den beiden Randern des nim- 
lichen Profilstreifens und die Knickverwandtschaft zwischen den aneinander- 
zusetzenden Randern benachbarter Profilstreifen kann auch durch folgende 
Winkeleigenschaften formuliert werden: Langs der beiden Randpolygone 
irgendeines Profilstreifens haben die Tangens entsprechender Trapezwinkel 
ein konstantes Verhiltnis. Lings des Profilpolygons, das irgend zwei be- 
nachbarten Profilstreifen angehért, haben die Kosinus der ahliegenden ent- 
sprechenden Trapezwinkel ein konstantes Verhiltnis. 


§ 19. 
Profilaffine und profilkongruente Flaichen. 


1. Definition und Klassifikation. Wir ersetzen in der in § 12 
gegebenen Definition das Leitprisma, das Ausgangs- Profilpolygon (p,) und das 
Ausgangs-Bahnpolygon (6,) durch einen Leitzylinder, eine ebene Ausgangs- 
Profilkurve (in einer Tangentenebene des Leitzylinders) und eine ebene 
Ausgangs-Bahnkurve (in einer Ebene senkrecht zum Leitzylinder) und 
gelangen dadurch zu einer Definition analoger Flachen (profilaffine bzw. 
profilkongruente Flachen). Fiir Profilkurve, Bahnkurve und Zylinder- 
Querschnitt setzen wir voraus, daB sie in jedem Punkt eine bestimmte 
Tangente und Kriimmung besitzen. 

Der Klassifikation der verknickbaren 7-Flache (§ 13, S. 514) steht 
folgende Klassifikation der analogen Flachen gegeniiber: 


Profilaffine Flachen (Profil- und I,) mit Leitzylinder (allgemeiner Fall); 
Bahnkurven nicht orthogonal ) I,) mit eigentlicher Geraden als Achse. 


II) mit uneigentlicher Geraden als Achse, 
also ein Sonderfall von I, (Riickungs- 
flachen ) ; 

III, ) mit Leitzylinder (Gesimsflachen ); 
III,) mit eigentlicher Geraden als Achse 
(Drehflachen). 


Profilkongruente Flachen ( Profil- 
und Bahnkurven bei II nicht 
orthogonal, bei III orthogonal) 





Die Flachen I, bzw. I, entstehen durch Abrollen der Profilebene an 
einem beliebigen Zylinder bzw. durch Drehung der Profilebene um eine in 
der Profilebene liegende Achse bei gleichzeitiger affiner Verzerrung der 














— 
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Profilkurve senkrecht zu der jeweils beriihrenden Zylindermantellinie bzw. 
zur Drehachse’). Die Filachen II entstehen durch Parallelverschiebung 
einer ebenen Profilkurve lings einer dazu senkrechten zweiten ebenen 
Kurve, sind also spezielle Riickungsflaichen*). Die Flachen III, und III, 





sind die allgemeinen Gesimsflichen*) und Drehflichen *). 


2. Gegeniiberstellung analoger Eigenschaften der 7-Flache 
und der profilaffinen und profilkongruenten Flachen. 


Die Seiten der tt 


Profilpolygone 
Profiipely ah bilden stets 


Hinge der (omaedions 
one 


Polygontorsen od. Pyramiden od. Prismen. 


(Bei Il,, Il, sind alle Trapeze gleich- 
schenklig. ) 


Auf jedes 7'-Flach vom Typus I, I, 
III lassen sich unendlich viele (— fir ein 
Profilpolygon und ein Bahnpolygon kénnen 
die Seitenlangen innerhalb gewisser Gren- 
zen willkirlich vorgeschrieben werden! —) 
T-Flache vom gleichen Typus I, II, Il 
durch parallele Facetten in der Weise 
beziehen, daB den Systemen der Profil- 
und Bahnpolygone stets wieder Systeme 
paralleler Profil- und Bahnpolygone ent- 
sprechen. Zu den 7'-Flachen vom Typus 
I,, I, gibt es insbesondere stets parallele 
T-Flache vom Typus [,, III,. 


Verknickung eines 7'-Flaches vom 
Typus I,, I,, I, II,, I, in 7-Flache vom 
gleichen Typus I,, L, Il, UL, Ill,; die 
ebenen Profil- bzw. Bahnpolygone gehen 
in ebensolche iiber. 

NB.! Diese Verknickung der 7-Flache 
ist ihre allgemeinste Verknickung. 


Knickverwandtschaft der Profil- und 
Bahnpolygone. 


Die Tangenten der { Sean? 
lings der (ideeenl bilden stets 


Zylinder. 
sue oder Kegel oder Zylinder. 
D. h. die Systeme der Profilkurven und 
der Bahnkurven sind konjugiert (bei III, , 
Il, Kriimmungslinien). 


Auf jede Fliche vom Typus I, I, 
III lassen sich unendlich viele (— zwei will- 
kirliche Funktionen von einer Verinder- 
lichen! —) Flachen vom gleichen Typus I, 
Il, II durch parallele Tangentenebenen 
in der Weise beziehen, da8 den konju- 
gierten Systemen der Profil- und Bahn- 
kurven stets wieder ebensolche entspre- 
chen. Zu den Flachen vom Typus I,, Il, 
gibt es insbesondere stets parallele Flachen 
vom Typus I, und IT. 


Verbiegung einer Flache vom Typus 
I,, I,, 1, 01, M1, in Flachen vom gleichen 
Typus I,, I,, I, I1,, Il,; die ebenen 
Profil- bzw. Bahnkurven gehen in eben- 
solche iiber. 


NB.! Diese Verbiegung der Flichen 
ist nur ein Spezialfall ihrer allgemeinen 
Verbiegung. 

»Biegungsverwandtschaft* der Profil- 
and Bahnkurven. 


*) K. Peterson, Uber Kurven und Flachen, Leipzig und Moskau 1868; P. Stickel, 
Uber Biegungen und konjugierte Systeme, Math. Annalen 49, 1896; M. Lagally, Uber 
achsenaffine Flachen, Miinchener Berichte 1919; 8. Finsterwalder, Vorlesung tiber aus- 
gewahlte Kapitel der Geometrie, W.-S. 1922/23 (unverdffentlicht). 


*) Enzyklopadie der math. Wissenschaften, ITI D 6a, Nr. 26, 24, 28. 
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Grenzen der Ausrollung bzw. Ein- 
rollung bei der Verknickung: An den 
Grenzen klappen gewisse Bahn- bzw. 
Profilstreifen in Bahn- bzw. Profilebenen, 
d. h. das Trapezflach ,,beriihrt“ lings 
dieser Streifen die betreffenden Ebenen. 


R. Sauer und H. Graf. 





Grenzen der Ausrollung bzw. Ein- 
rollung bei der Verbiegung: An den 
Grenzen beriihrt die Flache lings ge- 
wisser Bahn- bzw. Profilkurven deren 
Ebenen als Tangentenebenen. Insbeson- 
dere rollen sich die Dreh- und Gesims- 





Insbesondere rolien sich die am Schlusse 
des § 17 erwa&hnten speziellen Dreh- und 
Gesimsflache zu einem mehrfach iber- 
deckten ebenen Profilstreifen ein. 


flichen um eine geradlinig gestreckte 
Profilkurve unbegrenzt ein. 


§ 20. 


Grenziibergang von profilaffinen und profilkongruenten Flichen zu 
»infinitesimalen 7 -Flachen“. 


1. Grenziibergang von einer beliebigen Flache zu ,,infinitesi- 
malen Sehnendreiecksflachen“, siehe § 11, Nr. 1. 

2. Grenziibergang von einer profilaffinen oder profilkon- 
gruenten Flache zu einem ,infinitesimalen T-Flach*. 

An Stelle der in Nr. 1 beliebigen Fliche wird jetzt speziell eine profil- 
affine oder profilkongruente Flaiche zugrunde gelegt. Als Kurvsn u = konst. 
und v = konst. wihlen wir die Systeme der Profilkurven und Bahnkurven 
und konstruieren dann die nach Nr. 1 definierten Sehnendreiecksflache. Fiir 
o-oo ergeben sich hierbei folgende Beziehungen (vgl. Fig. 8 unten): 

a) Da die Parameterkurven u,v konjugiert sind, ist M=0. Daraus 
folgt «,—0; dh. die Keilwinkel : #,, welche die beiden zwischen 
zwei aufeinanderfolgenden Profilkurven und zwei aufeinanderfolgenden 
Bahnkurven liegenden Dreiecksfacetten miteinander bilden, werden in 
héherer als der Ordnung : klein. 


b) Da jede (ebene) Profilkurve von den (ebenen) Bahnkurven 
v =konst. in Punkten mit parallelen Tangenten geschnitten wird, folgt 
%o + («,+ B,) +2. 

Wir geben den Tatsachen a), b) folgende kurze Formulierung: 

Die zu einem Profil-Bahnkurvennetz gehérigen Sehnendresecksflache 
einer profilaffinen oder profilkongruenten Flache konvergieren fiir 9 —+ co 
gegen ,infinitesimale T-Flache“. 

Wenn der Leitzylinder der profilaffinen oder profilkongruenten Flache 
zu einer eigentlichen oder uneigentlichen Geraden degeneriert (vgl. I,, II, 
II, der Klassifikation des § 13), ist bereits fiir jedes endliche g sowohl 
a) #,=9, als auch b) Ye + (a, +6,) =x. D. h. in diesen Fallen sind 
schon die zu jeder endlichen Zahl 9 gehérigen Sehnendreiecksflache 7'- Flache. 
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3. Grenziibergang von profilaffinen oder profilkongruenten 
Biegungsflachen zu ,infinitesimalen Knickungs-7-Flachen“. 

Analog § 11, Nr. 3 gilt hier: 

Die zum gleichen Profil-Bahnkurvennetz gehorigen Sehnendreiecksflache 
von profilaffinen oder profilkongruenten Biegungsflachen konvergieren fiir 
@—- co gegen ,infinitesimale Knickungs-T'- Flache“. 


Scheitelwinkelgleiche Vierecksflache (V-Flache). 
§ 21. 
Definitionen fiir V-Flache. 


1. Kennzeichnende Eigenschaft. Wahrend in § 12 spezielle Vier- 
ecke (Trapeze und Parallelogramme) und ebene Leitpolygone verwendet 
wurden, sollen jetzt allgemeine, nicht iiberschlagene, 
ebene Vierecke und unebene Leitpolygone zugelassen 
werden. Dagegen spezialisieren wir alle in dem Vier- 
ecksflach enthaltenen Vierkante durch die Forderung, 
daB die als Scheitelwinkel gegeniiberliegenden Vier- 
eckswinkel gleich seien, also y, = y,, 6, = 6, (Fig. 17). 
Aus Symmetriegriinden folgt dann, daB auch die 
(als Nebenwinkel in den Normalschnitten zu den 
Kanten des Vierecksflaches gemessenen) Keilwinkel 
der Vierecksebenen an gegeniiberliegenden Kanten Fig. 17. 
gleich sind, also x,=—x,, 4,=4,. Wir bezeichnen 
ein Vierecksflach, welches lauter scheitelwinkelgleiche Vierkante enthilt, als 
scheitelwinkelgleiches Vierecksflach oder kurz V- Flach. 


2. Erzeugungsweise. Im Raum ist ein im allgemeinen unebener 
Streckenmug P, P, P,... vorgegeben (vgl. in Fig. 18 die stark aus- 
gezogene Zickzacklinie), dessen 
aufeinanderfolgende Seiten der 
Reihe nach die Ebenen (¢,), 
(@,),-.. festlegen. Fiir jeden 
der Punkte P; konstruieren 
wir ein scheitelwinkelgleiches 
Vierkant aus den im Scheitel P, 
sich schneidenden drei ge- 
gebenen Ebenen und einer da- 
durch eindeutig bestimmten vierten Ebene. Fiir den Punkt P, zum Beispiel 
kann die vierte Ebene (m,) als diejenige Ebene ermittelt werden, welche 
beziiglich der nebenwinkelhalbierenden Ebene von (e,) und (e,) gleiche Spur 
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und Neigung besitzt wie die Ebene (e,). (Fig.18.) Die neuen Kanten der auf diese 
Weise fiir die simtlichen Punkte P,, P,, P,,... und P,, P,, P,,... kon- 
struierten scheitelwinkelgleichen Vierkante schlieBen sich zu zwei neuen 
Streckenziigen zusammen (vgl. die zwei in Fig. 18 diinn gezeichneten Zick- 
zacklinien). Von ihnen ausgehend, la8t sich das Konstruktionsverfahren fort- 
setzen und man gewinnt dadurch schlieBlich ein V-Flach. GemaB § 1 be- 
schrianken wir uns auf Bereiche, in denen die simtlichen Vierecke nicht iiber- 
schlagen sind. DaB solche Bereiche méglich sind, zeigen die spateren Beispiele. 

3. Leitpolygone und Leitstreifen. Die beiden Systeme der Leit- 
polygone und Leitstreifen sind beziiglich des V-Flaches gleichberechtigt 

ganz ahnlich wie bei den Riickungsflachen in § 13 — und werden des- 
halb nicht wie bei den allgemeinen 7-Flachen in Profil- und Bahnpolygone 
bzw. -streifen unterschieden. Die ebene Abwicklung des V-Flaches in der 
Weise, daB man es lings eines der beiden Leitpolygonsysteme aufschneidet 
und die einzelnen Leitstreifen in die Ebene ausbreitet, ergibt fiir die 
zusammengehérigen Randpolygone je zweier benachbarter Streifen Kon- 
gruenz und Symmetrie; denn y, + 6,—y7,+ 46, bzw. y, +6,=y7,+ 4,. 
(Vgl. die Symmetrie der Profilstreifenrinder bei den speziellen Dreh- und 
Gesimsflachen am Schlu8 des § 17.) 

4. Parallelflache. Alle zu einem V-Flach parallelen Vierecksflache 
sind wiederum V-Flache und bilden eine kontinuierliche Gruppe. 

5. Bezeichnungen: Tangente, Schmiegebene, Tangentenebene, 
spharisches Bild. Wir fiihren zunachst fiir beliebige Vierecksflache folgende 
Bezeichnungen ein: 

a) Tangenten der einem Vierecksflach angehérigen Leitpolygone heiBen 
wir die Halbierenden der Nebenwinkel je zweier aufeinanderfolgender Poly- 
gonseiten. 

b) Schmiegebenen der Leitpolygone heiBen wir die Ebenen je zweier 
aufeinanderfolgender Polygonseiten. 

c) Tangentenebenen eines Vierecksflaches heiBen wir die Ebenen je 
zweier sich in den Ecken des Vierecksflaches schneidenden Tangenten der 
Leitpolygone. 

d) Spharisches Bild eines Vierecksflaches: Da die Vierecksflache nach 
§ 1 einfach zusammenhingend sind, lat sich eine AuBen- und Innenseite 
unterscheiden. Man ziehe die zu den Facettenebenen des Vierecksflaches 
senkrechten Radien einer Einheitskugel in der Richtung von der Innen- 
nach der AuBenseite des Vierecksflaches und verbinde die Endpunkte der 
Radien, die zu zwei lings einer Seite zusammenstoBenden Vierecken ge- 
héren, jedesmal durch den kleineren der beiden Hauptkreisbogen. Die 
Langen dieser Hauptkreisbogen sind gleich den als Nebenwinkel gemessenen 
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Keilwinkeln des Vierecksflaches. Den Leitstreifen des Vierecksflaches ent- 
sprechen auf der Kugeloberfliche Hauptkreispolygone, den Vierkanten sphi- 
rische Vierecke; die Gesamtheit der spharischen Vierecke heiSen wir das 
sphirische Bild des Vierecksflaches. Alle zu einem gegebenen Vierecksflach 
parallelen Vierecksflache (vgl. §3) haben dasselbe sphiarische Bild. 

In Fig. 19 ist ein Vierecksflach (links) und sein sphirisches Bild (rechts ) 
schematisch angegeben; die als Nebenwinkel gemessenen Keilwinkel x;, xj,... 
und 4;, 4j,... des Vierecksflaches (an dessen Kanten geschrieben) sind gleich 
den spharischen Seitenlangen im spharischen Bild (an die Seiten geschrieben ). 








Vierecksflach Fig. 19. spharisches Bild 


Die eben fiir beliebige Vierecksflache eingefiihrten Begriffe wenden 
wir nun speziell auf V-Flache an. 

Zu a), b), c): Je zwei Gegenkanten eines Vierkants in einem V-Flach 
(vgl. Fig. 17), senkrecht projiziert auf die zum Scheitel gehérende Tangenten- 
ebene, liefern (wieder aus Symmetriegriinden) einen gestreckten Winkel. 
Daraus folgt: Die V-Flache sind dadurch gekennzeichnet, da8 die Tangenten- 
ebenen senkrecht stehen zu den Schmiegebenen der Leitpolygone (,,geoddatische 
Leitpolygone“). 

Zu d): Zwischen den in Fig. 19 eingefiihrten Winkeln bestehen jetzt 
die Beziehungen 

My My... x, A—A—... =A, 

miu ...x’, ALmA—...=—7’, 
d.h.: In einem V-Flach sind alle Keilwinkel, unter denen die Vierecks- 
ebenen zweier benachbarter Leitstreifen sich schneiden, konstant; oder: 


Das spharische Bild eines V-Flaches ist ein aquidistantes Vierecksnetz 
(,,Tschebyschef{-Netz*) mit endlichen Maschen“) auf der Einheitskugel. 


*) Tschebyscheff, Sur la coupe des vétements, Assoc. frang. Congrés de Paris, 1878. 
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§ 22. 
Verknickbarkeit der V-Flache. 


Jedes V-Flach ist kontinuierlich verknickbar und behdlt bei der Ver- 
knickung seine Higenschaften als V-Flach bei. Die co* Knickungsj{lache 
(Parameter t) bilden eine kontinuierliche Gruppe. Bei der Verknickung 
werden die Tangens aller halben Keilwinkel x bew. 4 mit t bew. 1/t multi- 
pliziert. 

Beweis. Wir gehen aus von den scheitelwinkelgleichen Vierkanten, 
aus welchen das V-Flach aufgebaut ist. (Vgl. § 21.) Damit aus vier vor- 
gegebenen Viereckswinkeln y,, y,, 4,, 5, und vier vorgegebenen (als Neben- 
winkel gemessenen) Keilwinkeln x,, x,,4,,4, (siehe Fig. 17) ein scheitel- 
winkelgleiches Vierkant bestimmt wird, ist notwendig und hinreichend das 
Erfiilltsein der folgenden Beziehungen: 


%, = %,= x, 4, =4,—A (gleichwertig mit y, = 7,= 7, 6, = 46,= 9) 
und 
x, 4 sin(y+8) 
63°65 = Giny+emd’ 

Nun werden wir zeigen, 1. in welcher Weise die scheitelwinkelgleichen 
Vierkante des V-Flaches einzeln fiir sich verknickt werden kénnen und 
2. in welcher Weise die verschiedenen Vierkante sich verknicken lassen, 
so daB8 aus den verknickten Vierkanten wieder ein V-Flach aufgebaut 
werden kann. 


1. Verknickung der Einzelvierkante: Jedes der vorgegebenen 
scheitelwinkelgleichen Vierkante wird so verknickt, daB statt der Keilwinkel x, 1 


die neuen Keilwinkel x* und i* gem&B den Formeln tg” —t-tg~, 
tg = +-tg 5 treten. Diese Verknickung der Kinzelvierkante ist deshalb 


méglich, weil die alten unverinderten Viereckswinkel y,d und die neuen 
Keilwinkel x*,4* die zum Aufbau eines scheitelwinkelgleichen Vierkants 
hinreichenden Bedingungen erfiillen, was unmittelbar aus tg . tg * = tg tg 
folgt. 

2. Aufbau des verknickten V-Flaches aus den verknickten 
Einzelvierkanten: Der die Verknickung der einzelnen Vierkante charakteri- 
sierende Parameter ¢ soll jetzt fiir alle einzelnen Vierkante der gleiche sein. 
Die Fig. 19 links ist nun fiir das vorgegebene V-Flach dahin abzuandern, 
da8 an Stelle der verschiedenen Keilwinkel lings jedes Leitpolygons gleiche 
Keilwinkel zu setzen sind; es treten also nur noch die Keilwinkel x, x’, x”,... 
und 4,4’,4”,... auf. Setzt man dann statt x,x’,... und i, 4’,... die 
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neuen Keilwinkel x*, x’*, ... . ein, so erfiillen diese nach 1. 


iiberall die Vierkantsbedingungen und die verknickten Vierkante fiigen sich 
ebenso wie die urspriinglichen Vierkante liickenlos zu einem Knickungs- 


¥-Flach zusammen. 


Grenzen der Verknickbarkeit der V-Flache. 
Je nachdem der in § 22 eingefiihrte Verknickungsparameter t = 0 oder 
t= oo ist, erreicht die Verknickung eines V-Flaches ihre Grenze in der 
einen oder in der anderen Richtung des Verknickungsvorgangs. Wir kénnen 


der Gleichberechtigung der 
beiden Leitstreifensysteme 
wegen hier keine sinnvolle 
Trennung der Verknickung 
in Ausrollung und Einrollung 
wie bei den 7-Flachen der 
Typen I und III (§ 17) ein- 
fihren. An jeder der beiden 
Verknickungsgrenzen klap- 
pen samtliche Leitstreifen 
eines Systems, ohne daB 
ihre Rander den Zusam- 
menhang verlieren, in die 
Ebene und iiberdecken sich 
dort; dies erkennt man 
auch aus der Kongruenz der 
Randpolygone benachbarter 
abgewickelter Streifen (vgl. 
§ 21). Analog wie bei den 
V-Flachen die Verknickung 
nach beiden Richtungen hin 
bis zum Zusammenklappen 
in eine Ebene getrieben 
werden kann, geschieht dies 
fiir die besonderen am 
Schlusse des § 17 erwahn- 
ten Dreh- und Gesimsflache 
lediglich bei Einrollung. 





Fig. 20. 


In Fig. 20 ist ein Holzmodell eines V-Flaches abgebildet. Die neun Vier- 
ecke sind in Scharnieren gegeneinander verdrehbar. Da die Scharniere die 


Verknickbarkeit schon vor den theoretischen Grenzlagen hemmen, stellen 
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die beiden Bilder der Fig. 20 keine Grenzlagen (wie in Fig. 15), sondern 
nur irgend zwei deutlich verschiedene Knickgestalten eines V-Flaches dar. 


§ 24. 
Sehrauben- und Spiral-V-Flache. 


1. Definition. Wenn der zur Erzeugung eines V-Flaches (§ 21) vor- 
gegebene Streckenzug (in Fig. 18 stark ausgezogen) Schrauben- bzw. Spiral- 
symmetrie besitzt, d.h. wenn der Zweizug P, P, P, dadurch, daB man ihn der 
Reihe nach der namlichen Schraubung bzw. Drehstreckung ( vgl. S. 506 oben) 
unterwirft, sich fortgesetzt kongruent bzw. ahnlich in P, P, P,, P, P, P,,... 
wiederholt, so besitzt das ganze nach § 21 konstruierte V-Flach Schrauben- 
bzw. Spiraleigenschaft, d.h. es kann durch wiederholte Ausiibung derselben 
Schraubung bzw. Drehstreckung aus einem Leitstreifen erzeugt werden. 
Wir nennen diese V-Flache Schrauben- bzw. Spiral-V-Flache. Unter den 
Schraubenflachen sind, wenn an Stelle der Schraubung reine Drehung tritt, 


WEA Ke. 
05 Oe 


die Dreh-V-Flache enthalten. In Fig. 21 ist die ebene Abwicklung eines 
Leistreifensystems fiir ein Schrauben-V-Flach (kongruente Streifen) und ein 
Spiral-V-Flach (ahnliche Streifen) angegeben. 

2. Verknickbarkeit. Durch Verknickung folgen aus einem Schrauben- 
V-Flach co* Knickungs-Schrauben-V-Flache (darunter 1 Drehflach) und aus 
einem Spiral-V- Flach co? Knickungs-Spiral-V-Flache; die Verknickung dieser 
Schrauben- und Spiralflache ist mechanisch zwangsliufig im Gegensatz zu 
der Verknickung der S-Flache in die co* Knickungs-S-Flache (§ 8). 

3. Parallelflache. Zu jedem Schrauben-V-Flach kénnen unendlich 
viele parallele Spiral-V-Flache angegeben werden. Beispielsweise lassen sich 
aus den in Fig. 21 konstruiert vorliegenden Abwicklungen parallele V-Flache 
aufbauen. Auch in der Abwicklung sind die einander entsprechenden gleich- 
winkligen Vierecksfacetten parallel gestellt. 














Verknickung von Facettenflachen. 


§ 25. 
Flichen mit konjugiertem geoditischen Vierecksnetz. 
1. Kennzeichnende Eigenschaft. Auf den Flachen existieren zwei 
Systeme zueinander konjugierter geoditischer Linien (,,Leitkurven“), welche 
ein Vierecksnetz bilden, das wir kurz als konjugiertes geodatisches Vier- 


ecksnetz bezeichnen *°). 


2. Gegeniiberstellung analoger Eigenschaften der V-Flache 
und der Flachen mit konjugiertem geodatischen Vierecksnetz. 


Die lings eines Leitpolygons auf- 
einanderfolgenden Seiten der Leitpolygone 
des anderen Systems bilden eine aus 
ebenen Zwickeln bestehende Polygontorse. 


Die Schmiegebenen der Leitpolygone 
stehen senkrecht auf den Tangentenebenen 
des V-Flaches (,,geoditische Leitpolygone*“). 


Auf jedes V-Flach lassen sich un- 
endlich viele (— fiir je ein Leitpolygon 
.beider Systeme kénnen die Seitenlingen 
innerhalb gewisser Grenzen willkirlich vor- 
geschrieben werden! —) V-Flache durch 
parallele Facetten beziehen, wobei den 
geoditischen Leitpolygonen stets wieder 
ebensolche Polygone entsprechen. 


Das sphirische Bild eines \’-Flaches 
ist ein Aaquidistantes Vierecksnetz mit end- 
lich groBen Netzmaschen aus Grofkreis- 
bogen auf der Kugel. 


Verknickung eines V-Flaches in oo 
Knickungs-V-Flache: dabei werden die 
Polygontorsen, welche die Facettenebenen 
des V-Flaches langs der geoditischen Leit- 
polygone des einen Systems beschreiben, 
mit verknickt und die Knickkanten der 
Polygontorsen sind wieder die verlangerten 
Polygonseiten der geoditischen Leitpoly- 
gone des anderen Systems. 

NB.! Diese Verknickung der V-Flache 
ist ihre allgemeinste Verknickung. 


Die lings einer Leitkurve aufeinan- 
derfolgenden Tangenten der Leitkurven des 
andern Systems bilden eine Torse, d. h. die 
beiden Leitkurvensysteme sind konjugiert. 


Die Schmiegebenen der Leitkurven 
stehen senkrecht auf den Tangentenebenen 
der Fliche (geoditische Leitkurver ). 


Auf jede Fliche mit konjugiertem 
geoditischen Vierecksnetz lassen sich un- 
endlich viele (— zwei willkirliche Funk- 
tionen von einer Veranderlichen! —) eben- 
solche Flachen durch parallele Tangenten- 
ebenen in der Weise beziehen, da8B den 
konjugierten Systemen der geoditischen 
Linien stets wieder ebensolche entsprechen. 


Das sphirische Bild eines konjugier- 
ten geodiitischen Vierecksnetzes ist ein 
infinitesimales fquidistantes Vierecksnetz 
(,Tschebyscheft-Netz*) auf der Kugel. 


Verbiegung einer Fliche mit kon- 
jugiertem geodatischen Vierecksnetz in oot 
ebensolche Flaichen: dabei werden die 
Torsen, welche die Tangentenebenen der 
Flache lings der geoditischen Leitkurven 
des einen Systems beschreiben, mit verbogen 
und die erhalten gebliebenen Erzeugenden 
der Torsen sind wieder Tangenten der geo- 
diatischen Leitkurven des anderen Systems. 

NB.! Diese Verbiegung der Flachen 
ist nur ein Spezialfall ihrer allgemeinen 
Verbiegung. 


*°) K. Peterson, Uber Kurven und Flachen, Leipzig u. Moskau, 1868; A. Voss, 
Uber diejenigen Flachen, auf denen geoditische Linien ein konjugiertes System bilden, 
Minchener Berichte 1888; P. Stickel, Uber Biegungen und konjugierte Systeme, Math. 


Annalen 49 (1896). 
Mathematische Annalen, 105. 
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Grenzen der Verknickung: Unbe- Grenzen der Verbiegung: Unbegrenz- 
grenztes Einknicken der V-Flache in ein tes Einbiegen der Flache um eine gerad- 
System sich mehrfach itiberdeckender ebe- _linig gestreckte geodiitische Leitkurve. 
ner Leitstreifen. 


Schrauben- und Spiral-V-Flache. Schrauben- und Spiralflichen mit 
konjugiertem geoditischen Vierecksnetz. 


§ 26. 
Grenziibergang von Flichen mit konjugiertem geoditischen Vierecksnetz 
zu ,,infinitesimalen V-Flachen“. 

1. Grenziibergang von einer beliebigen Flache zu ,infinitesi- 
malen Sehnendreiecksflachen“, siehe § 11, Nr. 1. 

2. Grenziibergang von einer Fliche mit konjugiertem geo- 
datischen Vierecksnetz zu einem ,infinitesimalen V-Flach*. 

An Stelle der in Nr. 1 beliebigen Flache wird jetzt speziell eine Flache 
mit konjugiertem geodatischen Vierecksnetz zugrunde gelegt. Als Kurven 
u = konst. und v = konst. wahlen wir die zwei Systeme der geoditischen 
Leitkurven und konstruieren dann die nach Nr. 1 definierten Sehnendreiecks- 
flache. Fiir o—+0o ergeben sich dabei folgende Beziehungen (vgl. Fig. 8): 


a) Da die Parameterlinien u,v konjugiert sind, werden (ebenso wie in 
§ 20, Nr.2 a) die Keilwinkel Me in hdherer als der Ordnung : klein. 

b) Da die Parameterlinien u,v geodatisch sind, ist »+ ar = 0, 
4+ 2 = 0, wenn man statt H,F,G die in §11, Nr.1 eingefiihrten 
GréBen y, y, x substituiert. Daraus folgt nach kurzer Rechnung fiir alle 
nicht am Rande liegenden Ecken P des Sehnendreiecksflaches, da8 im Vier- 


kant mit dem Scheitel P und den vier von P ausgehenden, den Kurven 
u = konst. und v = konst. als Sehnen einbeschriebenen Kanten die Scheitel- 


winkeldifferenzen in héherer als der Ordnung : klein werden. 


Wir geben den Tatsachen a) b) folgende kurze Formulierung: 

Die zu einem konjugierten geoddtischen Vierecksnetz der Fliache ge- 
horigen Sehnendreiecksflache konvergieren fiir 0+ 0 gegen ,,infinitesimale 
V- Flache*. 

3. Grenziibergang von Biegungsflachen mit konjugiertem geo- 
datischen Vierecksnetz zu infinitesimalen Knickungs-V-Flachen. 
Analog § 11, Nr. 3, gilt hier: 

Die zum gleichen konjugierten - geoddtischen Vierecksnetz gehdrigen 
Sehnendreiecksflache der Biegungsflachen konvergieren fiir 0-—+ co gegen 
»infinitesimale Knickungs-V-Flache“. 








Verknickung von Facettenflachen. 


535 


Die in § 22 aufgestellten drei Bedingungen fiir die Winkel eines 
scheitelwinkelgleichen Vierkants entsprechen beim Grenziibergang zum in- 
finitesimalen V-Flach den Codazzischen Gleichungen und der GauSschen 
Gleichung, wie in folgender Gegeniiberstellung naher angegeben wird: 


Notwendige und hinreichende Be- 
dingung zum Aufbau eines scheitelwinkel- 
gleichen Vierkants: 


x =ay=...=8; Lh. tg Z B= =0; 
ada ads Lh. tg tg =... =05 
# eA, Sar +4) 
“53 “Gnytens’ 


Verknickung des V-Flachs: Aus dem 
System der Keilwinkel x, 4 des vor- 
gegebenen V-Flachs folgen oo* weitere 
Systeme x*, i* fiir die Knickungs- 
V-Flache gem&8 den bre? 


x* 
e-= tts, te = ‘es 


(¢ = Verknickungsparameter). 


Notwendige und hinreichende Be- 
dingung fiir jeden Flachenpunkt: 


i) 


x 


0 


2! 
e 


(Codazzische Gleichungen ); 


» 
~ 


| 


=0 


Y 


v 
1 a*y 


b as -ditenss 
e sin y Soke 





(Gau8sche Gleichung). 


Verbiegung der Fliche: Aus dem einen 
Liésungssystem x(u,v), A(u, »¥), (4, v) 
der drei partiellen Differentialgl 
das zur gegebenen Fiche mit konjugiertem 
geoditischen Vierecksnetz gehért, folgen 
co’ weitere Lisungssysteme 





x*at-x(u,0), 1%= A(u, 0) y*=y(u,v) 


fir die entsprechenden Biegungsflichen 
(¢ = Verbiegungsparameter ). 


(Eingegangen am 15. 11. 1930.) 
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Zur Struktur der projektiven Geometrie der Ebene. 


Von 


Ruth Moufang in Frankfurt a. M. 


Zusammenfassung. 
Alle ebenen Schnittpunktsitze mit der niedrigsten Anzahl von freien Para- 


metern, namlich 8, folgen aus einem von ihnen nur auf Grund der ebenen pro- 
jektiven S&tze der Verkniipfung. Der Beweis erfolgt durch stufenweise Ab- 
leitung der analytischen Geometrie im Mébiusschen Netz. Vorangeschickt werden 
prinzipielle Erérterungen iiber die verschiedenen Formen von ebenen Schnitt- 


punktsatzen. 
Inhalt. 
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Einleitung. 


Den folgenden Untersuchungen, die auf Anregung von Herrn Dehn 
entstanden sind, liegt ein sehr allgemeines Problem der ebenen projektiven 
Geometrie zugrunde, das sich vorlaufig noch jeder allgemeineren Behandlung 
verschlieBt: es handelt sich um die Aufgabe, unter Voraussetzung der ebenen 
projektiven Axiome der Verkniipfung und Anordnung von zwei gegebenen 
Schnittpunktsitzen zu entscheiden, ob einer aus dem andern folgt oder 
nicht. Wir wollen dieses Problem genauer formulieren: 

1. Unter einem Schnittpunktsatz verstehen wir allgemein eine 
Aussage der folgenden Art: Wenn in einer gewissen Figur aus Punkten und 
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Geraden gewisse Punkte zu je dreien auf einer Geraden liegen, so liegen 
noch auBerdem drei unter diesen Punkten auf einer Geraden. Wir benutzen 
folgende Schreibweise: 


(S) 





Oy43,1 Trae %Ms1,s 

dh. wenn die Punkte der 1., 2.... bis zur k-ten Zeile je auf einer Geraden 
liegen, so liegen auch die Punkte der & +-1-ten Zeile auf einer Geraden. 
Auf Grund der ebenen Verkniipfungsaxiome folgen aus der Aussage (©) 
andere Aussagen. Diese entstehen aus dem Schema von (©) durch folgende 
Umformungen: 

a) Weglassung einer Zeile, die die gleichen Symbole enthilt wie eine 
andere Zeile. 
b) Weglassung einer Zeile, in der nicht drei verschiedene Symbole 
stehen. : 

c) Weglassung der Zeilen, die weniger als dreimal im Gesamtschema 
vorkommende Symbole enthalten. 

d) Umformung einer Zeile durch Vertauschung der Reihenfolge der 
Symbole. 

e) Umformung des Schemas durch Vertauschung der Reihenfolge der 
Zeilen oberhalb des Striches. 

f) Umwandlung des Schemas iiber dem Strich durch Ersetzen zweier 
Zeilen 

abe 
dbe 


mit genau zwei gleichen Symbolen b,c durch drei Zeilen 
abe 
dbe 
abd 
Diese Umformung folgt durch Anwendung des Schnittpunktsatzes 


abe 
(Z) dbe 


abd 
(E) folgt in der Tat aus den Verkniipfungsaxiomen. 
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g) Weglassung einer von drei voneinander verschiedenen Zeilen, die 
je drei verschiedene Symbole und zusammen nur vier verschiedene Symbole 
enthalten. Diese Zeilen miissen die Form haben 


abe 
dbec 
abd 


(also einem Schema (&) angehéren). 

Die Umformung c) ist erlaubt, da ein Punkt, durch den héchstens zwei 
Geraden der Figur hindurchgehen, fiir den Schnittpunktsatz offenbar keine 
Bedeutung hat: auf Grund der Verkniipfungsaxiome haben irgend zwei 
verschiedene Geraden einen Punkt gemein. 

Die Umformungen f) und g) besagen, daB die Aussage, daB die 
Punkte a,b,c und d,b,c je in einer Geraden liegen, aquivalent ist mit 
der Aussage, daB die Punkte a,b,c und a,b,d je in einer Geraden liegen. 
(Auf Grund der Eindeutigkeit der Verkniipfung liegen alle vier Punkte in 
einer Geraden, also auch irgend drei von diesen.) 

Die Umformungen a), b), c), d), g) erstrecken sich auch auf das 
Gesamtschema einschlieBlich der Zeile unter dem Strich. 

Wir nennen einen Schnittpunktsatz, dessen Schema auf Grund der 
Umformungen a) bis g) die letzte Zeile verliert, einen trivialen Schnitt- 
punktsatz. (Z.B. ist (£) selbst trivial.) Wir nennen zwei Schnittpunkt- 
sitze identisch, wenn sie auf Grund der Umformungen a) bis g) das 
gleiche Schema erhalten. 

Zu jedem Schnittpunktsatz aus insgesamt &-+1 Tripeln gibt es 
k Umkehrungen, die aus dem urspriinglichen Schema dadurch hervor- 
gehen, daB man in (G) der Reihe nach eines der k oberhalb des Striches 
stehenden Tripel mit dem &-+1-ten Tripel vertauscht. Das urspriingliche 
Schema kann durch die Umformungen a) bis g) stets auf die folgende 
Form gebracht werden (falls kein trivialer Schnittpunktsatz vorliegt): 


as; Ay, ays 
a3, Ag, Ass 
Geiss Uis2 %Ms11 


ay, ayo Gea 





Guia Mise Miss 


Es sind dann diejenigen Umkehrungen, die durch Vertauschung des & -- 1-ten 
und k-+ 1-ten bzw. des k-ten und k-+1-ten Tripels erhalten werden, 
allein mit Hilfe der Verkniipfungsaxiome aus dem urspriinglichen Schnitt- 
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punktsatz beweisbar, denn geht die Gerade*) [a,,,,@,,,,] durch den 
Punkt 3.1 =((@,_1,1%-1,2][%1%2)), 80 geht wegen der Kin- 
deutigkeit der Verkniipfung auch [a,,a,,] durch den Schnittpunkt 
((@,45.2 %x+1,3) (41,1 %_1,2]) usw. Diese beiden Umkehrungen sind trivial. 
Ob auch die iibrigen Umkehrungen durch reine Verkniipfung aus dem ur- 
spriinglichen Schnittpunktsatz folgen, bedarf in jedem Falle einer besonde- 
ren Untersuchung (vgl. 8S. 559). 

2. Aus der oben gegebenen Definition des trivialen Schnittpunktsatzes 
folgt, da jede der Umformungen a) bis g) auf Grund der Verkniipfungs- 
axiome erlaubt ist: 

Jeder triviale Schnittpunktsatz folgt aus den Verkniipfungsaxiomen. 

Wir beweisen jetzt die Umkehrung dieses Satzes: 

Aus den Verkniipfungsaxiomen folgen nur triviale Schnittpunktsdtze. 

Wir behaupten also: Ist eine gewisse Grundfigur aus m voneinander 
verschiedenen Punkten P,,..., P? (m = 4) gegeben, wobei fiir irgend drei 
dieser Punkte feststeht, ob sie in einer Geraden liegen oder nicht, d.h., ob 

P? Py Pe (¢ +k +1 +2) 
richtig oder falsch ist, und schreibt man das gesamte zu dieser Punktfigur 
gehérige Inzidenzschema als Voraussetzung iiber den Strich, so kann auf 
Grund der Verkniipfungsaxiome allein immer nur ein solches Tripel aus 
Punkten P;’ unter dem Strich stehen, das auf Grund der Umformungen a), b), 
c), f), g) weggelassen werden darf. Um dies zu zeigen, erweitern wir die 
gegebene Punktfigur beliebig durch ebene Verkniipfung und beweisen, daB 
aus den Inzidenzen zwischen den hinzugetretenen Punkten resp. zwischen 
den alten und neuen Punkten keine Inzidenz zwischen den alten Punkten 
allein folgt, die nicht bereits in der Voraussetzung enthalten ist, so daB 
diese Inzidenzzeile auf Grund der Umformung a) weggelassen werden darf (I.). 
Dariiber hinaus wird sich zeigen, daB II. zu jedem neuen Symbol X, das in 
den hinzugetretenen Inzidenzen éfter als zweimal auftritt, etwa in den Zeilen: 

A, B, X 

A, En & 

A, B, x 
stets zugleich ein ,linear geordnetes Teilschema* gehért, in dem 
2(n —1) Symbole der Symbole X, A;, B; (i =1,...,m) und gewisse andere 
Symbole vorkommen, und das sich so anordnen laBt, daB von der zweiten 
Zeile ab in jeder Zeile genau ein Symbol vorkommt, das in den vorher- 


*) Wir bezeichnen wie iiblich die Verbindungsgerade zweier Punkte P, und P, 
mit [P, P,], den Schnittpunkt zweier Geraden g, und g, mit (9, g.). 
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gehenden Zeilen noch nicht aufgetreten ist. (So bilden z. B. die beiden 
iiber dem Strich stehenden Zeilen des Schemas TF ein linear geordnetes 
Schema.) Wir werden von II. in Abschnitt 4 Gebrauch machen. 

Die Erweiterung der Figur aus den P;’ durch projektive Verkniipfung 
ist schematisch folgendermaBen zu beschreiben: Man wihle irgend vier ver- 
schiedene Symbole P?, Pf, P?, Pz, fiir die sowohl 


P? Pe Pf? als auch 


(a) P? Py Py 
Pe P! Pe 
falsch ist; ferner soll es kein Symbol P; geben, fiir das 
P? Py Ps 
a’) (t,k,t’,k’,n=1,....m 
richtig ist. Dann ist auf Grund der Verkniipfungsaxiome durch das Zeilenpaar 
P) Py PR 
(1) oe 
P. i’ P, 4 P; 


eindeutig ein neues Symbol P; definiert (als Schnittpunkt der Geraden 
[P? Pz] und [P Pf]). Auf Grund der Verkniipfungsaxiome ist in zwei 
verschiedener. Zeilenpaaren (1) mit 8 verschiedenen Symbolen P°: 

Pi, Pa, Pi 

er FP 


i, ky 4, 
PL Py, Pi, 

0 0 1 
P, P,; P, 
dann und nur dann dasselbe Symbol Pi. =P; zu setzen, wenn auf Grund 
der Voraussetzung die vier Inzidenzzeilen 


Pi Ps, Pr, 
Pi; Pi, Pi 
Pe Py, Py 
PEP, Pe 
richtig sind (d. h. wenn die P;, und P; erzeugenden Geraden paarweise 
zusammenfallen). Sind die vier Symbole P° mit dem Index 1 nicht alle von 
den vier Symbolen P°® mit dem Index 2 verschieden, so fallen unter den 
letzten Inzidenzen diejenigen fort, die zwei gleiche Symbole enthalten. 
Man bilde auf alle mégliche Arten das Zeilenpaar (1), dann steht 
auch fiir alle Symbole der erweiterten Symbolmenge aus den P° und den 
P* fest, ob drei Symbole einer Inzidenzzeile angehéren, namlich: 


(ty, k, 835 ki, 82, ks, t2, ke = 1,...,m) 
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a) Fiir irgend drei verschiedene Symbole Pi (A=1,2,8), wobei Pi 


definiert ist durch das Zeilenpaar 


ist auf Grund der Verkniipfungsaxiome dann und nur dann 


Pi, 


Pe, Pi 


Py 


Py 


richtig, wenn die vier Inzidenzzeilen 


PP 
P? 
P; 
P? 


Pr, 
Pr, 
Py, 
Py, 


1 
fi 
P;} 
P? 
Py, 


P® 
P; 


giiltig sind (d. h. die Verbindungsgerade [PP] geht nach Konstruktion 
dann und nur dann zugleich durch Pi, wenn dieser Punkt als Schnitt 


einer Geraden mit dieser Geraden definiert ist). 


b) P? Pf P; ist dann und nur dann richtig, wobei P; durch 


P? 

Py 
definiert ist, wenn 

P? 

PE 
gleichzeitig richtig sind. 


c) Sind Pj, und Pj resp. definiert durch 


PS 
0 
Py 
PS 
0 
Fy 
80 ist 
P? 
dann und nur dann richtig, wenn 
P? 
PS 
Ps 


richtig sind. 





Pr, 
Pr, 
Py, 
PE. 


Py, 
PS 
Pr, 
Pt 


P} 
Py 


Py 
Pr, 


P; 


P} 
Pi 
PE 

1 
P, 
P} 


Py 
Ps, 
P; 0 


(Pi + Pi), 
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d) P? Pf P? ist dann und nur dann richtig, wenn diese Inzidenzzeile 
bereits in der Voraussetzung vorkam; denn wiirde aus dem erweiterten 
System eine neue Inzidenz zwischen den P® folgen, etwa P? P? Pe ,» 80 er- 
gabe das Zeilenpaar 

0 0 0 
RG 
0 0 
FP, 
vermége (I): Pe Pe , 
wobei P; gema8 (1) definiert ist durch 
P? PP 


k 


0 0 2. 
P; Pp Py; 


es ist also P? P’ P? falsch, und daher nach b) P? P? P* dann und nur dann 
richtig, wenn P? Pe P? richtig war entgegen unserer Annahme. Die Hin- 
zunahme der Symbole P* zieht also keine neuen Inzidenzen zwischen den 
P® nach sich. 

Ferner gilt, wie man sofort aus a) bis c) entnimmt, fiir die hinzu- 
getretenen Inzidenzen die Behauptung II von §. 539. 

Man ist nun imstande, aus den Symbolen P° und P* neue Symbole P* zu 
bilden gem&B (1), wobei jetzt unter den P® in (1) Symbole der Menge {P°, P*} 
zu verstehen sind. Fiir irgend zwei Symbole P* gelten die entsprechenden 
Identitatskriterien wie oben fiir die P*; um zu entscheiden, ob irgend drei 
Symbole der Menge {P°, P*, P*} einer Inzidenzzeile angehéren, bestehen 
die a) und b) entsprechenden Kriterien, wenn man darin P* durch P* 
und die P® durch Symbole der Menge {P°, P*} ersetzt. Durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens gelangt man nach n Schritten zu neuen Symbolen P”, 
dabei ist fiir zwei Symbole P” entschieden, ob sie identisch sind, und fir 
drei Symbole der Menge {P*, P*,...,P"}, ob sie einer Inzidenzzeile an- 
gehéren. Seien fiir alle Symbole dieser Menge die Behauptungen I und [I 
bewiesen. Wir bilden jetzt aus dieser Menge neue Symbole P"** nach 
denselben Gesetzen, die von den Symbolen P® zu den Symbolen P* 
fiihrten; man setzt entsprechend wie fiir die Symbole P’ fest, wann zwei 
Symbole P"** identisch sind. Ein Symbol P"** und zwei Symbole der 
Menge {P°, P*,...,P"**} gehdren dann und nur dann einer Inzidenzzeile 
an, wenn sie einer der Bedingungen a), b), c) von S. 541 geniigen, wenn 
man darin P® durch an und P* durch P"** ersetzt. Dann folgt 
aber sofort, daB auch fiir die Symbolmenge {P°,...,P"**} die Behaup- 
tung II gilt; um auch die Behauptung I zu beweisen, schlieSt man ent- 
sprechend wie bei d) (ein Punkt von héchstens n-ter Ordnung sei mit 
P=" bezeichnet): 
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Ist P"*?* definiert durch 
P® Pe Pp" 


‘ k 
P? P3"* p**} 

also P.” P=" Pe falsch, und wiirde aus den Inzidenzen zwischen P° bis 
p"** eine neue Inzidenz P? P? Pe zwischen den P® allein folgen, so folgte 
vermége (T) 

P? P? PP 

p? P? p*** 

|) i ae 
Dies ist aber wegen des b) entsprechenden Kriteriums nur dann richtig, 
wenn P? Pe Pe richtig war entgegen unserer Annahme. 

Also gelten unsere Behauptungen auch fiir n+1 und also fiir 
jedes n. 

3. Es gibt nicht-triviale Schnittpunktsitze. Es geniigt zu zeigen, 
daB es einen Schnittpunktsatz gibt, dessen Schema die letzte Zeile auf 
Grund der Weglassungen a), b), c) (8. 537) nicht unmittelbar verliert, und 
sie auf Grund von a) auch dann nicht verliert, wenn man dem Schema 
oberhalb des Striches auf alle mégliche Arten Inzidenzzeilen hinzufiigt, die 
vermége () aus zwei vorhandenen Zeilen mit zwei gleichen Symbolen 
folgen, und diese der Umformung f) entsprechende Erweiterung des Schemas 
oberhalb des Striches so lange fortsetzt, bis aus der Anwendung von (Tf) 
auf irgend zwei Zeilen mit genau zwei gleichen Symbolen keine Inzidenz- 
zeile mehr folgt, die nicht schon vorhanden ist. 


Das Schema I von 8. 554 ist von diesem Typus: 


1 3 5 
24 5 
12 6 
3.4 6 
14 7 
23 7 
5 7 8 
3.4 8 
6 7 8’ 
24 8’ 
1 410 
8 210 





Q 
wo 
— 
Oo 
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Die letzte Zeile fallt offenbar nicht direkt auf Grund von a), b), c) fort. 
Erganzt man das Scheme oberhalb des Striches in der besagten Weise durch 
Inzidenzzeilen, die aus (T) folgen, so hat man die sechs Zeilen 


8 4 6 
8 3 6 
8’ 4 5 
8’ 2 5 
7 410 
1 710 


hinzuzufiigen, und man erkennt, da8 auch jetzt nicht die Zeile unter dem 
Strich einer Zeile iiber dem Striche gleich ist, so daB das Gesamtschema 
durch die Umformungen a) bis g) seine letzte Zeile nicht verliert. Der 
Schnittpunktsatz I ist also nicht trivial. 

4. Die Aussage, da8 ein Schnittpunktsatz aus den Verkniipfungsaxiomen 
folgt, 1a8t die Frage noch offen, ob die gesamte dem Schnittpunktsatz zu- 
grunde liegende Punktfigur, soweit sie durch das Inzidenzschema oberhalb 
des Striches beschrieben wird, auf Grund der Verkniipfungsaxiome existiert. 
Man hat zu unterscheiden zwischen einem Inzidenzschema mit und ohne 
Strich: Ein Inzidenzschema ohne Strich bedeutet die Existenz einer be- 
stimmten Punktfigur; ein Inzidenzschema mit Strich dagegen bedeutet: aus 
der Existenz der durch die oberhalb des Striches stehenden Inzidenzen be- 
schriebenen Punktfigur folgt identisch in allen Symbolen die unter dem 
Strich stehende Inzidenz. 

Wir fragen speziell: Welche Punktfiguren existieren allein auf Grund der 
Verkniipfungsaxiome? Die Antwort lautet: Aus den Verkniipfungsaxiomen 
folgen nur solche Punktfiguren, die durch ,,konstruierbare“ Schemata (ohne 
Strich) beschrieben werden. Dabei heiBt ein Schema konstruierbar, wenn 
es folgenden beiden Bedingungen geniigt: 

Das Schema laBt sich ,genetisch“ anordnen, d. h. so, daB jedes 
neue Symbol zuerst in zwei Tripeln in Verbindung mit insgesamt vier ver- 
schiedenen, bereits eingefiihrten Symbolen vorkommt, wobei eine gewisse 
Anzahl Symbole als gegeben anzusehen sind. 

Das genetisch angeordnete Schema ist ,vollstindig auflésbar*, 
d. h, streicht man vom k-ten Tripel an riickwirts gehend jedesmal die 
Zeilen, die ein nur zweimal vorkommendes Symbol enthalten, so bleibt am 
Ende kein Tripel stehen, dies eventuell erst nach geeigneten schrittweisen 
Umformungen f) und g). 

Es gilt dann offenbar der Satz: 


Jedes konstruierbare Schema (ohne Sirich) existiert auf Grund der 
Verkniipfungsaxiome. 
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Denn die Streichung von Zeilen mit nur zweimal vorkommenden Sym- 
bolen und die Umformungen f) und g) sind Operationen, die auf Grund der 
Verkniipfungsaxiome erlaubt sind. 

Wir beweisen jetzt die Umkehrung: 

Jedes aus den Verkniipfungsaxiomen folgende Schema (ohne Strich) 
ist konstruterbar. 

Dies folgt aus den Uberlegungen von 8. 539ff., wenn man die Grund- 
figur der P,’... P,° als m Punkte in allgemeiner Lage (von denen keine 
drei in einer Geraden liegen) wahlt. Wir nennen in diesem Fall das durch 
das Inzidenzschema der Symbole P® bis P” beschriebene Gebilde das pro- 
jektive freie m-Ecks-Netz n-ter Ordnung; es stellt die allgemeinste 
Figur dar, die aus ebener Verkniipfung folgt, da es aus m Punkten 
»0-ter Ordnung“ in allgemeiner Lage durch fortgesetztes Verbinden und 
Schneiden entsteht. Wir nennen die P*, d.h. die Schnittpunkte aller Ge- 
raden O-ter Ordnung [P;’P;] (i+) die Punkte 1-ter Ordnung, die 
simtlichen Verbindungsgeraden [ P;' P; | und [ P;' P;’] die Geraden 1-ter Ord- 
nung usw. Allgemein hei8t rekursiv eine Gerade von n-ter Ordnung, wenn 
sie einen Punkt n-ter Ordnung mit einem Punkt der Ordnung <n ver- 
bindet (n=0,1,2,...), und wenn auf ihr nicht mugleich zwei Punkte 
der Ordnung <n liegen. Der Schnittpunkt einer Geraden n-ter Ordnung 
mit einer Geraden der Ordnung <7 ist ein Punkt n -+1-ter Ordnung 
(friiher P”**). 

Aus den Uberlegungen von S. 540ff. folgt, daB das freie m-Ecks-Netz 
n-ter Ordnung durch ein Schema beschrieben wird, in dem zu jedem 
Symbole P, das dfter als zweimal vorkommt, etwa in den Zeilen 


4, 8, P 

A, B, P 

A, B, P, 
wobei die A;, B; und P Netzpunkte bedeuten, zugleich ein linear geordnetes 
Teilschema gehért, das ebenfalls in dem Gesamtschema vorkommt, etwa 


Q, Q A, 
@ Q, B, 
Q, Q A, 
Q, Q, B, 


wobei die Q; Netzpunkte sind [jedes linear geordnete Schema kann offenbar 
durch Umformungen f) und g) auf diese Form gebracht werden], so daB 
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durch schrittweise Umformungen f) und g) aus n — 2 Zeilen das Symbol P 
»eliminiert“ werden kann, d. h. man kann etwa die Zeilen A, B, P bis A, BLP 
ersetzen durch n — 3 (linear geordnete) Zeilen, in denen nur die A; und B, 
vorkommen fiir #=2,..., (wie man leicht durch vollstandige Induktion 
schlieBt). Durch Fortsetzung dieses Verfahrens lassen sich offenbar alle 
éfter als zweimal vorkommenden Symbole der Reihe nach eliminieren, so 
da8 in der Tat das Schema des freien m-Ecks-Netzes vollstandig auflis- 
bar wird. 

Nennen wir einen Schnittpunktsatz konstruierbar, bei dem iiber dem 
Strich ein konstruierbares Schema steht, so folgt insbesondere: 

Das Gesamtschema eines konstruierbaren, trivialen Schniitpunktsatzes 
ist vollsténdig auflésbar. 

Denn da der Schnittpunktsatz trivial ist, verliert er auf Grund der 
Umformungen a) bis g) die letzte Zeile. Keine dieser Umformungen aber 
zerstért die Eigenschaft des iiber dem Strich stehenden Schemas, auflésbar 
zu sein. 

Ferner folgt: 

Jede Umkehrung eines konstruierbaren, trivialen Schnittpunktsatzes ist 
wieder trivial. 

Daraus folgt: 

Keine Umkehrung eines konstruierbaren, nicht-trivialen Schnittpunkt- 
satzes ist ein konstruierbarer, trivialer Schnitipunktsatz. 

Und: 

Das Gesamtschema eines konstruierbaren, nicht-trivialen Schnittpunkt- 
satzes ist nicht auflésbar. 


Es folgt schlieBlich: 


Hine Punktfigur, die durch das Gesamtschema ohne Strich eines kon- 
struterbaren, nicht-trivialen Schnittpunktsatzes beschrieben wird, existiert 
nicht auf Grund der Verknitipfungsaxiome allein. 

Denn ein solches Schema ist nicht auflésbar, und wir haben bewiesen, 
da8 das Schema jeder aus den Verkniipfungsaxiomen folgenden Figur auf- 
lésbar ist. 

5. Ein nicht konstruierbares Schema (ohne Strich) nennen wir 
konditional und entsprechend einem Schnittpunktsatz konditional, 
dessen Schema iiber dem Strich nicht konstruierbar ist. Nach dem 
Vorigen ist z. B. jedes Schema konditional, das aus dem Gesamt- 
schema eines konstruierbaren, nicht-trivialen Schnittpunktsatzes besteht. 
Es gibt konditionale Schnittpunktsitze. Z.B. ist folgender Schnitt- 
punktsatz konditional (die Punkte u, v, w sind der Einfachheit halber 
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auf der unendlichfernen Geraden der Zeichenebene angenommen) (Fig. 1): 
n 





alP DO QeKawWeKH DOD AANW eS Bw Oe 
ocolowanwre COS CE e Oe kaw 
clomxnrnne Perea wwe FSoce 


Es gehéren namlich, wie man sich leicht iiberzeugt, die ersten 13 Zeilen 
des Schemas zu einem konstruierbaren, nicht-trivialen Schnittpunktsatz, 
bei dem man sich den Strich unter dem 12-ten Tripel zu denken hat, 
d. h. es liegt hier eine Figur zugrunde, deren Existenz aus den Verkniipfungs- 
axiomen allein nicht bewiesen werden kann. 

Wir beschaftigen uns im folgenden nur mit konstruierbaren, nicht- 
trivialen Schnittpunktsatzen. (Die Sitze Desargues’ und Pascals, der 
Satz vom vollstandigen Vierseit, die Saitze I bis IV von 8. 554ff. sind alle 
von diesem Typus.) 


6. Seien zwei verschiedene, nicht-triviale, konstruierbare Schnittpunkt- 
sitze A und B gegeben; es erhebt sich die Frage, ob auf Grund der ebenen pro- 
jektiven Axiome B aus A folgt. Ist sowohl B eine Folge von A als auch um- 
gekehrt A eine Folge von B, so sind die Schnittpunktsatze A und B aquivalent. 

Beispiele. Der Satz Desargues’ folgt aus dem Satz Pascals durch 
dreimalige Anwendung des letzteren (Hessenberg), aber es folgt nicht um- 
gekehrt der Satz Pascals aus dem Satz Desargues’ (Hilbert). — Aus dem 
Satz Desargues’ folgt der Satz vom vollstaindigen Vierseit, aber man wei8 
nicht, ob auch der letztere den Satz Desargues’ zur Folge hat. Aus dem 
Satz vom vollstandigen Vierseit folgen die Satze I bis IV (s. u.), auch hier 
wei8 man nicht'*), ob der Satz vom vollstaindigen Vierseit aus einem der 





1*) Siehe Anmerknng °). 
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Satze I bis IV folgt. — Die Satze I bis IV sind alle miteinander Aqui- 
valent. 

Um allgemein die Frage zu beantworten, ob auf Grund der ebenen 
projektiven Axiome B aus A folgt, hat man sich eine Ubersicht iiber alle 
aus A folgenden Schnittpunktsitze zu verschaffen: adjungiert man zu den 
ebenen projektiven Axiomen den Schnittpunktsatz A, so werden in dem 
freien m-Ecks-Netz 1-ter, 2-ter,... Ordnung von einem gewissen Index ab 
jedesmal einige Punkte und Geraden zusammenfallen. Reduziert man mit 
diesem Schnittpunktsatz das freie m-Ecks-Netz n-ter Ordnung so weit wie 
méglich, d. h. so weit, daB die Anwendung des Schnittpunktsatzes auf einen 
Teil der Figur keine neuen Inzidenzen mehr erzeugt, so ist das 1esultierende 
Gebilde fiir allgemeines m und n der allgemeinste aus A folgende Schnitt- 
punktsatz. Die vollstandige Beschreibung dieses Gebildes wird dann zugleich 
aufzeigen, ob der Schnittpunktsatz B darin vorkommt oder nicht. 

Diese Beschreibung ist ein topologisches Problem. Um zu beweisen, 
da8 B nicht aus A folgt, ist es nétig, diese Aufgabe in ihrer vollen All- 
gemeinheit zu lésen; folgt dagegen B aus A, so ist dies im allgemeinen 
schon mit geringerer Miihe nachzuweisen. 

Das Problem, alle Schnittpunktsitze anzugeben, die aus einem ge- 
gebenen Schnittpunktsatz A folgen, lat sich auch so formulieren: man soll 
das allgemeinste Schema angeben, das aus dem Schema des projektiven 
freien m-Ecks-Netzes n-ter Ordnung (8. 545) durch die trivialen Umfor- 
mungen a) bis g) und Umformungen gemaé8 A gewonnen wird. 

Die Fragestellung 148t sich von zwei Schnittpunktsitzen leicht auf 
1 Schnittpunktsitze verallgemeinern: ist fiir zwei, drei, ... Schnittpunktsiitze 
die Frage nach ihrer Abhangigkeit voneinander entschieden, so wahle man 
ein System von / voneinander unabhangiger Schnittpunktsitze A,, ..., A, 
und adjungiere sie zu dem freien projektiven m-Ecks-Netz n-ter Ordnung; 
das resultierende Gebilde ist fiir allgemeines m und n der allgemeinste aus 
diesen Voraussetzungen folgende Schnittpunktsatz. — Speziell erhebt sich 
die Frage, ob die Adjunktion der / Schnittpunktsitze A,,..., A, ersetzt 
werden kann durch die Adjunktion eines geeigneten Schnittpunktsatzes. 

Ein Analogon zu dem hier skizzierten Problem bietet das Identitites- 
problem fiir unendliche Gruppen: gegeben sind gewisse Erzeugende a,, ..., a, 
und ein System von Relationen zwischen ihnen, A,(aj-’,..., qj.) =1 
(¢=1,...,1), die samtlich nicht trivial sind, d. h. aus trivialen Umfor- 
mungen a,a,'=1 folgen, und die saimtlich voneinander unabhangig sind. 
Gegeben ist ein beliebiges Aggregat B(a;,a;',...) aus gewissen der Er- 
zeugenden; man soll entscheiden, ob auf Grund der Relationen A; =1 
(¢=1,..., 2) und trivialer Umformungen B ==1 wird, d.h. ob das ,,Schema*“ 
B=1 aus den ,Schemata* A;=1 und trivialen Umformungen folgt. 
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7. Das oben dargelegte allgemeine Problem entzieht sich (sogar fiir 
|= 1) vorliufig noch jeder Behandlung: es ist auBerst schwierig, das freie 
m-Ecks-Netz n-ter Ordnung topologisch zu charakterisieren, und erst recht 
zu verfolgen, wie ein Schnittpunktsatz dieses Netz reduziert. Man beschrinkt 
daher die Frage nach der Abhangigkeit von Schnittpunktsitzen zunichst 
auf konstruierbare Schnittpunktsitze einer gewissen Gruppe, nimlich auf 
solche, die von der gleichen Anzahl willkiirlicher oder halbwillkiirlicher 
Punkte abhingen, d.h. die denselben Rang haben. (Enthalt das Schema 
k-+1 Tripel aus insgesamt s verschiedenen Symbolen, von denen jedes 
mindestens dreimal vorkommt, so bedeutet dies algebraisch ein System 
von & bilinearen Gleichungen in den 28 Koordinaten z,, y, der s am 
Schnittpunktsatz beteiligten Punkte, es sind also 2s—k Variable zx, y 
willkiirlich.) Ein nicht-trivialer Schnittpunktsatz hat mindestens den Rang 8 
(der Satz des Pascal hat den Rang 10, der Satz des Desargues den Rang 11 
und der spezielle Satz vom vollstandigen Vierseit den Rang 9), denn weniger 
als vier willkiirliche oder drei willkiirliche und zwei halbwillkiirliche Punkte 
erzeugen durch Verbinden und Schneiden keine neuen Punkte. Wir unter- 
suchen also zunichst die Schnittpunktsitze mit dem kleinsten Rang 8. 
Diesen Rang haben offenbar alle Schnittpunktsitze des Mébiusschen 
Netzes, und umgekehrt gilt: alle Schnittpunktsitze vom Rang 8 sind 
Schnittpunktsitze des Mébiusschen Netzes. (Wir bezeichnen als Mébiussches 
Netz dasjenige Gebilde der ebenen projektiven Geometrie, das aus vier Punkten 
in allgemeiner Lage durch Verkniipfung hervorgeht, und das isomorph ist 
mit der Gesamtheit der rationalen Punkte und Geraden einschlieBlich der 
unendlich fernen Elemente der analytischen Ebene. Aus Hilbert, Grund- 
lagen, Kap. V folgt, da® alle Schnittpunktsitze des Mébiusschen Netzes 
aus dem Satz von Desargues folgen.) 

Es zeigt sich, daB alle Schnittpunktsdize des Mobiusschen Netzes aus 
einem von thnen, und zwar dem einfachsten, folgen. Anstatt den Satz des 
Desargues zu dem projektiven freien 4-Ecks-Netz zu adjungieren, geniigt 
es also, den einfachsten Schnittpunktsatz vom Rang 8 (Satz I, s. 8. 554) 
den ebenen projektiven Axiomen hinzuzufiigen, um das Mébiussche Netz 
n-ter Ordnung herzuleiten: das gesamte Mébiussche Netz wird beherrscht 
von einem der Schnittpunktsitze kleinster Ordnung, die darin vorkommen; 
alle Schnittpunktsitze vom Rang 8 folgen also aus dem einfachsten 
von ihnen. 

Wir gehen jetzt von dem freien 4-Ecks-Netz zu dem nichst einfachen 
Netz iiber; es besitzt fiinf Punkte 0-ter Ordnung, von denen drei in einer 
Geraden liegen. Das aus diesem speziellen projektiven freien 5-Ecks-Netz 
durch Adjunktion des Satzes von Desargues hervorgehende Gebilde nennen 
wit das A-Netz. (Man beweist ebenso wie beim Mébiusschen Netz, daB 
Mathematische Annalen. 105, 36 
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alle in dem speziellen 5-Ecks-Netz iiberhaupt mégliehen Schnittpunktsitze 
aus dem Satz des Desargues folgen.) Der zuerst im A-Netz auftretende 
Schnittpunktsatz ist der spezielle Satz vom vollstandigen Vierseit. Ent- 
sprechend wie beim Mébiusschen Netz erhebt sich auch hier die Frage, ob aus 
diesem einfachsten Schnittpunktsatz das A-Netz n-ter Ordnung folgt. Diese 
Frage ist sehr wahrscheinlich zu bejahen'); jedenfalls kann man beweisen, 
daB auch hier unendlich viele im Netz auftretende Schnittpunktsitze aus 
diesem einfachsten Schnittpunktsatz folgen, und dariiber hinaus, da8 aus 
diesem Schnittpunktsatz vom Rang 9 Schnittpunktsitze mit héherem Rang 
(sogar solche mit beliebig hohem Rang) folgen. Die entsprechende Frage 
fiir Satz I, némlich ob aus diesem Schnittpunktsatz Schnittpunktsitze mit 
héherem Rang als 8 folgen, ist noch unbeantwortet und wahrscheinlich zu 
verneinen. — Kennt man auch nicht alle Schnittpunktsitze, die aus dem 
speziellen Satz vom vollstandigen Vierseit folgen, so wei8 man doch von 
vornherein, da8 aus diesem Schnittpunktsatz sicher nicht alle Schnittpunkt- 
sitze folgen, denn der spezielle Satz vom vollstindigen Vierseit folgt aus 
dem Satz des Desargues, und dieser zieht nicht alle Schnittpunktsitze 
nach sich. 

Geht man schlieBlich von dem speziellen zum allgemeinen Fiinf- 
ecksnetz iiber, so ist der zuerst darin auftretende Schnittpunktsatz der 
Satz des Pascal. Aus diesem folgen gewi8 alle im 5-Ecks-Netz méglichen 
Schnittpunktsitze, da der Satz des Pascal alle Schnittpunktsitze zur Folge 
hat (vgl. Hilbert, Grdlg. Kap. VI, § 35). 

8. In der vorliegenden Arbeit wird die oben ausgesprochene Behaup- 
tung bewiesen, da8 alle Schnittpunktsitze des Mébiusschen Netzes aus Satz I 
folgen. Der Beweis beruht, da topologische Betrachtungen schon in diesem 
einfachen Fall sehr kompliziert sind, auf einer geeigneten Algebraisierung 
des Netzes: man betrachtet zunichst die simtlichen Punkte und Geraden 
des Netzes nicht in ihrer natiirlichen Reihenfolge, nimlich als Gebilde 0 -ter, 
1-ter, 2-ter, ..., m-ter Ordnung, sondern man greift aus dem Netz n-ter 
Ordnung einige Punkte der Ordnung <n heraus, ordnet ihnen gewisse 
Zahlen zu, definiert zwischen ihnen geometrisch gewisse Verkniipfungen 
innerhalb des Netzes und untersucht, welche Rechenregeln fiir diese Ver- 
kniipfungen aus dem zugrunde gelegten Schnittpunktsatz folgen. Legt man 
den Satz I zugrunde, so ist dieses Zahlsystem und seine Verkniipfungen fiir 
das Vierecks-Netz der Kérper der rationalen Zahlen. Zeigt man dariiber 


*») Anmerkung w&hrend der Korrektur: Inzwischen ist mir der Beweis 
gelungen; der urspriinglich vorgesehene Beweis (vgl. 8. 551) erfuhr eine wesentliche 
Vereinfachung durch die Benutzung der Tateache, daB die ,Desarguessche Geometric“ 
von Hilbert sich mit Ausnahme des assoziativen Gesetzes der Multiplikation auch 
mit dem Vierseitesatz begriinden 148t. 
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hinaus noch, daB die (rationalen) Koordinaten aller Netzpunkte, die auf 
einer Geraden liegen, einer linearen Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
geniigen, so ist bewiesen, daB alle in dem Mébiusschen Netz vorkommenden 
Schnittpunktsétze aus dem adjungierten Schnittpunktsatz I folgen. — Ein 
wesentliches und charakteristisches Hilfsmittel des Beweises ist das Prinzip 
der vollstandigen Induktion. 

Es ist bis jetzt noch nicht gelungen, in entsprechender Weise mit 
Hilfe des speziellen Satzes vom vollistandigen Vierseit das A-Netz zu al- 
gebraisieren. Es scheint, da8 sich mit Hilfe dieses Schnittpunktsatzes 
innerhalb des speziellen projektiven 5-Ecks-Netzes der kommutative Zahl- 
kérper R(a@) eines Parameters realisieren la8t, so wie der Satz I innerhalb 
des 4-Ecks-Netzes eine Realisierung des Kérpers R der rationalen Zahlen 
gestattet 1°). 

Dem Satz vom vollstaindigen Vierseit kommt in der ebenen projektiven 
Geometrie noch eine andere Bedeutung zu, die zwar nicht mit dem hier 
skizzierten Problemkreis, wohl aber mit dessen Grundlagen in Zusammen- 
hang steht, insofern nimlich der Satz vom vollstdndigen Vierseit, in dem 
begrenzten Ebenenstiick als giiltig vorausgesetzt, die Hinftihrung der allge- 
meinen projektiven Verkniipfungsaxiome in der Ebene gestattet, deren 
Giiltigkeit wir bis jetzt iiberall vorausgesetzt haben. Es gelingt, wie in 
einer weiteren in dieser Zeitschrift erscheinenden Arbeit gezeigt wird, allein 
mit Hilfe des Satzes vom vollstindigen Vierseit die idealen Punkte in der 
Ebene einzufiihren; diese Einfiihrung beruht bei Pasch und Schur wesent- 
lich auf dem Satz des Desargues. 


§ 1. 
Die grundlegenden Schnittpunktsitze im Netz. 


1. Gegeben sind vier Punkte 1, 2, 3,4, von denen keine drei in einer 
Geraden liegen. Man konstruiere aus diesen Punkten 0-ter Ordnung durch 
fortgesetztes Verbinden und Schneiden das Netz 1-ter, 2-ter, ... Ordnung. 
Dann lassen sich offenbar alle Punkte und Geraden dieses Netzes als Ag- 
gregate aus den vier Symbolen i, 2, 3, 4 darstellen. Wir benutzen hier 
an Stelle der iiblichen Darstellung der Verkniipfung durch Klammern (siehe 
Anm. 1), um eine Haufung von eckigen und runden Klammern zu ver- 
meiden, allgemein folgende Schreibweise: ist die Netzgerade g rekursiv de- 
finiert als Verbindung der Netzpunkte P, und P, + P,, diese wieder als 
Schnitt gewisser Netzgeraden usw., so schreiben wir unter Benutzung einer 
geeigneten, sich aus der Zahl der vorangegangenen Verkniipfungen be- 


te) Vgl. Anm. *»), 
36* 
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g=(P,P,)=—P,;P, =P, ;:P, (y =1,2,...), 


Py = (914,) = 91 i hg = yi 9s ere 
P, = (9, h,) = Jo jrghy = hy 5.9. #=1,2 


Das Symbol ; (4=1,2,3,...) spielt die Rolle des Verkniipfungs- 
zeichens; in jedem Aggregat aus den Symbolen 1 bis 4, das einen Netz- 
punkt oder eine Netzgerade darstellt, gibt es ein Hauptverkniipfungszeichen, 
in der Darstellung von g ist es ;, in der Darstellung von P, und P, ist 
j., Tesp. ;, das Hauptverkniipfungszeichen, d.h. es ist » gréBer als u, und pu, 
(und zwar geniigt es, » um 1 gréBer zu wiahlen als die gréBere der 
Zahlen »,, 4.) usw. Die Aggregate zu beiden Seiten eines Hauptverkniip- 
fungszeichens sind vertauschbar. — Durch Induktion beweist man leicht, 
da8 allgemein die Darstellung eines Netzpunktes aus 1 +4- 3a, einer Netz- 
geraden aus 2+ 3a (a=—0,1,2,...) Zeichen besteht (abgesehen von den 
Verkniipfungszeichen ). 

Die sechs Geraden 0-ter Ordnung #jk (¢, & =1 bis 4, ¢ + &) schneiden 
sich in den drei Punkten erster Ordnung: 


14,233;4, a OF 
1,332;4, wofir wir kiirzer 1.3.. 
14,432;8, re 


schreiben. 


ow oe 
Qo > 


Diese Punkte sind alle voneinander und von den vier Punkten 0-ter Ord- 
nung verschieden, wie aus den Verkniipfungsaxiomen auf Grund der Voraus- 
setzungen iiber die Lage der Punkte 1 bis 4 folgt. DaB die drei Punkte 
erster Ordnung nicht auf einer Geraden liegen, kann allein aus den Ver- 
kniipfungsaxiomen nicht bewiesen werden*). Wir nehmen also die For- 
derung*) hinzu, da8 die drei Punkte erster Ordnung nicht in einer Geraden 


*) Vergleiche etwa M. Pasch, Zur projektiven Geometrie, Math. Annalen 48 (1897). 
*) DaB diese Forderung den Verkniipfungsaxiomen nicht widerspricht, folgt 
daraus, da8 aus den Verkniipfungsaxiomen nicht folgt, daB die drei Punkte erster 
Ordnung 5, 6, 7 in einer Geraden liegen, denn andernfalls ware nach 2. der Einleitung: 





18 5 
245 
126 
8 4 6 
147 
23 7 
5 6-7 


ein trivialer Schnittpunktsatz, was aber nicht zutrifft, da das Schema nicht auf- 
lésbar ist. 
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liegen, und erhalten so die voneinander und von den alten Punkten ver- 
schiedenen Punkte zweiter Ordnung: 


..2.4 81. 
..2.4 41. 
3.4 1. 
.8.4§1. 
..3.4 41. 
.-3.4§1. 


.-2.333.4 
2.841.232 
..2.3841.3 
.2.342.4 
.-2.441.4 
.-2.4452.8. 


—_ = SF tO 
rm pm Dt WD wo w 
on >, >» > 


Die Geraden, die alle Punkte zweiter Ordnung untereinander und mit 
Punkten geringerer Ordnung verbinden — die sog. Geraden zweiter Ord- 
nung —, schneiden sich 

in den Punkten dritter \ YY 
Ordnung. Nimmt man | 


jetzt einen Schnitt- 

punktsatz hinzu, etwa S 

den Satz des Pascal, 

den Satz des Desargues a \ TAS Z 
oder _den Satz vom OLA x er 
vinden, Warts DRL 

Punkte dritter Ordn SRK a 
untereinander und a LZ. VIL, 

Punkten zweiter Ord- 7 4 


nung zusammen. Da bei 
dieser Reduktion be- v4 
merkenswerterweise kei- 

ner der genannten Siatze 

in seiner vollen All- A N 
gemeinheit zur Anwen- Fig. 2. 

dung kommt, erhilt 
man Typen von Schnittpunktsitzen, die spezielle Folgen aus diesen Satzen 
darstellen (s. Fig. 2). 

Wir geben nur diejenigen an, die im Laufe der weiteren Untersuchung 
gebraucht werden (sie folgen alle aus einem von ihnen). Diese Schnitt- 
punktsitze sind mit einer gewissen Willkiir aus der Figur herausgegriffen, 
aber es kommt hier nur darauf an, einen im Mébiusschen Netz auftretenden 
Schnittpunktsatz anzugeben — und zwar einen méglichst einfachen —, 
aus dem das ganze Netz n-ter Ordnung folgt. 
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Das Schema von Schnittpunktsatz I lautet (Fig. 3): Wenn 








13 5 

245 

12 6 

3.4 6 

147 

23 7 

5 7 8 

3.4 8 

6 7 8’ 

: 24 8’ 
Fig. 3. 1 410 
8 210 

je in einer Geraden liegen, so liegen auch 8’ 3 10 in einer Geraden. 


Es ist: 
8’ a 1.4..2.3851.2..8.452.4, 
10 =1.38..2.451.4..2.38,38.45261.4, 


d. h. Satz I besteht aus 24 Zeichen, der Summe der Zeichen in 3, 8’ und 10, 


Man erhalt aus diesem Schema entsprechend der vierfachen Symmetrie 
des Vierecks (1 234) durch geeignete Vertauschung der Symbole 1 bis 4 
drei weitere gleichwertige Anordnungen, namlich durch Vertauschung von 


(1,2) und (3,4): (1,8) und (2,4): — (1, 4) und (2, 3): 


24 5 3 1 5 42 5 
13 5 42 5 31 5 
21 6 3 4 6 43 6 
43 6 1 2 6 21 6 
23 7 32 7 417 
147 417 82 7 
5 7 8 es 5 7 9 
43 8 12 9 219 
67 9 6 7 8’ 6 7 9’ 
13 9’ 42 8’ $1 9’ 
2 3 10’ 3 211’ 4111 
8 1 10’ 9 411’ 9 311 
9’ 4 10’ 8’ 111’ 9’ 211 *) 


*) Satz I ist offenbar ein Spezialfall des Satzes vom vollstindigen Vierseit: in 
der vorletzten Fassung von Satz I erzeugen die beiden Vierecke (1 2 8 4) und (1 278’) 
mit den Nebenecken 5, 6,7 resp. 4, 6, 11’ dasselbe harmonische Quadrupel 1, 2, 9, 6. 
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Das Schema von Schnittpunktsatz II lautet (Fig. 4): Wenn 





9 2 6 
Fig. 4. 


“4 


DQ PF 0c» DOP OO 
COMDMDNINBA aan 


~] 
_ 
th 


9 12 


1 
2 
1 
3 
1 
2 
5 
3 
5 
1 
6 
4 
8 212 im einer Geraden. 


je in einer Geraden liegen, so liegen auch 
Es ist: 
8=1.4..2.331.3..2.4;43.4, 
12 =1.4..2.33,1.8..2.441.245461.4..2.8351.2..3.4, 


also besteht Satz II aus 1 + 10+ 19 = 30 Zeichen. Man erhalt aus diesem 
Schema die folgenden durch Vertauschung von 


(1, 2) und (3, 4): (2,3):  daraus mit (1, 3) und (2, 4): 
24 5 12 6 34 6 
13 5 8 4 6 12 6 
21 6 13 5 7. - 
43 6 24 5 42 5 
23 7 14 7 82 7 
14 7 32 7 14 7 
57 8 67 8 67 8’ 
43 8 24 8’ 42 8’ 
579 67 9 67 9’ 
21 9 13 9’ 81 9 
6 7 12’ 5 7 13 5 7 13’ 
3 9 12’ 4 9’ 13 2 9’ 13’ 
8 112’ 8’ 3 13 8’1 18’%) 


5) Satz Il ist identisch mit demjenigen speziellen Desarguesschen Satz, bei dem 
die Ecken des einen Dreiecks auf den Seiten des andern Dreiecks liegen; in der Tat 
liegen nach der letzten Fassung von Satz II die beiden Dreiecke A. 127 und A 8’9'5 
axial (entsprechende Seiten schneiden sich in den Punkten 8, 4, 6, die in einer Geraden 
liegen) und daher perspektiv (das Zentrum ist der Punkt 13’). 
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Man erhilt ferner aus dem ersten Schema von Satz II durch Vertauschung 


von (1,2) folgenden Schnittpunktsatz (Fig. 5): 








Wir unterscheiden im folgenden der Einfachheit halber diesen Schnitt- 
punktsatz durch die Bezeichnung Satz III von den bisherigen Schemata 
von Satz II — obwohl beide Siatze sich nur durch Vertauschung der 
Symbole 1 bis 4 unterscheiden —, da wir beide Sitze in dieser Form 


nebeneinander gebrauchen werden. 


Man erhalt zu Schnittpunktsatz III drei weitere gleichwertige An- 


ordnungen durch Vertauschung von 


(1, 2) und (3, 4): (2, 8): 
147 $3 7 
23 7 i. 
12 6 831 5 
43 6 24 5 
13 5 34 6 
24 5 12 6 
75 8 76 8’ 
43 8 24 8’ 
759 76 9 
129 31 9’ 
6 514’ 5 6 15 
3 914’ 4 9’ 15 

8’1 15 


daraus mit (1, 3) und (2, 4): 





23 7 
14 7 
21 6 
3 4 6 
24 5 
13 5 
75 8 
3.4 8 
75 9 
21 9 
6 514 
4914 
8 114 
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Das Schema vom Schnittpunktsatz IV lautet (Fig. 6): 


_ 
w 


~ 


> 





won -& 1c Oe DOO 
oom omsts3 QD Q oro 


oa 
o 





2 

co] 
ie 
aia 


Es ist 
Q’a 1.2..8.451.4..2.841.38, 
16 = 1.3..2.451.2..3.441.4, 


also besteht Satz IV ebenso wie die Siatze II und III aus 30 Zeichen. 
Man erhalt wieder durch Vertauschung von 


(1, 2) und (3, 4): (2,3):  daraus mit (1, 2) und (3, 4): 
24 5 12 6 21 6 
1383 5 84 6 43 6 
21 6 183 5 24 5 
43 6 24 5 i. 
23 7 = 2 283 7 
2.2 $32 7 2: 
§ 78 67 8’ 67 9’ 
43 8 a. 18 9 
67 8’ &§7 9 §7 9 
24 8’ 12 9 21 9 
5 6 16’ 6 5 16 6 5 16’ 
2 3 16’ 1 4 16 2 8 16’ 
8’ 8 16’ 9 8'16 9 9’ 16’ 


2. Wir beweisen jetzt, daB die Schnittpunkisdize II—IV alle aus 
Saiz I folgen. 

a) Aus Satz I folgt Satz Il. Man hat unter Voraussetzung der pro- 
jektiven Verkniipjungsaxiome und von Satz I zu zeigen, dap 3.8’ durch 
5.7..9'4 hindurchgeht. 
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Beweis (Fig.7). Nach Satz I fiir das Viereck (1 234) gehen 1.8, 
8.2, 9’.4 durch einen Punkt 10’, ebenso 8.2, 1.4 und 8’.3 durch einen 
Punkt 10. — Die Gerade 4.16’ mit 16°’=5.6..2.3 mége 1.3 in a, 
1.2 in a’ treffen. Dann folgt aus Satz I fiir das Viereck (5632), daB 
5.7, 3.6, a@.2 durch einen Punkt gehen, und zwar durch 8 (entsprechend 
dem Punkt 10’ beim Viereck (1 2 3 4)), und daB ebenso 7.6, 5.2 und a’.3 
durch einen Punkt hindurchgehen, und zwar 8’ (entsprechend dem Punkt 10 
beim Viereck (1 234)). Wendet man also auf das Viereck (5 347) den 
Satz I an, so folgt,daB 10.3, 5.7 und 10’.4 durch einen Punkt hindurch- 











gehen (entsprechend dem Punkt 10 im Viereck (123 4)). Dieser Punkt 
ist aber wegen 10’.4=9’.4 der Punkt 13. Es geht also 3.10—3.8’ 
durch 18 = 5.7..4.9’ hindurch, was zu zeigen war. 


b) Aus Satz I folgt Satz IV. Da aus Satz I Satz II (und also 
auch Satz Ill) folgt, gentigt es zu zeigen, daB Satz IV eine Folge von 
Satz II ist. 

Behauptung. 8’, 8, 16’ liegen in einer Geraden. 

Beweis (Fig. 8). Ist 

b = 3.16..5.7, 


b’ = 2.16..6.7, 


so liegen nach Satz II fiir das Viereck (5 6 3 2) die Punkte 6’, 4, b und 16’ 
in einer Geraden, entsprechend den Punkten 12’, 7, 12 und 6 beim Vier- 
eck (1234). (Wir gebrauchen hier eine der trivialen Umkehrungen von 
Satz II.) Also liegen nach Satz II fiir das Viereck (16’ 16 7 b’) die Punkte 
16’, 8 und 8’ in einer Geraden, entsprechend den Punkten 1, 12’ und 8 
beim Viereck (12 3 4). 
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Durch ahnliche Uberlegungen ergibt sich, da8 aus jedem der Satze I bis IV 
die iibrigen folgen. Wir verzichten hier auf den Beweis. 

3. Wir beweisen jetzt noch zwei im folgenden gebrauchte Umkeh- 
rungen der Satze II und III. 

a) Wir beweisen diejenige Umkehrung von Satz II, die aus dem 
urspriinglichen Schema dadurch entsteht, daB das Tripel 346 an die 
13-te Stelle riickt (Fig. 9). Konstruiert man vom Viereck (1 2 9’ 8’) aus- 
gehend den Punkt 7, dann die Punkte 4 und 3, so folgt aus Satz I, daB 
die Punkte 3 4 6 in einer Geraden liegen: dies folgt sofort aus Satz IV 
fiir das Viereck (5 9’ 8’ 13’), in dem die Punkte 3, 4, 6 den Punkten 9, 9’, 16’ 








Fig. 9. 


im Viereck (1 234) entsprechen. Wir bezeichnen diesen Schnittpunktsatz 
in Zukunft mit Satz II’ *) 

b) Ebenso folgt aus Satz I durch reine Verkniipfung diejenige Um- 
kehrung von Satz III, bei der das Tripel 2 3 7 an letzter Stelle steht (Fig. 10) 
Diese Umkehrung ist konstruierbar vom Viereck (1 9 5 14) ausgehend, da- 
gegen vom Viereck (1 234) aus nicht konstruierbar. Sie lautet: Gehen 
im Viereck (1234) die Geraden 1.8, 9.4 und 5.6 durch einen Punkt, 
wobei 8 auf 3.4, 9 auf 1.2 liegt, und iiberdies 5, 8,9 auf einer Geraden 
liegen, so schneiden sich 3.2, 1.4 und 8.9 in einem Punkt 7. Wir be- 
zeichnen diesen Satz mit Satz III’. 


Beweis. Nach Satz II’ fiir das Viereck (51149) liegen 2, 16 und 
1.5..9.14 in einer Geraden, entsprechend den Punkten 3, 4 und 6 bei a). 
Demzufolge liefert Satz I, angewandt auf das Viereck (1 5 2 16), daB 
1.16=1.4, 5.9=—8.9 und 3.2 sich in einem Punkt 7 schneiden, ent- 
sprechend dem Punkt 11 im Viereck (1 2 3 4). 

Aus Satz I folgen also durch reine Verkniipfung die Satze II bis IV, 
Il’ und III’. 

*) Satz II’ ist die Umkehrung des in Anm. *) erwahnten speziellen Desarguesschen 


Satzes: Liegen die Dreiecke /\ 1 2 7 und (A 8’ 9’ 5 perspektiv (mit dem Zentrum 13’), 
so liegen sie auch axial (mit der Achse 3.4 =3.6). 
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4. Man iiberlegt sich leicht, daB es aus 4 Symbolen keinen nicht- 
trivialen Schnittpunktsatz mit weniger als 24 Zeichen geben kann. (Da- 
gegen besteht der spezielle Satz vom vollstaindigen Vierseit, der einfachste 
Schnittpunktsatz aus 5 Symbolen, von denen 3 in einer Geraden liegen, 
aus 18 Zeichen, und der Satz des Pascal, der aus 5 unabhingigen Symbolen 
zusammengesetzt ist, aus 15 Zeichen.) 

Der Beweis ist so einfach und langwierig, da8 wir uns hier mit einer 
Andeutung begniigen: Da jeder Netzpunkt aus 1 + 3a —a Zeichen besteht 
(wir nennen ihn kurz einen P™), so enthilt ein Schnittpunktsatz, also die 
Aussage, daB drei Punkte in einer Geraden liegen, 


N= 3(1+3q)=3(1+ 34) (a <= ©, 1, ..:) 


Zeichen. Trigt man hierin der Reihe nach fiir N die Werte 3,6, 9,... ein 
und diskutiert in jedem Falle die méglichen Werte der «,, so zeigt sich, 
daB jede mégliche Kombination der «,, fiir die N < 21 wird, nur Punkte 
p™, p®, P liefert, die entweder bereits auf Grund der Verkniipfungs- 
axiome auf einer Geraden liegen oder aber auf Grund der Anordnungs- 
voraussetzung von 8.552 sicher nicht auf einer Geraden liegen. Man er- 
halt also in keinem der Fille N < 21 einen nicht-trivialen Schnittpunkt- 
satz. Das liegt daran, daB jeder P zugleich ein P™ ist und folglich alle 
Punkte P®, P®,... bis P® auf einer g™ liegen. Erst fiir W — 24 erhilt 
man Kombinationen der «,, zu denen nicht-triviale Schnittpunktsitze gehiren, 
und zwar sind diese alle vom Typus von Satz I und dessen Umkehrungen: 

Saiz I ist der einfachste Schnittpunkisatz aus vier unabhangigen 
Symbolen. 

5. Untersucht man die Schnittpunktsatze dritter Ordnung im Mébiusschen 
Netz, so zeigt sich, daB sie alle aus Satz I folgen. Wir werden beweisen, 
da8 dies auch fiir die Schnittpunktsitze n-ter Ordnung gilt. Dieser Nach- 
weis wird, wie schon angedeutet, in einer geeigneten Algebraisierung 
des Netzes bestehen, die aus der Zugrundelegung des Satzes I flieBt: Wir 
ordnen zunachst einer geeigneten, im Netz vorkommenden Punktreihe (Skala) 
die ganzen Zahlen zu und definieren zwischen ihnen geometrische Ver- 
kniipfungen, die der Addition (Subtraktion) und Multiplikation entsprechen. 
Dann werden wir mit Hilfe des Schnittpunktsatzes I das Netz so weit 
konstruieren, bis alle Schnittpunktsitze darin auftreten, die die Giiltigkeit 
der iiblichen Rechenregeln fiir unsere Verkniipfungen bedeuten. 

Hat man so das Rechnen mit ganzen Zablen eingefiihrt, so ordnen 
wir in einem weiteren Schritt gewissen. aus der ersten Skala konstruierten 
Punkten die rationalen Zahlen zu und definieren auch zwischen diesen 
Punkten geometrisch die Verkniipfung der Addition (Subtraktion) und 
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Multiplikation (Division). Um auch fiir diese Verkniipfungen die Giiltigkeit 
der iiblichen Rechenregeln nachzuweisen, hat man wieder einen Teil des 
Netzes n-ter Ordnung zu konstruieren — allein mit Hilfe von Satz I —, und 
zwar so weit, bis alle Schnittpunktsitze darin vorkommen, die diese Rechen- 
regeln in Evidenz setzen. 

Endlich fiihren wir fiir alle Netzpunkte Koordinaten ein. Wir unter- 
suchen zunichst die Gesamtheit der Punkte mit ganzzahligen Koordinaten 
und zeigen, daB die Koordinaten aller Netzpunkte, die auf einer Geraden 
liegen, einer linearen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten geniigen, 
und umgekehrt, daS nur die Koordinaten dieser Punkte der Gleichung 
geniigen. Durch isomorphe Abbildung des Gitters der Punkte mit rationalen 
Koordinaten — (m fest, ganz; i=0,+1,+2,...) auf das Gitter der 
Punkte mit ganzen Koordinaten i= 0, +1, +2,... folgt dann, daB auch 
in dem gesamten Netz der rationalen Punkte die Gerade durch eine lineare 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten dargestellt wird. 


§ 2. 
Die ganzen rationalen Zahlen. 

Wir machen folgende Voraussetzungen: 

1. Die projektiven ebenen Axiome der Verkniipfung. 

2. Die Existenz des vierten harmonischen Punktes als eines von den 
Grundpunkten verschiedenen Punktes (sonst keine Anordnungsvoraussetzung ). 

8. Den Schnittpunktsatz I (und die aus I folgenden Siatze II bis IV 
und’ IT’, III’). 

4. Das Prinzip der vollstindigen Induktion, also die Reihe der ganzen 
Zahlen. 

1. Konstruktion der 
Skala der Punkte mit 
positivem ganzzahligem 
Index. Gegeben seien vier 
voneinander _ verschiedene 
Punkte P,, P,, Q, Q; 
(friiher 1, 2, 3, 4), von &5 
denen keine drei in einer 
Geraden liegen (Fig. 11). “% 

Sei 


S,= ([Po Qo) [P, Q,)), 
U =((P, P,)(Q% Q,)); 
S,=([S,U][P,Q,])- 
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Man konstruiere die Punkte P,, P,,... rekursiv nach der Vorschrift 


Q.41= ([P,, 8,) [Qo U})), 
P +1 = ((8,9,43] [P,U)). 
Aus den Voraussetzungen 1. und 2. folgt, daB alle P, voneinander ver- 


(n= 0, 1,2...) 


schieden sind. 
Definiert man allgemein die Summe P+ P,, durch die Vorschrift 
((PoQ.J[S.0]) =S,, 
((8,,P,J(Q7)) =Q.,. 
((8,9,.,.][PoU)) = P+ Pn 
so hat man also die Definition 


P.tP.=P,, 
2. Wir beweisen jetzt, dab Pj P,=— P,,, ist. 
a) Sei 
([Qo P) [Po Q1)) = U 
([Po Q2](QoPs}) = M, 
((Q, Py] (P:Q.)) = &, 
(LP, Q3)(Q: Ps]) = M, 
Ist dann 
P (LP, Q.+:)(2, P,.,)J)=M, 
so ist 
([P,.Qn+9)(Q, Pased) = Mos 
und also 
Yea =, t2 (% =1), 
also 
y,=2n+1 (x = 0,1, 2....). 


Aus Satz III’ fiir das Viereck (P,Q, P,,,Q,,.) folgt, daB M,,,, 
auf [P,,,9,.,] liegt fir n—0,1,2,...; wendet man also Satz II auf 
dasselbe Viereck an, so ergibt sich, daB M,,,,, M,,,.,M,,,, auf einer 
Geraden durch U liegen. Da dies fiir jedes n= 0,1, 2,... gilt, so liegen 
also alle M, fiir i =1,2,... auf einer Geraden durch U. 

b) Nach 1. ist 


8, = ({P, Q}[ 8,0). 


Mit Riicksicht auf a) folgt aus Schnittpunktsatz IV fiir das Viereck 
(P, Q, P, Q,), daB auch [P,Q,] durch S, geht. Durch Induktion schlieBt 
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man, da8 allgemein [ P,Q, ,,] durch S, geht (Fig.12): Sei dies fiir [P, Q,, ,] 
mit festem k bewiesen, so folgt mit Riicksicht auf a) aus Satz IV fiir das 
Viereck (P,,,Q.41 Peis Qe+s), dab (P,,,Q,,5] durch S, geht, q.e.d. 
Damit hat man mit Riicksicht auf unsere zu Anfang gegebene De- 
finition der Summe P, + P,, bewiesen 
P,+P, _ Pass 
3. Wir beweisen jetzt, daB allgemein 
P+ Pa Pain 
gilt fiir jedes natiirliche n, m. 
Sei bewiesen fiir alle & unterhalb einer festen natiirlichen Zahl, da8, wenn 


8, = ([Po @) [S, 0)) 
ist, fiir jedes natiirliche n P,,Q,,,,M,,,, und S, auf einer Geraden 








liegen. Nach 2. ist die Annahme richtig fiir k—2; wir beweisen sie 
fir k+ 1. 

a) Man betrachte das Viereck (P,P, ,,Q,41' Qnsn'+2) fiir k’ Sk. Nach 
Voraussetzung ist 


([P, Q,+%'] [Piss Qn +1'+2]) =8,, 


((Pa+s Quen’) [Pass Qnen'ea)) = Sys: 
Da nach Voraussetzung auch [P,,,Q,,,',,] durch S, geht, so ergibt 
Satz III’ fiir das obengenannte Viereck, da8 der Schnittpunkt 


((P.Qn+n'+2) [Pars Qn+s')) 
auf [P,..Q,42’41) liegt. Dieser Schnittpunkt ist offenbar M,,,,,,,, denn 
dieser Punkt liegt nach Voraussetzung sowohl auf [P,,,Q,,,’,,] als auch 
auf [P.,.Q,.,']. Dies gilt fir n=0,1,.... 
b) Wir zeigen jetzt, da® auf (P,S,,,)=[P,Q,,,] der Punkt M,,, 
liegt (Fig. 13). 


ebenso 
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In dem Viereck (P, P,Q, Q,,,) schneiden sich nach Voraussetzung 
[P,Q,] und [P,Q,,,] in 8,, ferner [P,M,] und [Q,M,,,] in 8,_, 
(k—2>0, weil k>3); ferner liegen P,, M,, Q, und P,, M,,,,Q.,; je 
auf einer Geraden, also gehen nach Satz III’ fiir dieses Viereck 





[Po Qs]; [P,Q,], | M, M, ..) _ [M, 0) 
durch einen Punkt, namlich 
({M, U) [P, Q,]) = M,,,- 











Fig. 14. 


c) Induktion. Jetzt betrachte man das Viereck (P, P,Q, Q, ,,) (Fig. 14). 
Nach Voraussetzung ist 


((P, Q.) (Ps Qx40]) = S1- 
Nach 3.a) fiir k’=k—1 liegt die 
Mitte M, , , dieses Vierecks auf (P,Q, , .]; 
nach Voraussetzung ist 


([P, Q,) (Ms U)) = M,,;- 
Dieser Punkt liegt wegen 3.b) auf 
[Po Qesa) = (8,419.43): Also geht 
nach Satz IV fiir dieses Viereck [P, Q, , .] 
durch S,,,. 

Sei fiir festes n bewiesen, da 
(P.Qn+n+a] durch Biss und My 5041 
geht. Die Annahme ist richtig fiir n—1. Wir beweisen sie fiir n +1 
(Fig. 15). 
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Die Mitte des Vierecks (Pisa Pais n+k ne nse) ist Mya n+s nach 
8.a), wenn man n durch n+1 und k’ durch k —1 ersetzt; dieser Punkt 
liegt nach 3.a) zugleich auf [P,,.Q,..,,] =[P,,.5,_,]- Ebenso schlieBt 
man, daB die Mitte M,,,,,, des Vierecks (P,P, .5Q,42-1Qn4243) auf 
[P41 Qn+x) liegt; diese beiden Mitten liegen mit U auf einer Geraden. 
Also geht nach Satz I'V fiir das erste Viereck [P, ,.Q,,,,.] durch 8, ,,, q.e.d. 

d) Damit ist bewiesen: 

Sind die Punktrethen P, und Q; (¢=0,1,...) durch den Punkt U 
so beschajffen, dap P; und Q, auf einem Strahl durch 8, = ([P, Q,) [P,Q,]) 
und ebenso P; und Q;,, auf einem Strahl durch S,=([P, Q,][S, 0] 
liegen, so folgt aus den Voraussetzungen auf 8. 561, daB P,, Q,,,, 
S,=([P,Q,)[S,U]) und M,,;,, fiir k=1, 2,... auf einer Geraden liegen. 

Diese Lagebeziehung zwischen den Punktreihen P; und Q, laBt sich 
noch auf folgende Weise erginzen: Nach Satz III fiir die Vierecksfolge’) 
(P,Q, Pass Qnog) fiir n =0,1,... schneiden sich mit Riicksicht auf 2. a) 
alle Geraden [Q, P,,,] fiir n=0,1,... in einem Punkt S_, auf [8,0]. 
Man schlieBt nun in derselben Weise wie oben (2.b) bis 3.c)) durch voll- 
standige Induktion unter Anwendung derselben Schnittpunktsitze, daB, wenn 


S_,=([Q% P,] [S, U}) 
ist, stets Q; P,,, M,;,, und S_, auf einer Geraden liegen. 
Wir kénnen also folgendes Resultat aussprechen: 
Aus der Taisache, dag 
P,Q, 8, (¢=0,1,...), 
P, Qi, 4, 
8, 8, U = ((P, P,)(Q 9)) 
je in einer Geraden liegen, folgt, daB fiir jedes natiirliche i, k 
P,Q, Mis. 
auf einer Geraden liegen, die fiir i>k zugleich durch 
8_¢_»= [(Q. P,_x] [S, U}) 
und fiir i<k zugleich durch 8,_;=([P,Q,_;][S,U]) hindurchgeht. 
Damit ist die zwischen die vier Punktreihen P;, Q;, M,, S; bestehende 
Lagebeziehung vollstaéndig beschrieben. 


") Der Aussage, da8 auf Grund der Anwendung eines Schnittpunktsatzes auf 
eine Vierecksfolge gewisse Geraden einen Biischel bilden, liegt wieder ein Induktions- 
schlu8 zugrunde; er ist aber so einfach, da8 es sich hier und in dhnlichen Fallen im 
folgenden eriibrigt, ihn durchzufihren. 

Mathematische Annalen. 105. 87 
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e) Aus dem zu Anfang vom 3.d) ausgesprochenen Resultat folgt sofort 
die in 3. ausgesprochene Behauptung 


P.4P.=—P,,. (n, m=0,1,...) 


auf Grund der auf 8. 562 gegebenen Definition der geometrischen Ad- 
dition |. Damit sind aber fiir diese Addition zugleich alle Verkniipfungs- 
regeln gesichert, die fiir die Addition natiirlicher Zahlen gelten 

P+ Pa= Poi a= P, +n tPF,» 


(P+ PJP, = Pint mie = n+im+h) = P,+(P,,+P,)- 


Die Gleichung P,jP,=—P,,,. hat folgende operative Bedeutung: Zum 
Punkt P,,,, gelangt man bei Konstruktion der Skala P, (S. 562) nach 
n-+-m—1 Schritten. Unsere Gleichang sagt aus, daB man zu demselben 
Punkt mit einer Anzahl von Schritten gelangt, die bestimmt ist durch 
Maximum {n —1,m—1}+1= Max{n,m}. 

4. Die Operation der Multiplikation. Da unsere geometrische 
Addition dem assoziativen Gesetz unterliegt, so ist es statthaft, bei der 
Addition von m Summanden die Klammer zu unterdriicken. 

Es ist nach dem oben Bewiesenen 

P.4tPiPt+...itP=P = P 


N+N+--- +n mn? 
(m-mal) 


also wegen mn = nm 


Pi,iP.4+...4 P,= P,,+P,+-.-+ P,,- 


(m-mal) (n-mal) 


Man gelangt also derart zum Punkt P,,,, der in der Skala P, nach mn — 1 
Schritten erreicht wird, durch m-malige Addition von P, zu sich selbst 
(resp. durch n-malige Addition von P,, zu sich 
selbst); das sind insgesamt n + m — 2 Schritte. 

Wir behaupten, diese Operation von 
n-+m—2 Schritten l4Bt sich nach Kon- 
struktion von P, und P,, ersetzen durch einen 
Schritt (so da8 man insgesamt zur Konstruktion 








2 e geg von P,,, nur Max{n, m} Schritte auszufiihren 
hat), namlich folgendermaBen (in Fig. 16 und 
in einigen folgenden Figuren ist der Einfachheit 
halber die Gerade [S,U] als die unendlich ferne Gerade der Zeichen- 
ebene angenommen ): 


([P, Qo}[S,U]) = S_,, 
([QoP,][S,U]) = S_,. 
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({(S_, P,,] [P.So)) = x. 


([ Ko" *S_,.][P,U]) =P, ® P,. 
Wir behaupten, es ist 


Fa @ F, ame oe 
Zam Beweis konstruieren wir das Gitter der Punkte K} (das 
ganzzahlige Gitter im ersten Quadranten). 
Sei 
Ky = ([P,Q:}[PoSo]), Ke =([PoQ) [Ps So]): 
dann liegen, da M, auf [P, Q,] liegt, nach Satz II’ fiir das Viereck (P,Q, P,Q, ) 
K>, Kz und U auf einer Geraden (Fig. 17). Nach Satz IV fiir das Viereck 








Fig. 17. 


(Po P: Kj Kz) geht [Qo Ki], wobei Ki = ({ Kj U][P, So]), durch S,, ebenso 
[Ki Qe] durch S_,, also auch durch P,. Sei bewiesen, daB fiir festes ¢ 
K}, Ki.2 und U auf einer Geraden liegen, wobei 


Ki =([P;So](PiseQis1] und Khye= ([Pi42 So] [P: Qi]) 
ist. 

Ist ferner K;'.;=([{K;U][P;.189]), so setzen wir fiir dieses feste i 
voraus, daB [Q; Kis1] durch S,, also auch durch P;_, (nach 3d), und dab 
[ Qi+2 Kiss] durch §_,, also auch durch P,,, oan. Die Annahmen sind 
richtig fiir i = 0. Wir beweiom sie fiir ¢ +1: 

Sei Kis =([Pi+sSo][Pi+1 Qi+2]), so liegen nach Satz II’ fiir das 
Viereck (P;,, Q;.1 P:.3 Q;,,) mit Riicksicht auf die Tatsache, dab M,,,, .. auf 
37* 
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[P..2 Qs) liegt, die Punkte K;,;Kj,;U auf einer Geraden, also liegt 
Ki,, auch auf der Geraden [K; K},2]. Die Nebenecken des Vierecks 
(Pi: Kiss Piss Kits) sind So, Q,,,,U. Nach Satz IV fiir dieses Viereck 
geht also [Q;,; Kis2] durch S, (also auch durch P,), da nach Konstruktion 
[ Piss Ki.s] darch S, geht, und ebenso geht [Q;,3Kji,2] durch S_,, weil 
nach Voraussetzung [K},:P;,3] durch S_, geht. Damit geht zugleich 
[Qi+s Kiss) durch P,, ,, q-¢.d. 
Ist also 
Ky = ([ Po So} [Ps Q:]) 


K; = ([ P80) [Ke U)), 


und 


so liegen stets 
P Ki & 
P, Kiss S,; und Qh;: 
(und ebenso Pi +» K; S_; und Qi+1) 


je in einer Geraden: die Punktreihen P;;, K3; ,,8ind ein Skalenpaar (P, Q)“. 
Wir machen hier eine fiir das Folgende wichtige Zwischenbemerkung: 
Wir nennen zwei Netzteile (R,) und (R;) topologisch aquivalent oder auch 
isomorph, wenn sie sich punktweise so aufeinander beziehen lassen, daB, 
wenn R, R, R, in einer Geraden liegen, dies auch fiir Rj Rj R; gilt. Zwei 
Netateile (R;) und (R/) sind also immer dann isomorph, wenn sich vier 
Punkten A, B,C, D (von denen keine drei in einer Geraden liegen), aus 
denen (R,) nach einer bestimmten Vorschrift konstruiert ist, vier Punkte 
A’ B’ C’ D’ zuordnen lassen, aus denen (R/) in derselben Weise konstruiert 
ist. Wir nennen den aus den Grundpunkten P,, Q,, P,, Q, erzeugten, aus 
den Punkten P;, Q;,S,,S8,,U (siehe 8.562) bestehenden Netzteil das 
Skalenpaar (P,Q). Zwei gegebene Punktreihen P{, Qj sind zusammen mit 
U’ =([PEP{}[Qc Qi], 8i—=([PSQc] [Pi Qi]), S/=([ 860] [Ps Q/]) dem 
Skalenpaar (P, Q) topologisch aquivalent, wenn fiir jedes i =0,1,2,... 
Pi Qi So und P; Qj,,S;{ je in einer Geraden liegen; dann geht vermiége 
der Zuordnung der Grundpunktquadrupel 


Po, Q, P,, Q: — Py, Qo, PY, Q! 
S> in So, 8; in Si, U in U’, also P; in P/ und Q; in Q; iiber fiir $=0,1,2,.... 
Wir beschreiben diese Transformation kiirzer durch 
P,— P;, Q,— Q; (¢=0, 1, B, ..-)s 


wobei ein fiir allemal zu den Werten i =0 und i =1 die einander zu- 
geordneten Grundpunktquadrupel gehéren. — Ist dann M, eine in gewisser 
Weise aus den P, und Q, konstruierte Punktreihe, und ist M; in gleicher 
Weise aus den P; und Q; konstruiert, so folgt aus der topologischen Aqui- 
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valenz der Skalenpaare (P/, Qj) und (P;,Q;) (statt: die Skalenpaare 


(Pi, Qi) und (P;, Q;) sind topologisch aquivalent, sagen wir auch, 


Punktreihen P;, Qj sind ein Skalenpaar (P, Q)), die topologische Aqui- 


valenz der Punktreihentripel 
P; ’ Q, M; und Pi, Qi, Mj, 


und alle Inzidenzen, die zwischen P,, Q,, M, bestehen, gelten auch zwischen 


P. - Qi, My. 


In der topologischen Aquivalenz von (P2;, Ks;) mit (P,, Q;) entspricht 
die Punktreihe Q; der Punktreihe M, beim Skalenpaar (P,Q); die Trans- 


formation: 
Po—> Po, Pr—Ps, Qo—-Ke» Qi—K3?; 
also 
P,— Pr» 
Qi— Kay 
M; — Q; (¢=0,1,2,.. 


ergibt also, da P,Q, M;,, auf einer Geraden liegen, daB auch 
Po; Kee Qise 
auf einer Geraden liegen. Durch die Transformation 
Po Pay, QQ Qian 
folgt daraus, daB ebenso 


Poi: Konss Qisnss 
auf einer Geraden liegen. 
Insbesondere liegen also stets 


Ko Q: Pax (¢=0,1,... 
auf einer Geraden. 
Sei jetzt 
mn Ks = ({ Ps Qs] [Po So}) = ([ Qe Ki ] [Po So]). 
a 
Q: Ki S% 
und : 
Q: Kiss S: 


je auf einer Geraden liegen, d.h., da auch die Punktreihen Q; und K} 
Skalenpaar (P,Q) bilden, folgt aus der Transformation 


Po, Qo, P,, a— Qo, Ko, Q:, K;, 


also 


Pi Q, Q:— K} (¢=0,1,2,. 
die Existenz einer der Punktreihe Kj beim Skalenpaar (P, Q) entsprechenden 


Punktreihe K; durch U, wobei 
K} = ({ Ke U][P; So), 
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die unter anderem so beschaffen ist, dab ‘ 
Ko K; Qui : 
auf einer Geraden liegen, also wegen der Inzidenz : 


Poi Kee Qere resp. Pais: Kens Qi+nss 
auch 


Ko Ki Qs: Pas 
und damit wegen 3.d) auch 
Ko Ki Qe; Psi S-i. 
Durch Fortsetzung dieser SchluBweise gelangt man nach n Schritten zu 
einer Punktreihe K;", die aus K/*~* und Kj~* durch denselben ProzeB | 
hervorgeht wie Kj * aus Kj'~* und K*~*... und wie K; aus Q; und P;. 
Man schlieB8t durch Rekursion, daB 
(1) Ky K}"" Key”... Kin—1)i Qui Pins 19 S-i 
auf einer Geraden liegen. 
Ebenso schlieSt man aus der Tatsache, daB jedes der Punktreihentripel 
Pei, %;; Kx, 
Qei, K}, Ks, 
ii, K;, Kx, 


ih KM, wi 
dem Punktreihentripel : 


P;, Mi; , Q; (¢ = 0, 1,...) 
topologisch aquivalent ist, daB, da stets 
P; Mi+eQ (¢, ka=0,1,...) 


in einer Geraden liegen, auch speziell 
Po Q, Kin 
Qn Ken Kin 
Kin Kin Kin 
Kise Kitnn Kati 
je in einer Geraden liegen, woraus durch Rekursion folgt, dab 
Po Qn Kin Kin + Kiittyn--» Knn 


in einer Geraden liegen, die wegen der beiden ersten Punkte zugleich 
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durch S, geht. Es liegen also 

(2) Qn P 0 ie , 8, 

in einer Geraden. Auch diese Inzidenz werden wir im folgenden gebrauchen. 
Vertauscht man schlieBlich P mit Q und setzt 


K, = ({S, Qo] [P, Q3]) 


Ki = (8, Qo] (P; Q.41))> 


so folgt durch dieselben Uberlegungen die Existenz eines Gitters Kj} (das 
aus dem Gitter K} durch Spiegelung an der Geraden [My U] hervorgeht), 
in dem die entsprechenden Inzidenzbeziehungen gelten: 


(1) Ko Ke? Kaz” ... Kin—1v6 Pas Qn Si, 
(2) Pa Qo Km S—n- 
Unsere oben ausgesprochene Behauptung 

PLOBP, = Pan 


folgt jetzt fiir m>1 aus der Inzidenz (1), nach der auf [S_, K,"~*] 
die Punkte 
x vee Kim—2)n Qim—1)0 Pan 
liegen, d. h. es ist 
Pm ® Px = ({S—n Ko" *} [Po U}) = ([S-n Pmn] [PoU}) = Pun: 
Aus der Definition von P,, @ P,, folgt trivial 
P,OP,=P,OP, = P,, 
PLD P,, = P.~DPy = Py. 
Es gilt also allgemein 
POP, =P..=P..=P,BP, (n,m=0,1,...). 
Wir werden spiter sehen (S. 591), daB sich die auf 8S. 566 gegebene 
Definition von PGP, ersetzen la8t durch die folgende, ebenfalls der 
Gleichung P,P, = P,,, geniigende 
((Q; PJ [Po Qo) = Wa» 
((W.9,J([PoU l= PD P,. 
5. Man schlieBt aus 4. daB die Verkniipfung durch das Zeichen €) 
assoziativ ist: 
P,DB(P,.D Pa) =P. BD Pam = Pann =(Pe BP.) DP, 
(k,n, m=0,1, 2,...). 
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Ferner folgt aus 3. und 4.: 


PLB(P. + Pa) = PiD Pas n = Prnsnm = Pant Paw 
=P,OP,4+P,.0P, =(P. +P.) P,- 

Damit ist bewiesen: 

Die durch die Zeichen + resp. G definierten geometrischen Ver- 
kniipfungen zwischen den Punkten P, (i =0,1,2,...) befriedigen alle 
Rechenregeln, die fiir die Addition und Multiplikation natiirlicher Zahlen 
gelten. 

6. A. Definiert man die Subtraktion allgemein durch folgende Operation: 

S,, =((Po@,] (5, U)), 
P, + P,, =([S,,9,] [Py U)), 
so erkennt man, daB fiir n >m—>0 wegen 3.d) 
P, = P,.= Fane 
ist, daB aber fiir m > der Punkt P,P, auBerhalb der Strecke [P, U} 
liegt. Um also die Subtraktion durchgingig zu erméglichen, erweitern wir 
unsere Skala, indem wir Punkte mit negativem ganzem Index einfiihren: 
P_.= ([8, Qo) [P,U}), 
Q_; = ([S,P_,)[Q@.U)), 


Pst _— ([S, Q_tn-»] [Po U)), 

Q_. = ({S, P_,J(QU)), 
d. h. man bezeichnet in Fig. 11 rein formal P, mit P_,, P, mit P_,,_,),... usw. 
P, mit P,, P,,, mit P, usw. Dies andert offenbar nichts an den zwischen 
den P,Q, 8S nach 3.d) bestehenden Lagebeziehungen, d. h. es liegen stets 
fiir ganzes n und k > 0 


P, Q,-. 8, 


a Q. 8, 

je auf einer Geraden. (Fir n >k> 0 ist das die alte Inzidenz.) Daraus 
folgt: behilt man fiir beliebig ganzes n, m die auf 8.562 gegebene 
Definition von P,+P,, bei und erweitert auch die oben gegebene Definition 
von P, + P,, auf beliebig ganze n,m, so ist offenbar fiir n,m > 0 

P, +P_._=P, ~ i = PL 

P, + Fh» Ff, + P.. = Plate 
°.,*%, = at P_a=P_insmy 
Fe” Fug @ _at P,, = P._.: 


und 





hes OOo 


rr _> -> — 
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Damit gelten alle fiir die Addition und Subtraktion der ganzen Zahlen 
giltigen Rechenregeln auch fiir unsere Verkntipfungen + resp. ~ zwischen 
den Punkten P, mit ganzem Index. 

B. Auch fiir die Multiplikation mit negativen Zahlen gelten die 
iiblichen Rechenregeln, wenn man fiir beliebig ganzes n,m P_,G P, in Uber- 
einstimmung mit der auf 8.567 gegebenen Definition folgendermaBen definiert: 

([P, Q)[S,0]) =8_,;, 
([Q P,J[S,0})=S_,, 
({S_, Py] [Pp S9]) = K, 

((S_, K)[P,U))=P,OP,, 


PDP, = Pan 
Man hat drei Fille zu beweisen (n, m > 0): 
«) P, OP_.=P. 


B) P_..OP, = | 
y) P_.DP_a = Pas - 
Da die Einfiihrung der Punkte mit negativem ganzem Index nur eine Um- 
numerierung der urspriinglichen Figur bedeutete, gelten die Inzidenzen 
(1), (2), (1), (2) auch noch, wenn man von dem Index der Punkte 
P, Q, K(K) eine beliebige (feste) ganze Zahl subtrahiert. 
Es ist also 


dann ist stets 


(([S_,P,, ][P)So] = Ko"~* nach (1), 
([S_, P_.) [Po S.] = Ko” nach (2). 
Die Behauptungen «), 8), y) bedeuten der Reihe nach, daB 
EB, Powe 
ET 8-. P-as 
Eo 8, Pas 
je in einer Geraden liegen; das erste folgt aus (2), das zweite aus (2) und 
das letzte aus (1). 

Man hat also in der Punktrethe P, (i= 0, +1, +2,...) und den 
zwischen den P, definierten Verkniipfungen +, G eine Realisation des 
Rings der ganzen Zahlen. 

Um alle Rechenregeln fiir die Verkniipfung j nachzuweisen, geniigten 
die zwischen den vier durch U gehenden Punktreihen P, Q, M, S bestehenden 
Lagebeziehungen. Die Rechenregeln fiir die Verkniipfung G) dagegen er- 
gaben sich erst mit Hilfe des aus den Punktreihen P,Q konstruierten 
Gitters K/(K}), also erst durch Betrachtung unendlich vieler durch U 
gehender Punktreihen. 
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7. Wir beweisen jetzt noch eine im folgenden gebrauchte Eigenschaft 
des Gitters K;*, namlich die, da8 fiir jedes 4=1,2,... die Punktreihen 
P; und K; ein Skalenpaar (P, Q) sind, dh. da alle Geraden [ P; K;] (¢=0, 1,...) 
sich in §, schneiden, da8 sich alle Geraden 

(Po Ki), (Pa ke),....[PKiAs] auf [8,0,] 
schneiden (entsprechend dem Punkt S, beim Skalenpaar (P, Q)): 
Aus Satz III fiir die Vierecksfolge 
(P; Piss Ki Ki+2) 
(Q: Qise Ki Kis) 


(Ki Ki Ki*? Kis?) 
folgt, daB die Geraden 
[Pi Qi+s], (Qi Kise], ---, (Ki Kas 
sich auf [S,U] schneiden, so daB, wenn man fiir den Augenblick Q; mit K° 
und P; mit K;' bezeichnet, die Punktreihen Kj und Kj,, fiir festes 
4=0,1,... und laufendes ¢ = —1,0,1,... ein Skalenpaar (P,Q) sind. 
Die Abbildung Po, Qo, Pi, Q:—+ Ki’, Kive, K?, Ko.s, 


also U —S8,, 
8S,—0U, 
8, — ((P,Q,42)[S,7]) =8,, 
P,— Ki* (4 fest), 
Q: — Kis? (¢=0,1,...), 


ergibt also, da offenbar dabei 
My; in Kiz? 
iibergeht, daB sich 
(Ki Kis), (Kise Ki*) auf (Ki,, Kix] 
schneiden (es schneiden sich namlich 
(Pi+1 Qo], [Qi+1 Po] aut [Meu +1) Mo)). 
Mithin gibt Satz III fiir die Vierecksfolge 
(Po Pp Ke K;) 
(P, Ps Ki: Ks) 


(Pr Peis Ki Ki+s), 


daB sich alle Geraden (P;Ki,:] (¢=0, +1,...) auf [8,0] schneiden. 
Ebenso zeigt man die topologische Aquivalenz von (P;, K;) mit (P;, Q,). 
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§ 3. 
Die analytische Geometrie im ganzzahligen Koordinatensystem. 


1. Wir bezeichnen im folgenden die Punkte P,, P,, Q,,Q, der Reihe 
nach mit O, X,, Y,,£;.S, mit Y, U mit X und die aus diesen vier 
Grundpunkten nach S. 562 konstruierte Skala P, (¢ ganz) mit X,. Kon- 
struiert man ebenso mit Hilfe dieses Vierecks auf he oe 
[OY] die entsprechende Skala ¥,, so sind dies | | 
in unserer alten Bezeichnung die Punkte K;}~* STS A\y 
fiir ¢>1 und Kj fir +<0 (Fig 18). Wir 4} 5K-KGK > 
nennen die Punktreihen [OX] und [OY] die GAGA GA GY 





\ 














os 




















Ke 
Koordinatenachsen. Da alle ihre Punkte Netz * | 1 Gir Gh Gir 
punkte sind, so ist auch jeder Punkt — Coot 
Pro, w = ((X, YI(Y,, X)) 0 4, 4, %, “t 
ein Netzpunkt. Wir nennen n und m (in dieser Fig. 18. 


Reihenfolge) die Koordinaten des Punktes P. 

(In unserer friiheren Bezeichnung ist fir n,m>0O Pinm —=K,' usw.). 
Wir bezeichnen im folgenden den Punkt mit den Koordinaten n,m 
mit ‘G,", speziell X, mit ‘G2, Y, mit *Gj" und EZ mit ‘@;. 

2. Wir beweisen jetzt, daB die ganzzahligen Koordinaten aller Netz- 
punkie, die auf einer Geraden liegen, — und nur die Koordinaten dieser 
Punkte — einer linearen Gletchung mit ganzzahligen Koeffizienten geniigen. 

a) Auf Grund der Uberlegungen von 8. 567ff. liegen stets: 


ee is ee 

1 a eee 

"Cis "Gis ore 8, = ({X Y](O#)), 

‘at? tal* ... '@t, Xp... 8-1 = ((X Y)[Xi%)) 
je auf einer Geraden. Insbesondere liegen also die Punkte 


St pe bd 


..O ‘at ‘ag... 'GF—({(XY,)(YX,) (4—+1, +2...) 


auf einer Geraden, und umgekehrt folgt aus der Eindeutigkeit der Ver- 
kniipfung, daB ein Punkt mit nicht gleichen ganzzahligen Koordinaten 
nicht auf dieser Geraden liegt. Bezeichnen also x und y zwei Veranderliche, 
die aller ganzzahligen Werte fahig sind, so hat in dem ganzzahligen 
Gitter 'G} die Punktreihe [OZ] die Gleichung 


z=y. 
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b) Wir betrachten jetzt die von [OZ] verschiedenen Punktreihen des 
Biischels O und zeigen, daB ihnen die Gleichungen 


z=ay rep. y=az (@ ganz) 
zukommen. 
Da nach 8. 570 fiir jedes feste ganze n und laufendes i, k die Punkt- 
reihentripel 
‘AN, Git» ari" resp. *Goi+1 Gis Gti 
in dieser Reihenfolge dem Punktreihentripel 
P,, Min & (¢,&=0, +1,...) 


topologisch fquivalent sind, und da fiir jedes ganze ¢ und & die drei 
letzten Punkte auf einer Geraden liegen, so folgt durch Rekursion, wenn n 
alle ganzen Zahlen durchliuft, da8 insbesondere auch 


O *G? ‘Gi. ... Ge = ([¥ Xze][X ¥n]) (a, k ganz) 


in einer Geraden liegen. Aus der Eindeutigkeit der Verkniipfung folgt 
wieder, daB kein anderer Gitterpunkt auf dieser Geraden liegt. Daraus 
folgt, da8 die Koordinaten aller Gitterpunkte, die auf [O 'G;] liegen, — und 
nur diese Koordinaten — der Gleichung geniigen 


r= ay. 
Ebenso schlieBt man aus der Symmetrie des Gitters ‘G} in bezug auf i 
und k, daB der Geraden [0 'G?] die Gleichung 


y=az 
zukommt. 


c) Da in dem Gitter ‘G* auf Grund der Fig. 17 die Gerade {X,'G)] 
in jede Gerade [X;’G; ] verschoben werden darf, so folgt endlich, daB die 
Koordinaten aller Gitterpunkte auf der Geraden [X,‘'G;] —- und nur diese 
Koordinaten — der Gleichung geniigen 


za=(a—b)y+b (a, b ganz) 
resp. die Koordinaten aller Gitterpunkte auf der Geraden [Y,‘G{] der 
Gleichung 
y=(a—b)z+b. 
Insbesondere haben die Geraden [Y, X] resp. {[X Y,] die Gleichungen 
y=n 
resp. z=n 
3. Wir sind jetzt in der Lage, alle Inzidenzen im ganzzahligen 
Gitter anzugeben: Auf der Verbindungsgeraden zweier Gitterpunkte 


(nm ganz). 
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(d. i. eine Gittergerade) [*Gz"*Gr*] liegt stets ein weiterer Gitterpunkt *G}: 
— und nur ein solcher —, fiir den 

n, n, lt 
m, m, 1 
k, k, 1 
ist. Der Schnittpunkt zweier verschiedener Gittergeraden 


=0 








9, =a,x7+b,y—c¢,=0 
9, =a,2+b,y—c,=0 
ist im allgemeinen kein Gitterpunkt; dies ist nur dann der Fall, wenn 
, by — b, Cy @, Gy— 6, My 
ahha und ay are t4 beide ganze Zahlen sind. 

Die Operation des Schneidens ist also im Gegensatz zur Operation des 
Verbindens in unserem Punktbereich der *G} nicht durchgingig ausfiihrbar. 
Um diese Beschrankung aufzuheben, erweitern wir unseren Punktbereich, 
indem wir das ganzzahlige Gitter unterteilen. Dies geschieht durch die 
Einfiihrung der Punkte P. mit rationalem Index r. 


(a,, 5, ¢; ganz) 





§ 4. 
Die rationalen Zahlen. 


Wir fiihren das Operieren mit Punkten mit rationalem Index auf das 
Operieren mit Punkten mit ganzzahligen Indizespaaren zuriick. 

l.a) Das Gitter der Punkte M}. Wir schreiben in Zukunft fiir 
M,— M;, statt Q; zuweilen M;, statt 8; zuweilen M:. Wir haben auf 
8. 565 bewiesen: Zu jedem Skalenpaar (P, Q) existiert eine Punktreihe M* 
durch U so, daB allemal M;, Q;, Pr-; resp. P;, Qi, M;., auf einer Geraden 
liegen. Insbesondere liegen also Q), M;, P; und Q;, Miss, P; je auf einer 
Geraden, d. h. die Punktreihen P; und M; bilden wieder ein Skalenpaar (P, Q) 
(den Punkten U, 8, und S, entsprechen die Punkte U,Q, und Q,). Es 
existiert also eine Punktreihe M; — entsprechend der Punktreihe M? fiir 
das Skalenpaar (P,Q) — durch U, so daB allgemein P,, M?, M;., auf einer 
Geraden liegen, es liegen also 

Py Qe Mis Mis2x (t,k=0, +1,...) 
auf einer Geraden. 

Da insbesondere Mj P;M; und M; P;M;,, je auf einer Geraden 
liegen, so sind die Punktreihen P; und M, ebenfalls ein Skalenpaar (P, Q), 
so daB8 die Existenz einer Punktreihe M; durch U folgt, wobei P, M;’ M;+, 
auf einer Geraden liegen, und also mit Riicksicht auf das Vorhergehende auch 


Py Q; Mix Mixon Mi, se- 
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Durch Fortsetzung dieser SchluBweise gelangt man nach n Schritten zu 
einer Punktreihe Mj** durch U (Fig. 19), die so beschaffen ist, dab 
P, M} Mj) auf einer Geraden liegen. Durch Rekursion schlieBt man, da 
damit zugleich fiir i,k = 0, +1, +2,... 


2 8 n n+1 
P, Qa: Mj, Mj+2% eee Mys(n-1)k Mien 


auf einer Geraden liegen. Und ebenso liegen auf einer Geraden 
MP Mo MA»... MAG ne-» (m>1,1l>2). 
Diese Inzidenz besagt: Aus der Eigenschaft der Punktreihen P,, Q;, von S, 











aus in der Zuordnung P,—+ Q; und von S, aus in der Zuordnung P;—Q,,, 
(¢ = 0, +1,...) perspektiv zu sein, wobei S,, S, und U = ((P, P,)[Q, Q,}) 
in einer Geraden liegen, folgt, daB drei Geraden [ P; Q:], [Pi Qe], [Pi Qu’) 
immer dann durch einen Punkt gehen, wenn 

nae PA, na OPO Gl 


i’-i i" i 








ist, und wenn A ganzzahlig ist; in diesem Falle ist naimlich der Punkt 
Mi.«-1); allen drei Geraden gemeinsam. 
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b) Insbesondere folgt daraus, da nach § 2, 7 fiir 41, 2,... die Punkt- 
reihen P; und K; (und ebenso P; und K;) ein Skalenpaar (P, Q) sind, 
und da nach § 3, 3 fiir jedes natiirliche a, b, c,d 

[PoQo] = [Po Ko], 
[Pao Q-»] _ [Pac K ..-su0+da)> 
[P-aaQva] =[P-aa Kii+1)a+aas] 


ist, daB die drei rechtsstehenden — also auch die drei linksstehenden — 
Geraden fiir 4—ad—1 durch einen Punkt hindurchgehen, der dem 
Punkt M5**** beim Skalenpaar (P,Q) entspricht. Durch entsprechende 
Uberlegungen zeigt man ebenso, daB die drei Geraden 
[PoQo], (PaaQsa}» [P_acQre] 


[Po Qo], [Pra Qa) ’ [P_oeQ_s.] 
je durch einen Punkt gehen. 
Von diesen Tatsachen werden wir spiter Gebrauch machen (siehe 9b). 


und 


2. Erste Einfitihrung von Pa mit m—1 Schritten (2 bis 5). 
Wir fiihren jetzt die Punkte mit rationalem Index ein. 
a) Wir betrachten 5y-Me 
jetzt nur das Viereck 
(P,Q,P,Q,) samt den 
Punktreihen M*, soweit 
sie darin verlaufen (also 
fir 0<i<k). Dann 
liegen wegen 1. 
P, M M;**... Mp*" 
(& = 0, 1, 2,...), 


P, My M;***... ME** 
(k,n = 0, 1, 2,...) 
je auf einer Geraden 
(Fig. 20). 
Es folgt zunachst 
aus Satz II fir die 
Vierecksfolge 


(PoP; Mo M;’) 











(P, P, Mi ME), 
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daB M; M; M;... M;* auf einer Geraden liegen. Sei 
([ So Ms'] [Po P:]) = Py. 
Dann ist also, falls 
({So M'] [Po Ps) = Pe 
gesetzt wird, 
Pi= P.=...P. . 
2 + rt 
Ebenso folgt aus Satz II fiir die Vierecksfolge 


(Po P,; Mo M;’) 


(PoP; Mo Mr-1), 
daSB M: M; M:... M;*** auf einer Geraden liegen. 
Allgemein folgt aus Satz II fiir die Vierecksfolge 


(PoP; Me M;') 
(Po P, Mo** Mis"), 
daB 
M* a wet? ... Mepte* (k =1,2,...) 
auf einer Geraden liegen. Ebenso zeigt man, wenn allgemein Mi mit Mi; 
vertauscht wird, daB 
My-} My** Mes? ... Medi*s* 
auf einer Geraden liegen. 

b) Ferner folgt aus Satz I fiir das Viereck (P)P,M) M;), dab 
[Mo M;'] durch P, hindurchgeht. Daher geht nach demselben Satz fiir 
das Viereck (P,P, Mo M;') auch [Mj M;'} durch P,. Durch vollstindige 
Induktion (erste Induktion) schlieBt man, da8 auch [Mp M;**) durch P, 
geht: Sei bewiesen, daB M;'M;*’ P, suf einer Geraden liegen, so 
folgt aus Satz I fiir das Viereck (P)P,M¢ M!), daB auch (M} M;**) 
durch P, hindurchgeht. 

Ebenso zeigt man durch Vertauschung von M; mit M;_;, daB all- 
gemein M} Mis? P, auf einer Geraden liegen. 

Damit ist bewiesen: Der Punkt P, wird erhalten, indem man irgend- 
eine Gerade [Mf Mf") (i, =0,1,2,...; 4k) mit [P,P,] schneidet. 

3a. Sei bewiesen: 

Definiert man allgemein Ps durch 


Pe= (ME S)[RAY (RIVE), 
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so sei die Figur so beschaffen, daB bis zu einem beliebigen festen m und 
n =1 allemal 

[ek 
P Mt Mit" t Ss 
Miia (, fig 


auf einer Geraden liegen. (Das —-Zeichen kommt nur dann vor, wenn 
k>m und i>1 ist, sonst nur das -+--Zeichen.) Die Annahme ist richtig 
fiir m= 2 (fiir m=1 ist sie trivial). Wir beweisen sie fiir m+ 1 (zweite 


Induktion ): 
Vermége der Transformation 
P, — P,, 
P,— Ps 
Q—-W=M, 
Qa— M.” 


geht nach unserer Voraussetzung iiber: 
U = ({PoP,}[Qo@s}) — ({[PoP1] [Mo M"))= Ps, 

8, — 8,, 
M = ({P:Qo] [PoQ:]) —o ([P: Mo) [ Po M;"}) = mu"*" 


(denn nach Voraussetazung liegen auf [P. M,] alle Punkte des Typus M;*’". 
auf [P,M") alle Punkte M"*, fiir 4=1—4 sind beide gleich. Nach 
diesem Schema sind im folgenden alle Schnittpunkte berechnet). 
Me = ({ MrU]{ PoQo]) —> ({4"**P_s_][PoQo]) = Mo. 
Sei fiir festes ¢ bewiesen 
Mi — MG. 
Dann kommt: 


Mi** = ([PoQ:] [Md P,}) — ({ Po Mi") [Mo P:}) = M"*"', 
Mi** = ({Ms*? 0) [PoQo]) —> ((UE"** P_s_][PoQo]) = Ms". 


Da die Annahme fiir i = 2 richtig ist, gilt also allgemein: 
M, — My; 
also 
Mi =([PQi][MoU]) — ([Ps Mi") [Mc P_s_]) = Mi, 


My = ([Mo'U) {Po Mé']) — ([Mo' P_s_}[Po Mi") = Min**~ 


(¢,4=0,1,...3 #<). 


Mathematische Annalen. 105. 38 
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Ferner 





Py = ([ Mi So] [Po Ps]) — ([Mi"** So] [Po P2}) =P. 
Es entsprechen sich also die Punkttripel 


MW; a. 0 ~~ a, a,” PP, , 
M;, mit, | ee Ms , ae Pi, 
MM. me, OMT, Po, 


die nach Voraussetzung je auf einer Geraden liegen fiir laufendes 4. Da 
wir bewiesen haben, daB aus der Tatsache, daB die linken Tripel je auf 
einer Geraden liegen, folgt, daB 

P, Mi Mis" (¢<k; i,k =0,1,...) 
auf einer Geraden liegen, und da wir wissen, da8 auch die rechten Tripel 
je auf einer Geraden liegen, so folgt durch die angegebene Transformation, 
da8B auch 


(a) Ps MiMtt§ sherri Sk; i,k =0,1,...) 
auf einer Geraden liegen. Wir zeigen, da8 allgemein 
(a’) Pa Mi ME” (¢<k; t,k=—0,1,...) 


auf einer Geraden liegen. 
Man mache die Transformation 
P, — P,, 
P,— Pi, 


Q.—> Mi" (1=0,1,2,...), 
Qi — Mis. 

Dann geht iiber: 
8,— M;, 


U—P:, 


m1 


Mi = ({P:Qo} [PoQs] — ([ Ps Mi**) [Po Mizi"}) = Mis, 
My = ([ MIU] [PoQo] — ({Mjei"*" P_s_) [Po Mi**]) = Mi**. 
Sei bewiesen 
M; — M/** fiir festes i. 
Dann ist 
Mi** = ([PoQs] [Mo Ps]) —> ((Po Miss) (Ah Ps }) = Misr, 


MS** as ({ mit U) [ Po Qo]) pe (( art Ps [Po M;**)) =A M;***", 


a 
m1 
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Also gilt fiir jedes ¢ 
M eats m;** 
also 
Mi = ({ MSU) (P,Qs]) — (MPs) [Ps Me)) = ME, 
Mi = ([PoMi)[Mo'U]) — ([Po Mise") [Mii** P_s_]) = Miser’, 

Es entsprechen sich also die Punkttripel 

M, Mi. , U ae mtetenns mene. P,. 

Me, Mit", Pp Mi , Mt™, P,, 

M;, mu, Py — we ’ ~ ed Po, 
die nach Voraussetzung je auf einer Geraden liegen. Da aus den links 
stehenden Inzidenzen folgt, dab 

SoM; M;... Mi"... Py 
auf einer Geraden liegen, so folgt ebenso aus den rechtsstehenden In- 
zidenzen, daB die Bilder 
M; Miser itsiety es miern i 
auf einer Geraden liegen. Fiir 41m und 4=Im--1 enthilt diese Reihe 
fiir jedes 7 und m die beiden Punkte 
nen Mati tern 
die fiir ¢ = 1-+-Ilm und k= 21-+-1m auch in der Inzidenz (a) vorkommen, 
so daB die Gerade durch P_:_ geht, das Bild von P,. Ferner folgt, da 
2 


m+ 
P, Mi Mi* 
in einer Geraden liegen, durch die obige Transformation, daB auch 


l+k+(m—1)i 1+(41)m+k—(iF1) 
4. Misi Mit 


in einer Geraden liegen, fiir 1 = 0, 1, 2,...; ¢,4 =0,1,2,...; ik. Dies 

ist aber die behauptete Inzidenz(a’). (Man setze i =0,1=1',1+-k=k’>9’,) 
Fiir n = m —1 schlieBt man ebenso durch Vertauschung von Mi mit 

M;.;, d.h. durch Spiegelung des Vierecks (P,Q, P,Q,) an der .Nebenseite 

[So M;'], daB stets 

(a) Pos Mi Min 

in einer Geraden liegen. ‘5 


3b. Wir beweisen jetzt, daB allgemein 
b) Pn Mi MEE” "Sm 
( os Ute i,k, n=0,1,2,... 


auch fiir m > 2 in einer Geraden liegen: 
88* 
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Wegen (a’) liegen insbesondere stets 

Ms Mes" Ps (k=0,1,...) 
in einer Geraden; da weiterhin auch 

M; M;*” P, 
in einer Geraden liegen, so folgt, daB die beiden durch P, gehenden Punkt- 
reihen M; und M;"~*** fiir laufendes i ein Skalenpaar (P, Q) sind (wobei 
sich die Punktquadrupel P,, Q,, P,,@, und My, Mo"~*, Mi, MI" ent- 
sprechen). Nach § 2, 3d schneiden sich also alle Geraden 

(Mo Me**"), (Me Mess"), .... (Meee? *) 
auf [P, P,], d.h. es liegen wegen ({ My M;'**~*) [P, P,]) = P_x___ stets 
m+k—1 
b yeateiee pee: 
(b,) 2 Min m=1,2,...;n<m 
in einer Geraden. 
Weiterhin liegen nach (a) fiir jedes i = 0, 1,... 
Met bs Sort+s p oo 
2n+1 

in einer Geraden, so daB auch die durch P, gehenden Punktreihen Mint 
und Mi}3r*' fiir jedes 4 = 0, 1,... und laufendes i ein Skalenpaar (P, Q) 
sind (wobei den Grundpunkten P,, Q,, P,, Q, die Grundpunkte M;", 
mee we eee entsprechen). Es existiert mithin eine (der 
Punktreihe M; entsprechende) Punktreihe durch P,, auf der sich allemal 
([Mie** Maine’) und (Met Macae’) schneiden; fir i =—0, k=—2n 
ist dieser Schnittpunkt offenbar gleich M{*;),", denn es liegen sowohl 


Mig Meet MED? " und Pn» = Pi (nach 2), 
2n 2 





ebenso 
Mint ** Mote" Maine und U 
je auf einer Geraden. Es entspricht also der Punktreihe M; beim Skalen- 
paar (P,Q) die Punktreihe Mjvi)**', und es folgt insbesondere, da& 
Min Moshe Mosse 
(das sind die Bilder von 
Piim-n) Msa+1)m—m Qi+2)(m-n)) 
in einer Geraden liegen, woraus man durch Rekursion schlieBt fiir 4 = 0,1, ..., 
daB allgemein , 
(b, ) My My" Msn... Pn 
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in einer Geraden liegen, d. h. es ist 
4 nom, 
(bs) Pea Fie He , —1,3,...;9=0,1. 
Aus der topologischen Aquivalenz der Punktreihenpaare ra Meet) 
und (P,, Q;) folgt weiterhin nach § 2, 3d, daB sich alle Geraden 


Am yg (A+2)n+k An+1 gg(A+2)n+k+1 Mi *' M, coeeteer 
[Min (A+2)n ] [Min Miss 2)" i. » (MG +2)n ] 


auf [P, P,] schneiden, das gibt fiir 4—0 und Np lag den Punkt 
P2n = Pn (nach b,), d. h. es liegen auch 
zm m 


(b,) P» M)M,*™ 
in einer Geraden. 


SchlieBlich sind auch die durch P, gehenden Punktreihen M;**, Mj*™"** 
fiir jedes feste r, m und laufendes 7 ein Skalenpaar (P,Q), da stets 


Mj** Mi*™* P, 
und 
ui sor p 1 
m+i 
(nach (a’)) je in einer Geraden liegen, so daB sich nach § 2, 3d alle Geraden 
[Mo M;*"**}, Fe tas OO .» (Mere) 


auf [P, P,) schneiden, und zwar wegen (6) in 
({ Mo Mz*"**)[P, P,}) = Pra 
Ersetzt man also k durch n und m+ k durch m, so ist bewiesen, daB 
Pra a ete 


in einer Geraden liegen, und das ist fiir i —/ und r+1=—k die behauptete 
Inzidenz (b). 
Damit ist bewiesen: 
Aus der Tatsache, da fiir laujendes 4 =1, 2,... 
Mi M;'., U 
Mt mi** P, 
Mi m;** Py 
je in einer Geraden liegen fiir i<k, folgt, daB stets 
Mi Miz” Ps = ([{So Mn} [Po Ps) 
(ngm; tik; n,t,k=0,1,...) 
in einer Geraden liegen. 
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Insbesondere folgt daraus 
P. = Pin (4 =1,2,...; n=0,1,2,...; nm). 
Ebenso beweist man durch die Verschiebung 


[S, Py] — (S, P,] (¢ = 1, 2,...), 
daB stets 
n,¢ =It, l¢+1,..., 1(#+1) 
m,t=1,2,... 
k=0,1,2... 
t—li<ck 


Mi Mize” Px fiir 


in einer Geraden liegen. 

4. Wir zeigen jetzt noch, daB diese Inzidenz nicht nur fiir ¢ =/t,... 
bis 1(¢-+-1), sondern (bei festem, beliebigem ¢) fiir jedes ganze i gilt, d.h. 
daB allgemein 
(c) Mi Mein” Pa 

(m=1,2,...; »,k=0,1,2,...; £0, +1, +2,...) 
auf einer Geraden liegen. 

Es geniigt, den Beweis fiir t=0 (dh. 
die Gerade [S, P,] in jede Gerade [S, P,] ( 
den darf. 

Die Transformation 


n<m) durchzufiihren, da 
t=1,2,...) verschoben wer- 


P,—P,, P,—P,, 
Q,—> Mi, Q:— Miss (t>1), 
S,—-8,, U—-U 
ergibt mit Riicksicht auf die unter 1. bewiesenen Inzidenzen 
Mo — M;, 
wie man leicht durch vollstandige Induktion schlieBt. Also 
= ((P:Q:)[Mo0}) — ([ Pi Mis) (M0) = Mis, 
Mj = ({ Me U) (Po Mi}) — ({ Mi) [Po Mi.:}) = Miss 
Es entsprechen sich also die Punkttripel 
Mi, Mii, U — Miss, Miscrr, 0, 
Mt, Mit’, P, + M! , Mit’ , Py, 
My, My**, Po— Mei, Mes , Po, 


also 
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die wegen 1. sowohl links als auch rechts fiir laufendes 4 je auf einer 
Geraden liegen. Aus den linksstehenden Inzidenzen folgt nach 3., daB 
S, Ma" Mm... Mi" P. (n<m) 


auf einer Geraden liegen, also liegen vermége der obigen Transformation 
auch die entsprechenden Punkte 


M, Min Mistn eee Mise (My = 8:) 


auf einer Geraden, die zugleich durch P, geht, weil fiir jedes natiirliche, 


der Ungleichung / < 4(m — n) geniigende 4 die Punkte der letzten Reihe 
zugleich in der Inzidenz (b) vorkommen. Also geht bei unserer Trans- 
formation iber 

P. ~~ P. 3» 


und aus der Tatsache, da8 
P, Mi Mis" (¢<k, n<&m) 
in einer Geraden liegen, folgt also, daB auch 
P, Mi; MES? (n<m; 1,k,n,é=0,1,2,...; m=1,2,...) 


in einer Geraden liegen. Damit ist fiir n<m die Inzidenz (a’) zu (c) 
erweitert. Ebenso schlieBt man fiir 17 — —1,—2,..., daB fiir n<m auch 
Px Mii: Misizn 
in einer Geraden liegen; daraus folgt endlich vermége der Verschiebung 


[S, P,] + [S,P,] (¢=1,2,...) die behauptete Inzidenz (c). 
Definiert man fiir n,m > 0 


P_s=({8 M%)(PoU)), 


so folgt in gleicher Weise, da die Einfiihrung der Punkte mit negativem 
ganzem Index nach § 2,6. auch offenbar als eine Spiegelung der Fig. 11 
an der Geraden [S, P,] aufgefa8t werden kann, daB auch 


(6) P_. Mi Mien" 
(k,n =0,1,2,...; m=ml,2,...; ¢=0, +1, + 2,...) 
in einer Geraden liegen. 


5. Durch die bis jetzt hergeleitete Figur ist folgendes bewiesen: De- 
finiert man P, resp. P_, durch folgende Operation von m — 1 Schritten: 
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({QoPa}[PoQn}) =M resp. ([QoP-2)[P5Q-n]) —=M*s, 
([ So Mx) [PoU)) =P. resp. ([Sp M*,][P.U]) =P_., 
({QoP2}[PoQu}) =Ma resp. ([QoP_s][Po@-n]) = M's, 
([SoMs}(Po0}) =P. resp. ((SM*.][PU]) =P_:, 
([QoP_-_}[PoQ])= Ms resp. ((Q)P__» [P,Q_.]) =H, 
({ So Mx") [Po U)) =P. resp. ((S)M™,](P)U}) =P_., 
so ist Mz*= My’ resp. M™, = M™,, also P. =P. resp. P_» = P_» und 
so gilt 7 4 ss 3 
Pra=Pyi, Pyu=Py, (4=1,2,...). 


6. Operative Einfiihrung von P, fiir n,m>0. Wir beweisen 
jetzt, daB sich diese Folge von m —1 Schritten, die zum Punkte P,. fiihrt, 


ersetzen l48t durch eine einzige Operation, nimlich wir zeigen: Ist 
(LP, Q..) [Po Qo) oT Ws, 
([Ws.Q,}[P,0]) = Ps 

(dies ist fiir m—1 trivial) 


((Wa Qin) [PoU]) = Pan (4=1, 2,,..). 


so ist 


und weiterhin 


a) Beweis beider Behauptungen fiir 
n =1. Wir beweisen zunichst den ersten Teil 
der Behauptung (fiir m > 2): 

Die Gerade [P,Q] geht durch M),,:, 
Mis, .--, Mosi-1,..-, also auch durch 
Myim—1) Buf [P; Qs]. Die Gerade [U Men *1)) 
bestimmt auf [P,Q] den Punkt M;""*. Man 
betrachte das Viereck (P) P, Mo"~* Msn‘). 
(Fig. 21.) Seine Mitte ist My%""i); die 
Gerade [U Mir-;)] schneidet [PoQo] in 
M3"-, [P, Mita?) in M33); das Viereok (Py P;Mo"~" Mini) hat die 
Mitte M?\"-» Nach Satz II fiir Viereck (Pp P, Mc"* Miim’1) geht also 
[Mima Mim -1) ] 


W, — ([Po Qo] [P, Q..)); 








durch 
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diese letzte Gerade geht aber zugieich durch My'-; und P,. Fiir m = 2 
ist damit der erste Teil der Behauptung bewiesen; fiir m > 2 schlieBt man 


so weiter: 
Man betrachte die Vierecksfolge 


(PoSoP2 Ms) 
(P: M; P_s_ Ms) 


m m+? 


k k+2 
(P k M,; P iva k+2 Mi +2 ). 
m+k~2 meke 


Sie ist so besehernen, daB allgemein die Mitte Myi24*' des Vierecks 
(P_»_ MiP.» Mri?) auf der Seite [Pir a Mjs;) des vorausgehenden 


mek —1 m+k+i m+ 


Vierecks (Pa-1 Mf- it Paes Mis?) liegt. Alle Mitten liegen auf [M;"~* P,]. 

Ferner queen [Po So], [Ps M;) und [Ps Me} durch einen Punkt, wie 
aus Satz II fiir das Viereck (Py So Ps M3) folgt: die Mitte dieses Vierecks 
ist mM", die Gerade [P, M:"**) trifft [Po So] i in My"* » [Pe _Ms) in in M;"**. 
Die Mitte des Vierecks (Po M"~ Ps M;"**) ist M amet es gehen nach 


Satz II also [PoSo], [Mz Ps] und {M."*' M?"*") durch einen Punkt; 
die letzte Gerade geht aber zugleich durch M; und P,. 





Mithin ist auf die ganze oben genannte Vierecksfolge der Satz II’ 
anwendbar, so daB sich alle [P_» M;] fir k—1, 2,... auf [P,S,] 


m+k—1 


schneiden; fiir k=1 ist das die Gerade [Ps M;}, fiir k =m —1 ist das 
die Gerade [P_m-1 My-}]= [P, m1 }; da wir aber oben gezeigt haben, dab 
2 (m-1) 


[PoQo]=[PoSo], (P, Mmm], [P:Qn] 


durch einen Punkt gehen, so zeigt das letzte Ergebnis, daB auch [Q, P: | 
durch diesen Punkt W, hindurchgeht. 7 


Wir beweisen jetzt den zweiten Teil der Behauptung fiir n —1 und 
m=>1. Dazu betrachte man die Vierecksfolge 


(Py Pr Q Qn) 
(P, Pe Qu Qe) 


(P, Ps Qin Qi+a)m) 
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Die Mitte Mi'tijm+im des (¢-+1)-ten Vierecks liegt auf der Geraden 
[Mo"**0}. Ferner liegt die Mitte Mi'timsim des Vierecks 
(P, Piss Qin Quis am) 
auf der Seite [P,,,Qu41)m) des Vierecks 
(Py, Pus Qi_-»m Qu+sm): 
Also ergibt Satz II’ fiir jene Folge, da& 


[P,Q;..) fir *#—1,2,... durch einen 
Punkt W. auf [P,S,] gehen. (Fig. 22.) 


Damit ist die Behauptung fiir n = 1 
vollstandig bewiesen. 











| a a b) Beweis fiir n>2. Wir beweisen 
aw S'S zunachst den zweiten Teil der Behauptung, 
Fig. 22. d.h. daB sich alle [P,,Q,,.] (m=1) 


fir 4=1,2,... auf [P,Q,] schneiden. 

Dazu geniigt es nicht, wie man sich leicht iiberzeugt, sich auf das 
Gitter der Punkte Mj zu beschrinken, vielmehr ist es erforderlich, noch 
die Punkte K* heranzuziehen. 

Wir bemerken ee daB die Punktreihen Q; und 8, da stets 
P,Q;8, und ebenso P,Q,;,,8; je auf eimer Geraden liegen, ein Skalen- 
paar (P, Q) sind (wobsi den Punkten U, S,, 8, die Punkte U, P,, P, ent- 
sprechen); aus der Herleitung der Fig. 17 folgt sofort, daS M;—- Ki~' 
entspricht, so daB also stets 


Pe eee rye 
« Qe Kisii a 
auf einer Geraden liegen, entsprechend der Tatsache, daB stets 
A+1 s,&=0,1,... 
Pi Qe Misi ( ee 


auf einer Geraden liegen. 
Betrachtet man also das Viereck 


(Pin 81 Paso Sis:) fit 4=0,1,..., 
so ist seine Mitte 
([ Pan Si4a) [Pirsye Si) = ((Qeusara+2 Sasa] (Qassr0+2 51) = Kamien: 
Ebenso ist die Mitte des Vierecks (P,, 8, P..o. 5.2) 
([ Pan Sia) [Pireyn S2)) = ((Qqrsniee Sire] [Qusmnse Si) = Kaiten: 
Diese Mitten liegen fiir laufendes 4 auf einer Geraden durch U. 
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Ebenso wie durch den Punkt Min.+2n die Gerade [P,., Qussnsasal 
geht, so geht durch Kini+2n die Gerade (8, , Qa syn4a41) =[Piussn Sasa): 
Daher ergibt der Satz II’, angewandt auf die Vierecksfolge 


(Pi. 8, Passe 8,1) ’ 
[P,,.5;] (4=0,1,2,...) 


daB alle 


sich auf P,Q, schneiden. 

Aus dieser Tatsache folgt jetzt, da8 auch allgemein die [P,, Q,,,] sich 
auf P,Q, schneiden: 

Zu dem Ende betrachte man die Punktreihen P; und M;"**, und 
zwar auf letzterer insbesondere die Punkte 


m+1 m+1 m+1 
M ) mM gee9 Mim ° 


Es schneiden sich alle [P; Min’) (¢ =0,1,...) in Q, und alle [P, Miyihm 
in Q,; ferner liegen Qo, Q; und ([P) P,)[Mo"** Mx**]) =U in einer Ge- 
raden (entsprechend den Punkten S,, 8S,, U), es sind also die Punkt- 


reihen P;, Mj»,* ein Skalenpaar (P,Q) bei der Zuordnung 
Po, Qo, P,, Q: — Po, M;**", P,, iaiegh 


also 
P, — P; (¢=0,1,...), 
_. Mmtt 
und 
8, — Qaim’ 


Da wir eben bewiesen haben, daB alle [P,,S,] sich auf [P,Q,] schneiden, 
so folgt in gleicher Weise fiir die rechte Seite, daB sich [P,,Q,,,] auf 
{ Po Mc"**}] =[ Po Qo] schneiden, wie behauptet war. Damit ist insbesondere 
fiir m=1—A, und 4,=—m die auf Seite 571 ausgesprochene Behauptung 
bewiesen: P, @ P,, = P,,,, 

Ist ({P,Q.)(P,.2,..]) = W., so hat man jetzt noch den ersten Teil 
der Behauptung zu zeigen, namlich, daB auch [Q,P.] durch W, hin- 
durchgeht : ie 

Man betrachte allgemein die Geradenschaar [Q; Ps. | fiir festes m+ 0, 
n=1,2,... und laufendes i = 0,1, 2,...; es ist mu zeigen, daB sie einen 
Biischel bildet. Auf der k-ten Geraden der Schaar liegt offenbar der 
Punkt M;"*},). Wir wissen, daB stets 

Py Q Mi"*™ 
und ebenso 
P,Q, Mii’ fir *=0,1,... 
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je auf einer Geraden liegen, d. h. die Punktreihen Q; und M;" *? sind ein 


Skalenpaar (P,Q) in der Zuordnung Po, Qo, P;, Q: — Qo, Mo"*’,Q;, Mi"*", 
also 


S,— P,, 
S,— Pi, 
U —U, 


P, _ Q;; 
Qi— M™ 


Da aber fiir das Skalenpaar (P,Q) soeben bewiesen wurde, daB [P, Q,,] 
fiir jedes = 1, 2,... und laufendes 2=0,1,... einen Biischel bildet, 
so gilt entsprechend, daB die Geradenschaar [Q,Mj;**] einen Biischel 
bildet, d. h. daB die Geraden [Q; Mite+1)] =[Q, Pix] durch einen Punkt 
gehen, der gleich W, ist, da dieser Punkt fiir 4 =m und 4=<0 durch 
([P, Qo] [P,Qu]) bestimmt ist. 


Damit ist bewiesen: Definiert man P. durch die Operation 


m 


Ws = ({PoQo] [Px Qn]): 
Pa = ((Q,Wa][P,U]), 


so ist diese Definition fiir n,m > 0 identisch mit der alten Definition 
(Seite 580), und es gilt auch hier das Gesetz der Kirzbarkeit 
s=P,,., Pir = P,, (A=1,2,...; n,m>0). 


me Am a“ 


7. Sei jetzt 
Q,= G2 = ([S, P=] (QU). 
Wir beweisen: 7 


Die Punktrethen Ps und Q: sind fiir jedes feste natirliche m +0 


und laufendes i = 0, e. ein Skalenpaar (P,Q), so daB das Netz die 
tsomorphe Abbildung 
P,— P, 


P,—> Px 
4 ee Q 
Qs 


gestattet. 


Zu dem Ende hat man zu zeigen, daB auBer dem Perspektivitats- 
zentrum §,, von dem aus die Punkte P; und Q; sich entsprechen, noch 
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ein weiteres Perspektivitatszentrum S, auf[{S,U] existiert — entsprechend S, 


beim Skalenpaar (P,Q) —, von dem aus die Ps; und Qj.: sich ent- 
sprechen. ” = 
Dazu betrachte man die Vierecksfolge (Fig. 23) 


(Mo"P) Ps Ms’) 


m 


(MiP: Ps Ms’) 
(M" Pi Pisa M;.2) 
mit den gemeinsamen Nebenecken S, und U. Die Mitte des i-ten Vier- 


a 


5 ‘? Va é G= @; 5 6" @ GR, Ge Q = es “G, oa 







































> . 
"Neg s’ 

5 / 5.¢ 

G G 

‘ 3 ‘ y 5 

& ~~, wv 5 

Mh ry 

5.2 ee Se. / 5,2 
7 r 6, 

5 Sn1 4m 5 . 5 5 5 5,1 mt 
= te " aaa 
4-6 b M, M, M, i, ~6,~%, 

2 a 2 

mM > m 10 
M = =, 

Q 0 = Mon My 
m0 _ 

oe eee 

5 5 5 m 
Fig. 23. 


ecks ist M:7".1); alle diese Punkte liegen fiir laufendes ¢ auf einer Geraden 
durch U, und auBerdem geht durch M u+1) die Gerade [Pi,, Mj.1], doh. 


die Mitte des i-ten Vierecks liegt auf der rechten Seite des (¢ —1)-ten 
Vierecks; nach Satz III fiir diese Vierecksfolge gehen also alle [Ps M741], 
wobei ‘3 
Mit = ([Mo* 0) [Ms it+-» So)) 
fiir i= 0,1,... durch einen Punkt auf [S,U], und zwar durch 
8, = ([S, U) [ Py M;")). 
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M. a. W.: Die Punktreihen Mj" und P, bilden ein Skalenpaar (P, Q). 
Wir gehen jetzt von Mi" zu Qu iiber auf folgende Weise: Wir haben 
folgende Figur 23 (mit m= 5): die Punktreihen M!" und P., die von S, 
aus in der Zuordnung Mj", P;, von S, aus in der Zuordnung Mii, Ps 
perspektiv sind, ferner die Punkte ‘ 

Q, = ([P, Mo’) [P, Mn-1]), 
Q, = ([P, Mm] [Po Mi"}), 
wobei Q,, Q, und U auf einer Geraden liegen. 


Jetzt iibertragen wir die Uberlegungen, die uns, vom Skalenpaar (P, Q) 
ausgehend, auf S. 567ff. zu den Gitterpunkten K/ fiihrten, auf das dem 


Skalenpaar (P,Q) aquivalente Skalenpaar (P;, Mj") und schlieBen so auf 
die Existenz von Gitterpunkten "Gi (k=0,1,...,m; #=0,1,..., m) 
mit den folgenden Eigenschaften: 
Fiir laufendes i liegen "G! auf einer Geraden durch U. 
Fiir laufendes 4 liegen "G; auf [S, Ps J. 
Ferner liegen " 
S8_1"Go "Gr*... "Gr-2"G@e_-1 "Ge ("Gi-1 = Mr-s, "Gz = Px), 
8, "On" Gmai-.."Gm—e+2 "Gm—a+1 "Gm—z ("Gm—e+1 = Mm—net» “Gm-1—= Put) 
je auf einer Geraden. 
Daraus folgt speziell, es ist 
"Go = Q; 
"Gm =Q, und also 
“GP=a@, te i=6,1..... 


Unsere Behauptung, daB die Punktreihen Ps; und Q; ein Skalenpaar 


(P,, Q,) sind, folgt jetzt sofort aus dem in § 2, 7 fiir die Punktreihen P, 
und K} =*G;** bewiesenen Satz fiir 4-+1—m vermége der isomorphen 
Abbildung des Gitters *G} auf das Gitter "G}. 

Definiert man fiir n,m > 0 nach Seite 588 


P_s = ((S,M"»][P)U]), 
Q_2=([8)P_2][QU1), 


so folgt, daB auch die Geraden [P_s Q :-:] fiir i =1,2,... durch den 
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Punkt ([P,Q:][S,U]) =S1 hindurchgehen, d. h. fiir jedes natiirliche n, m 
sind die Punktreihen 
we es Ries is Mes eg ised: 


Qa, Qs, _ * Q., ‘ea Qs, ---, zusammen mit U, S,, 8., 
den Punktreihen 

000 Pg PF gewags 8 te Bigs Bunton cs Bop 0c: 

w+ QQ aay +++» Qo» Qy> +++» Qyr +++, musammen mit UV, §,, 8,, 
topologisch aquivalent. 

8. Operative Einfiihrung von P_s» (n,m>0). Wir haben jetzt 
noch zu zeigen, daB die oben (8. 588) gegebene Definition von P_s sich 


entsprechend wie bei positivem rationalem Index durch einen Schritt er- 
setzen laBt, nimlich daB die drei Geraden 


(PoQo), ([PnQmuJ> [P_2 9] 

durch einen Punkt W_. hindurchgehen, so daB man statt P_. auch P_, 
schreiben darf. Dariiber hinaus werden wir zeigen, daB durch den Punkt W_ 
auch alle Geraden [P_,, Q,,,] fir 4=+1, + 2,... hindurchgehen. 

Nach § 3 ist fiir n,m,4> 0 (vgl. auch 8. 579) 

[Po Qo] = [P,*Go] = (P, Ko"); 
[Pan Q- mm] — (Pam Ge tn-eavcel = [Pam Se e-~tnee ’ 
[P_-n Qu] = [P-n*Gan+w—n) = [Pn Kmatw-n)) 


[Pram Qi m) = [P-ram , = [(P-r0m Kiera+we-om)> 


3\3 


[Pram Q-im) = [Pins Sl = [Pram | ac) 
(4 =1, 2,...), 

und nach §2,7 sind die Punktreihen P;, Kj’ ein Skalenpaar (P, Q) 
fiir ¢ 0, +1,..., daher schneiden sich die rechts strebenden — also auch 
die links stehenden — Geraden in einem Punkt, der dem Punkt M;*™ 
beim Skalenpaar (P,Q) entspricht. Damit gehen vermége der Abbildung 

P,— P,, P,— Pi 

Q— Q, aZ—- Qs 
mit Riicksicht auf 7. auch die Geraden 


(PoQo]) [PaQm)l> [P_2Q}> [Pan Qiml> [Pin Qin] 
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durch einen Punkt, womit unsere Behauptungen bewiesen sind. Insbe- 
sondere folgt daraus, daB die auf 8.588 gegebene zweite Definition der 
Operation @ auch fiir negative ganze n, m gilt. 

Damit ist gezeigt: Definiert man fiir ganzes n,m P. durch die 
Operation ([P,QuJ][P>Q]) = Wa, ([W2Q,](P,0])=Pa, so ist fiir 
n,m > 0 dieser Punkt mit dem auf 8. 580 angefiihrten Punkt P. identisch, 


m 


und so gehen [P,Q,], [Pin Qinl> Pan Q,) fiir 4=1,2,... durch einen 
Punkt; daraus folgt durch bg poe an der Geraden [S, P,], daB auch 
[S, Po), (P_an Q_amJ> (P_ in Q _,) durch den Punkt Ws gehen, wobei P_. 


nach §. 588 definiert ist. Ferner ist auch fiir n<0,m > 0 und n>0, m<0 
der Punkt P. mit dem auf 8. 595 eingefiihrten Punkt identisch, und es gehen 


(fiir m,m,4>0) [Py Qo], (Pin Qim]> [Pix Qa], [Pan @-am]> [P_ae Q] 
durch einen Punkt, d. h. es ist bei dieser operativen Definition von Pa fiir 
jedes ganze n,m, A 

P. = Pi, P,. = P, 


9. Wir definieren jetzt zwischen den Punkten P,. = P, geometrisch 
Verkniipfungen entsprechend wie bei den Punkten P,: 

a) Wir erweitern unsere Definition der Verkniipfungen } resp. ~ von 
Seite 562 resp. Seite 572 auf Punkte P. mit beliebig rationalem Index: 


({Po Qr,] [S, U)) =S,,, 
((S+, Pr, }([QoU]) = rr.» 
(10r,,r, So] [Po U}) = Pr, + Pr, 
((Sr, Q,] [Po U]) = Pr, ~ Pr,- 
Damit iibertragen sich alle Rechenregeln, die fiir die Verkniipfungen ;, — 


bei ganzzahligem Index gelten, auch auf den Fall des beliebig rationalen 
Index, vermége der Abbildung 


P,— P, Pr, P,, 


Qo % A+ Qs 
Es ist also 
Pa, + Pa, = Prim, 


und daher allgemein wegen P.» = Pin 
™ im 


Pa, £ Pu = Prgm, £ Prity = Prgms mim» 
™, m, mm, mm, m,m, 
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und es folgt: 
P,, + P= P,, + P,, 
(P,, + Pr) + Pr, = P,, +(P,, + P,,). 
b) Wir definieren ferner in Ubereinstimmung mit der Definition fiir 
ganzrationalen Index P,, > P,, auch fiir beliebig rationales r,, 7, durch: 
((Q; Pr, ] [Po Qo]) = HW,» 


((W,, Q,) [Py U}) = P,, ®@ P,, 
und behaupten, es ist 


Pa gy Pe = Pr, D Pr, = Por, = Pas « 


Sind r, = und r,=+ beide positiv, so folgt die Behauptung ver- 
mége der Abbildung P,— Pes, Q=Qs (i=0,1) aus der auf 8. 591 
bewiesenen Tatsache, daB sich 


[Po Qo), [P.. Qs]; (Pi. Qas! 
in einem Punkt schneiden, so daB dies auch fiir 
(P.Qo], (Pee), (Px Q,] 
gilt. é 

Sind r, und r, beide negativ, resp. ist nur r, negativ resp. nur r, 
negativ, so folgt die Behauptung vermége der Abbildung P,— P,, 
Q— Oe (¢=0,1,...) aus dem in § 4, 1b) bewiesenen Satz, oo daB sich 
der Reihe nach die Geraden 


[P, Qo]; [P_s¢Q,], [Pac Q_se], 
(Pools (PzQ}, (Pez Que], 
[Py Qo]; (Pea Q,), [P_ss Qs] 


je in einem Punkt schneiden. 


Damit ist unsere Behauptung vollstindig bewiesen. Aus den fiir die 
ganzen rationalen Zahlen giiltigen Rechenregeln folgt weiter, daB die 
Operation @ auch fiir Punkte mit rationalem Index kommutativ und 


assoziativ ist, und daB sie mit der Operation ~ durch das distributive 
Gesetz verkniipft ist: 


P,, ® Pr, = Ps @ Ps = Pac = Pea = Pr, ® Pe 
(P,, BP.) BP. = Pr, BP, B Ps.) 
P,@ (Pr, £ P,.) = Pa © (Pad Pe) = Panatace 
= (Ps Pa)t (P2B P)=(P, OP) LP D P,)- 


Mathematische Annalen. 105, 39 
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c) Die ,,Division“ liefert keine neue Operation. Wir definieren 
r, =) P,,?P,, durch folgende Operation: 
([Pr, Qr.] [Po Qo) = Wr, 7» 
((Wr,,7, Q,)[PoU] = P,,: P,,» 
dann folgt, da nach b) die drei Geraden 
[PoQo], [Ps@s],  [@: Pee] 
durch einen Punkt gehen (namlich W,, ,,) dab 
Pa: Pe = Pa QB Pa = Pua 
b D ¢ be 


) 
- 


ist. Insbesondere stimmt fiir b—1—d diese Definition mit unserer ope- 
rativen Einfiihrung der Punkte mit rationalem Index iiberein: Es ist 


P.iP,= P.=P,® P= P, ® P,. 


Wir kénnen also folgendes Ergebnis aussprechen: 

Konstruiert man auf der Geraden ||P, P,| mittels zweier nicht auf thr 
gelegener Punkte Q, und Q, nach der auf 8.562 angegebenen Vorschrift 
die Punkte P,, P,,... und die Punkte P_,,P_.,... und aus diesen die 
Punkte P» = P,, indem man den Schnittpunkt von [P,Q,] und [P, Q,,] 
mit Q, verbindet und diese Gerade mit [P,U] schneidet, und definiert 
man zwischen diesen Punkten P_ geometrisch eine Verkniipfung der 


Addition (+) und Multiplikation () in der folgenden Weise (und ent- 
Sp 











¢ 8 & ee y 


Fig. 24. Fig. 25. 


sprechend der Subtraktion und Division als die inversen Operationen), so 
geniigt der einfachste im Moébiusschen Netz auftretende Schnittpunkt- 
satz1 zu dem Nachweis, daB diese Verkniipjungen alle Rechenregeln der 
rationalen Zahlen befriedigen (im Sinne der gewohnlichen Bruchrechnung): 
die so eingefiihrte Rechnung auf der Geraden [P, P,} ist eine Realisation 
des Kérpers der rationalen Zahlen. 
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§ 5. 
Die analytische Geometrie im rationalen Koordinatensystem. 


1. Wir konstruieren jetzt auf jeder der Koordinatenachsen in Fig. 18 
aus den Punkten X, resp. Y, mit Hilfe der Punktreihen *G} resp. ‘Gj die 


Punkte X 4 Tesp. Fe nach der Vorschrift von 8. 596, also 
([¥, O}(%,@,) = Wa, 
(Ws Q,][0 X,]) = Xe, 
entsprechend findet man Yi ; 
Eine leichte Oberegung mit Hilfe vollstindiger Induktion zeigt, daB 


fiir jedes m = 1, 2,... die Punkte Y: mit den alten Punkten Mp" identisch 
sind. Ordnen wir also entsprechend wie bei ganzzahligem Index dem 
Netzpunkt 
({¥ Xn, (Xx ¥n)) — Pm *) 
m m?m 
die Koordinaten *, “! zu und bezeichnen diesen Punkt mit "Gj? (wie dies 
auf S. 594 schon eingefiihrt wurde) — speziell X, mit "G,, ¥Y. mit "G) —. 
so ist also M”" mit '"G} zu bezeichnen. Ferner ist wegen 
Xin, = Xn; Yin, = Y.,: 
im m 7m m 
‘agin al a 
also 
"Gna. = On, 
speziell 
— om 1g} 
wegen der Eindeutigkeit der Verkniipfung. 

Da wir in § 4, 7 bewiesen haben, daB das Skalenpaar (X; : "Gi) dem 
Skalenpaar (X;,°Gj) topologisch aquivalent ist, so gestattet das Gitter der 
Punkte ‘G} eine isomorphe Abbildung auf das Gitter der Punkte "G/, und 
daraus folgt nach § 3, daB die Koordinaten x, y aller auf einer Geraden 
liegender Netzpunkte — und nur dieser Netzpunkte — einer linearen 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten geniigen 


Y= + 7p. 
Speziell haben die Geraden [ X Y,] resp. [Y X,] die Gleichungen 


yor resp. r=r. 
39* 
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Ergebnis. 


Ordnet man den Punktreihen X,; und Y,, die dem projektiven Netz 
aus O, X,, Y,, 2 angehéren, die rationalen Zahlen ¢ zu, so hat man der 
Verbindungsgeraden von irgend zwei verschiedenen Netzpunkten 

Pity = ((¥ Xi) (X %,]) 
und ae ks 
Pre, 29 = ({ ¥ Xz.) [4 M%,)) 
die lineare Gleichung 
“oy 
k, kg 1|=0 
zs yi 


zuzuordnen. Die Koordinaten z,y jedes Punktes P,,.,, auf dieser Ver- 
bindungsgeraden geniigen dieser linearen Gleichung, und umgekehrt liegt 
jeder Punkt, dessen Koordinaten dieser Gleichung geniigen, auf der Ver- 
bindungsgeraden. Der Schnittpunkt irgend zweier nicht zusammenfallender 
Netzgeraden hat rationale Koordinaten, da die Bestimmung dieses Schnitt- 
punkts algebraisch nur rationale Operationen erfordert. Zu jedem Paar 


rationaler Zahlen =, = gehért ein Netzpunkt — namlich "Gi — 


und umgekehrt zu jedem Netzpunkt ein Paar rationaler Zahlen. 


Aus der in der Einleitung gegebenen Definition des Schnittpunktsatzes 
folgt, daB jeder Schnittpunktsatz algebraisch auf folgende Art beschrieben 
werden kann: Aus dem Verschwinden einer endlichen Anzahl dreireihiger 
Determinanten 4, (d.h. aus der Tatsache, daB gewisse Punkte zu je dreien 
auf einer Geraden liegen) folgt das identische Verschwinden einer drei- 
reihigen Determinante 4=0, deren Elemente rational mit rationalen 
Koeffizienten aus den Elementen der 4; zusammengesetzt sind. Jeder in 
dem aus O, X,, Y,, # durch fortgesetztes Verbinden und Schneiden und 
Anwendung von Satz I konstruierten Netz I2 auftretende Schnittpunktsatz 
ist also eine Identitaét zwischen rationalen Parametern, in die diese rational 
mit rationalen Koeffizienten eingehen. Da wir aber alle Rechenregeln fiir 
diese rationalen Parameter als erfiillt nachgewiesen haben, so ist jede solche 
mégliche Identitét auf Grund von Satz I beweisbar, d. h. jeder Schnitt- 
punktsatz im Netz I ist eine Folge von Satz I. Adjungiert man zu dem 
freien projektiven Vierecksnetz einen Schnittpunktsatz, aus dem Satz I 
folgt, — etwa den Satz des Desargues —, so ergibt sich kein anderes Ge- 
bilde als das Netz I, da in diesem. bereits alle Schnittpunktsitze ein- 
schlieBlich des Pascalschen Satzes erfiillt sind; insbesondere ist also das 
Netz IM identisch mit dem Mdébiusschen Netz, und es folgt: 
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Das Mébiussche Netz n-ter Qrdnung folgt aus einem der Schnitt- 
punkisdtze kleinster Ordnung, die darin auftreten, und zwar aus dem ein- 
fachsten von thnen. 

Unbeantwortet bleiben folgende Fragen: 


a) Welches Gebilde 2* ergibt sich, wenn man zu dem freien projektiven 
4-Ecks-Netz einen Schnittpunktsatz adjungiert, der aus Satz I folgt, also 
einen Schnittpunktsatz héherer Ordnung des Mébiusschen Netzes? Folgen 
alle Schnittpunktsatze in IN* ebenfalls aus dem adjungierten Schnittpunkt- 
satz, und ist I* mit dem Mdbiusschen Netz identisch? 

b) Ist das Mébiussche Netz n-ter Ordnung der allgemeinste aus Satz I 
folgende Schnittpunktsatz, d.h. enthalt das durch Adjunktion des Satzes I 
za dem freien projektiven m-Ecks- Netz (m > 4) entstandene Gebilde keine 
anderen Schnittpunktsitze als Mébiussche Netze n-ter Ordnung, also keinen 
Schnittpunktsatz von héherem Rang als 8? (Speziell: Ist der Satz vom 
vollstandigen Vierseit eine Folge von Satz I oder nicht?) Wir kénnen diese 
Frage auch so formulieren: Zerfallt jedes Schnittpunktsatzschema, das aus 
Satz I folgt, in einzelne Schemata, die zu Schnittpunktsatzen im Mébiusschen 
Netz gehéren, so wie jedes Schnittpunktsatzschema, das aus den Ver- 
kniipfungsaxiomen folgt — also trivial ist — in einzelne Schemata zerfillt, 
die sich jeweils nur auf Punkte einer Geraden beziehen*)? 


*) Anmerkung wahrend der Korrektur: Die Frage b) ist inzwischen bejahend 
beantwortet; der Beweis wird zusammen mit der Arbeit tiber das A-Netz (vgl. Anm. **) 
demnichst in dieser Zeitechrift erscheinen. 


(Eingegangen am 24. 1. 1931.) 


Berichtigungen: 
1. In Fig. 4 ist der Punkt 2.9’..5.7 mit 13’ (statt 13) zu bezeichnen. 
2. In Fig. 14 ist der Punkt M,,, mit M,,, zu bezeichnen. 











Die diophantische Gleichung und die 
unbestimmte Kongruenz. 


Von 


Georg Csorba in Miskole (Ungarn). 


Die Anzahl der Auflésungen der unbestimmten Gleichung 
(1) @,7,+4,2%,+...+4,%,=—A 
in nicht negativen ganzen Zahlen bezeichnen wir mit 
yp (a,a,@,...@,; A). 


Diese Anzahl wollen wir auf méglichst einfache Weise bestimmen. Diese 
Aufgabe wurde schon funktionaltheoretisch und mit groBem Apparate, 
némlich mit Reihenentwicklungen, Partialbruchzerlegungen, Polarisierungen, 
Einheitswurzel-Substitutionen usw. gelést, und nachgewiesen, daB die cha- 
rakteristische Form des gesuchten Ausdruckes ist: 


y (a, a, a, ...a,; A) = 
= C,_,(A)A"~-*+ C,_,(A)A"™*+...+0,(A)A+0,(A), 
wo 


0,(A) (¢ = 0,1, 2,...,n—1) 


periodische zahlentheoretische Funktionen sind’). In dieser Arbeit werden 
wir aber die Lésung der Aufgabe auf eine andere Art, in ganz elementarer 
Weise, erbringen. 

Wir transformieren die Aufgabe in eine solche Form, deren Lésung 
leicht und bekannt ist. Deshalb setzen wir an die Stelle aller Unbekannten: 
je zwei andere mit folgenden Substitutionen: 


(2) m= Eta, (¢=1,2,...,n), 


*) Georg Csorba, Uber die Partitionen der ganzen Zahlen, Math. Annalen 75 (1914). 
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wo A ein beliebiges gemeinsames Vielfaches der Zahlen 


o.Gy +. 4, 
ist, und 
A ; 
<a (¢ =1,2,...,%). 


Dadurch tritt an die Stelle der gegebenen Gleichung: 
n n 
(3) 24F,+4 Sy=A. 
i=1 i=1 


Diese Gleichung kann man auf ein aus einer unbestimmten Kongruenz 
und aus einer einfachen diophantischen Gleichung bestehendes Bedingungs- 
system zurickfiihren, namlich 


(4) Sa,é,=A(modi), o0¢6,<+, 
i=1 i 


n A— Ja, 6, 
(5) S4.-—j— 

Jede Auflésung der Gleichung (1) gibt auf Grund der Substitution (2) 
eine Auflésung des Bedingungssystems (4) und (5). Man kann leicht nach- 
weisen, daB dies auch umgekehrt giiltig ist; infolgedessen ist es gewiB, daB 
die Gleichung (1) und die Bedingungssysteme (4) und (5) gleichzahlige Auf- 
lésungen haben. Bezeichnen wir die Anzahl der Auflésungen der Gleichung (5) 


/ 4-354, § 
y(1,1,...,1; ast), 


dann wird 


p(a,a,...4,,4)—= 5) o(1,1,...,1; Zoe) 
F = a; §; = A (mod 2) 
sein. 
Da bekannt ist, daB die Anzahl der Auflésungen der Gleichung (5) 


n—1l1 
ist, wird 


A-—J3Sa,é 
St tg 1 
(6) 9(a,a,...0,;4)—= > ( re ) 
Sa; 6; = A (mod 2) \ n—1 
osu < ee 
sein. 
Die Summe hat so viele Glieder, wie die untenstehende unbestimmte 
Kongruenz Auflésungen hat. 
Jetzt fiihren wir die Entwicklung des binomischen Symbols und die 


vorgeschriebene Summation durch. 
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Wenn 
fo fs fe +++ fa—a 
die elementarsymmetrischen Funktionen aus den Elementen 


1, 2, 3,...,.2—1 
bezeichnen, so wird 


1 A— ¢,)* 
(4, 4,4, ...4,; A) = ——7y a x1. = 4 zaty = , 


Da; & = A(mod i) k=0 
oder nach der Entwicklung des Binoms 


© (4,0, @...0,3 A) = Ty a ian St *(? )a*-*( Sa). 


24; &; = A (mod i) k=0 


Hier kann man bei der Entwicklung der Potenz (S’a;é;)*, daz ik<n 
ist, den polynomischen Satz in folgender Form anwenden: 


(Sa8,) = bs z Sa atiath... afin gt Bh, Be 


' ' . ° 
+ — I ay ax< ‘aan? 2+ Bytes Be tn 


i<h<. Sim 2 +a +... +2 =2 
Hier sind namlich die Glieder det polynomischen Potenz danach gruppiert, 
wie in ihnen die Exponenten m =1, 2, 3,... oder z Glieder von Null ver- 
schieden sind, und die Gruppe #,i,...%,, bedeutet eine Kombination zur 
m-ten Klasse der Zahlen 1, 2, 3,..., 


Substituiert man diese Entwicklung und multipliziert man die Gleichung 
mit (n —1)!4""*, so wird 


(n—1)!4"-*p(a,a,...¢,;4)= 7) Sane a Sty ip )a* 


= a bi = A(modi) k=0 z=0 | 
Zz n z ; 
2: = Q . . . 
<x 2) a Pm S. 1G Sue & j ah a... aim Eo EM... Em, 
m=1 £4, ...t_ =1 2, %, +++ it i, ° “t fon 


i, <i, <... Sin 


oder, wenn die Reihe der Summationen vertauscht wird: 


n-1 
(7) (n—1)!4"-*p(a,0,...0,; A) = arf, i 7s 1)*(7) a" 
Fad z=0 
n z , 
* ee DME a rasa ee a 
Sr er a ee er as i i ais i Da, ka A (mod 2) 
SHS ohm tat tyme osu< > 


Eine weitere Aufgabe ist das Durchfiihren der letzten Summation. 
Die Anzahl der Glieder der Summe ist gleich der Anzahl der Auf- 
lésungen der als Summierungsbedingung dienenden unbestimmten Gleichung. 
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Diese Anzahl ist nach unseren bisherigen Kenntnissen und wie wir das 
iibrigens spaiter nachweisen werden, 
4-1 
@,4,...4,° 

Fiir die Werte &, &,...&,, die in eimer Auflésung der Kongruenz 
zusammen vorkommen, ergeben sich folgende Bedingungen der Auswahl: 

Es mu8 

4, &;, + 4, &, +... +4; 6, = Amodd;,:,...¢, 


8 A 

(8) 05u<2 (c= 1,3,...,m), 
wo dj,;,...i, der gréBte gemeinsame Divisor der (n—m) Zahlen ist, die 
nach Auswahl a,,a;,...@;,, aus den Zahlen a,a,...a, tibrig bleiben. Es 
ist die Frage, wieviel Auflésungen diese Kongruenz hat, und wie oft 
jede Auflésung unter den Auflésungen der urspriinglichen Kongruenz vor- 
kommt. 

Wir wissen, daB nach der oben erwaihnten Regel die Kongruenz 


a, Fi, + a4, &, +... + G4, 6, = A(mod d;,;,...i,), 





(9) . 
0<&< oe - (e=1,2,...,m), 
wo d,'), .;, der gréBte gemeinsame Divisor der Zahlen a;, und d;,;,.. ;,. ist, 
aie. im 
Tr a, 


ex 
Auflésungen hat. Wir trachten, die obige Kongruenz (8) und die ver- 
bundene Summation auf diese Kongruenz (9) zu reduzieren. Das erreichen 
wir mit weiteren Substitutionen. Es sei naimlich 
&, — ef + Sohne (e = 1, 2,...m), 


(e) 
a 


wo 





ist. Die Kongruenz (8) gestaltet sich hiermit so: 





(mn) 
i a 


(a, &i, + --- +04, Fi.) + di,4.. (ae +.. + gagtts-) = A(mod di. 
oo bm 


tobe 
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folglich ‘ ; 
@;, fi, +... +a, gi, = A(modd;;, +) 
d, ; 
(10) Osti< ty ty... te . 
e FIO) 
hh. 
Mit Riicksicht auf die Wahigrenzen der Zahlen 
Mi, Mi, +++ Hig 


und darauf, da8 bei jeder méglichen Wahl dieser Zahlen die Kongruenz (10) 
so viele Auflésungen hat, wie es bei der Kongruenz (9) angefiihrt ist, hat 
die Kongruenz (8) 








1 (m) -1 
Adi i, .. tm Adj’... Om Gein .-.8 ae a™ 
"% (e) ae 
a, qd, te rp’ qd; i a a, a, .. Od te 
Auflésungen. 


Jede dieser Auflésungen kommt unter den Auflésungen der urspriing- 
lichen Kongruenz (4) vermége der evidenten Symmetrie in gleicher Anzahl 
vor, das heiBt 








— . 4™ ba AeA Gs iy «- Bim bisa :--tm rng) 
Gy Gg... Gm ” A, Gi, ... Dig Ui, i,..tm Gi dg... an ‘ 
Daher gestaltet sich die fragliche Summation so: 
ic i 
(11) S whe... = 
J a; == A (modi) 
__ ANE a, iy « «+ Dim Dis bys him 
a «++ 
ia Si bt i big Amo, 4. 
a = os &,< mt ae «tm 
* 434... * oe ...4 ihe. nnte 


45, &, i... tm 4;,, —-” 


oF a aes Ps (s+ See a) is, M,) (6+ Se qm = y,)" 


, =0 a =0 oobn 








Nach Beendigung der Maultiplikation und nach Durchfiihrung der 
Summationen nach “;,4;,...4;, entsteht ein ganzer Ausdruck fiir 4, und 
die weiteren Summationen enthalten das 4 nicht mehr. Jeder der Sum- 
mationsbuchstaben ;, 4;,...;,, kommt aber bloB bei dem einen der Faktoren 
vor. Die sich auf diese beziehende Summation kann man daher vor der 
Durchfiihrung der Multiplikation ausfiihren. Wenn wir dies getan haben, 
ergibt sich, daB bei jedem Faktor die niedrigste 4-Potenz 1° ist, und in 
dem ganzen Produkte 4™ ist. Da aber auBerdem vor dem Produkte der 
Faktor 1"~*~™ steht, ist gewiB, daB die niedrigste hier vorkommende 
4-Potenz i"~* ist. Nachdem in Formel (7) auf der linken Seite auch 
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diese Potenz herausgehoben steht, und ihr Faktor von dem 4 unabhingig 
ist, und endlich 4 ein beliebiges Vielfaches der Zahlen a, a,...a,, ist, folgt, 
daB auf der rechten Seite die Koeffizienten der héheren Potenzen als 4"~* 
identisch verschwinden. 

Daraus ergeben sich zwei wichtige Folgerungen. 

Erstens, da in der Formel auch an anderen Stellen eine Potenz des d 
vorkommt, namlich {"~*~“, so muB diese Potenz gleich 1 werden, das 
heiBt & kann nvr solch ein Wert sein, dab n —1— k=O sei, also 

k=n-—1. 

Anderseits kann man aus dem letzteren Produkte Glieder, welche die 
niedrigste Potenz 4™ enthalten, nur auf eine Art herstellen, namlich so, 
daB man aus allen Faktoren das die Potenz 4* enthaltende Glied heraus- 
nimmt. 

Zum Beispiel ist einer der Faktoren 





( «) 
Gj, By is. im : a a zi, 
"i 25 = d%. 
oo bmn 7 e 1% 4 a = 
(8 + Fie Mi) = » ie) ght Alte ot 
Mi, oo tm 4, se=0 (a; er 


Da im allgemeinen 


t-1 


Dw =t(4,,+4,,0+...+4,,t'), 


u=0 


wird im oberen Ausdrucke das die Potenz 4* enthaltende Glied sein: 


a* 5 (%*) 4 #0 ar GY. 


&=0 4%, (d iy tm 





Damit ist der Teil der Summation (11), der die Potenz 4"~* enthilt, 


an q, 4... Cae a Fat ai"... «bm &, %,~ . 
&, va! ; 


(e) 
a,@,.. a ye 4;, &, +.. +4; 5, 2 &=0 i) 


=Amodd; ;. ales 


oder, wenn man zur Abkiirzung setzt: 
tig 


(12) fa, ($4) = D>) (**) Ago —Lisiesssin_ gt Hate 


8 (e) Se 
#=0 °"* Gi tas in) 





so wird das beziigliche Glied: 
1 dive.. a dn 


4, a™. a IT t.,()- 


~ SG. Gj, &j, +--+ Oj, Fj, = A (moda; gg) — 





a,@ 
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Wenn wir iiberdies in dem Ausdruck fiir y(a,a,...a,;A) in (7) 
nur die Fille k —n—41 beriicksichtigen, wird der Koeffizient des die 
Potenz A"~*~* enthaltenden Gliedes: 


C,-1-s(A) 
("7 ; 


) po 
™(n—I!a,a,.. _ > by Py alaghvagy oe 


*m=1 6, f, ...t_=1 i, 4,0 4,71 1 
in<i<. ++ <te 4, +H t+ +s 


én II (e) 
q,, #,.. a; 4, 
x< 


= a TT fa) 











4, t,--.tm 4; Gj, ++. +0; 55 = Almoddy ¢ é pone 
Mit anderer Anordnung und mit Einfiihrung der Bezeichnung 
a __ dist, .--bn 
i. ae 
wird 
(13) ¢... i- (A) 


1y¥ 4 dh, ¢ Py 
oe + 2 wo Py 


ae 4 ) ’ 
Mmmad tatecoctmet TDG i a, Bf, toot hig Bg MON, ¢ 6) 


é£.<46<...€% 





- a, ast 
«ee . Oey at Se TT ta (8) 
a *, 
ae ee 
Dies ist der allgemeine Ausdruck der periodischen Koeffizienten in 
dem Ausdruck der Anzahl der Auflésungen der diophantischen Gleichung (1), 
und dieser Ausdruck ist genau gleich dem frither auf anderem Wege er- 
haltenen Resultat. (Siehe G. Csorba, Uber die Partitionen der ganzen 
Zahlen“ Math. Annalen 75 (1914), 8. 562.) Nur in den Bezeichnungsbuch- 
staben kann ein Unterschied sein. 
Die Anzahl der Auflésungen selbst wird sein 


(14) (4, @4...0,; A) = 50,_, (A) A"? 


Wenn wir die Struktur des Ausdruckes (13) niaher untersuchen, so sehen 
wir, da8 darin 


(15) Fi, i,...in(A) 
b Pe ce a 
- a a wma IT t., (6) 


6,5 +--+ Oy Sim A(modds yg) %, %,-+- = 1 
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im Sinne der Definition eine solche periodische Funktion des A ist, deren 
Modul d;,;,...:, ist. Aber jede zahlentheoretische periodische Funktion 
kann man, wie es mit dem Identitatssatze leicht nachweisbar ist, in folgen- 
der Normaljorm darstellen: 


F(A) = 0 9, 4(A) +, 1 4(A +1) +... +@4_, ma(A +4 —1), 
wo 
1 


4-1 
a= aS F(k)— ($) (F(d@— 4) — F(d—s — ry} 
(4) (2) Se 
ist, und wo d modulus der Periodizitat ist und die Definition von ,,(M) ist: 
t,4(M) = M(mod 4d), 
0Sna< 4. 


Zur Darstellung der Normalform bedarf man folglich der Zahlenwerte 
F(0), F(1),..., F(d —1). 

Diese kann man aus dem Ausdrucke des F;,;,..;,(A) mittels der 
folgenden Transformation der dort vorkommenden unbestimmten Kongruenz 
zweckmaBig darstellen. 

Bei der Kongruenz 


a, &, +... +4; &,, = A(modd;,;,...:,) 
ist ein gemeinsamer Divisor der Zahlen 





Gj, Oj, +++) Digs, Big ss ++, Qi, UNA Di,i, 4 
d;,, infolgedessen mu8 sein 
@;, &{, = A(mod d,,). 
Es sei also 
(16) Ej, = ui, + di, v;,, 
wo ist 
u,<d;, und v,< hy, aa = — 
Demzufolge ist 
a;, u;, = A(mod d;,) 


und nachdem a;, und d;, relativ prim sind, 
ui, = Na;,4;,(A); 
ferner ist 
Gj, Uj, + ++ + Gig, Uig + Gi, Vi, Ui, +--+ Gig, Vig Fi, = A(mod dj, i... in) 
respektive 
G;, 4;,¥;, +... + Aj, Fi, Vig = 
=A— (a;, Na; @;, (A) +...+4i, Na; 4; (A)) (mod ds, «,...tm) . 
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Da d;,,d;,,...,d;,, paarweise relativ prim sind — denn sonst ware 
der gréBte gemeinsame Divisor der Zahlen a,a,...a,, nicht 1, wie das 
angenommen wiirde —, ist das Produkt 


Di, is...ta = d;,d;,...dj,, 


ein Divisor der Zahlen a;,, d;, und d;,;,...;,, und so kann man die die 
Zahlen v;,, v;,,..-, Vi, bestimmende Kongruenz auf folgende Form bringen 





- ~* ae 4-% %, a; a;,(4 ) di, i, .. - tm 
(17) kot TR Di,i,..-im (m od na Di, i... rere. 
wo 

a 6,39, ):. <a 3 
. d; ai") —_ 
sein kann. 


Die Substitutionen (16) fiihren wir in den Ausdruck von F,,;,...;,,(A) 
(15) ein, und fiihren die Summierung nach den Variablen 1, »;,... v,, and, 
Wir kénnen nachweisen, daB die Kongruenz (17) 


m—1 
dii,.. - bm 
me a 

JAI 6, ty... 


Auflésungen hat. Nehmen wir namlich alle Werte samtlicher Variablen 
V;,, Vi,» ---» Vi, in allen Kombinationen, so bekommen wir dadurch fiir die 


Zahlen 0;,, Vi,, --+) Vip 
m 
i, tg... tm 


“di, dig... di, nd 


A oe 





Wertereihen, und dadurch ergeben sich die Auflésungen der Kongruenz 
fiir alle Werte 





A— & Giz na,, (A) , d; 
" id _ ° thtse.etm 
| w= =A = 0,1, 2,..., | ae 1. 


Aber die Anzahl der Auflésungen der Kongruenz (17) ist unabhangig von 
dem Werte A’, deshalb fallen auf alle obigen Werte von A’ Auflésungen 
von gleicher Anzahl, also auf jeden der Werte 


d m-—1 
tty... tm ° Oy ta--- tae ty ba... te 


ee ae eS *; II Ori dm ' 


ty tg. .b am AE MGs tgs. s tim 6, ty .. 8m 





was wir nachweisen wollten. 
Da zu allen 1, v;,...0;,, Wertreihen eine einzige Wertreihe £/,, &;,,..., £i, 
gehért, ist auch die Anzahl der Auflésungen der Kongruenz (10) dieselbe. 
Bemerkung. Diesen Satz und die Transformation der Kongruenz (10) 
auf (17) kann man allgemein in folgender Form anwenden: 
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Wenn 
a, §, + 4,6,+...+4,,§,, = A(modd) 
ist, und 46, der gréBte gemeinsame Divisor der Zahlen a; und d, und 
0S F< * ist, so hat die Kongruenz 


a™-* 
+ a a 


Auflésungen. Zum Beispiel die Kongruenz 
a, &,+a,&+...+4,&, =A (mod 4) 





° A 
0 < Et< a ’ 
wo 4 ein gemeinsames Vielfaches der Zahlen a,,a,,..., a, ist, hat 
4s-1 
G, Gg... G, 
Auflésungen. 
Zur Behandlung der Hauptfrage zuriickkehrend finden wir, da 
»4;, d; (A) 


eine periodische Funktion von A mit modulus D ist, und somit jedes 
Dj, i,...i,7te A denselben Wert 
7, Gj, ig +++ hm (A) 
” Diy g++ tg 
gibt, daB alle Werte des letzteren zu den D,,;,_..;,,-Werten von A gehéren. 
Die zur Berechnung von F;,;,._;,,(A) notwendigen Zahlen 


F(0), F(1),.... F(di,i,...i,—1) 
kann man also am zweckmaBigsten so herleiten, da8 wir fiir 1%, v;,... 1, 
alle méglichen Kombinationen nehmen und aus diesen fiir die Fille 
A=0,1, 2,..., di,i,...i,—1 die Wertreihen von éj,&,...&,, konstruieren 
und, indem wir diese nacheinander substituieren, summieren. 
Beispiel. Es seien m= 3, a;,=—2, a,=—3, aj,=—4, dj,i,i, = 6, 80 
ist d;, = & d;,= 2, d;, = i d;, i, => 2, d;,:, => 3, ay.i, = 2, Di, in%, = 2, 
Die urspriingliche Kongruenz ist: 
2&/,+ 38,446, = A (med 6), 
0<& <3, OS &% <2, 0S & <8. 
Substitution: 
gi, = Nq,(A) + ¥1, = %,, 
&, —_ 39 (A) + 24, = 9 (A) + 24,,; 
&i, = Na (A) + Yi, _ Vi,- 
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Die neue Kongruenz ist 
4, + 80, + 20, = ~—*%4) (mod 3), 


0< ¥,< dis tafe Peun8, 





di, i, di,i, di, i, ba 2-3-2 vr 
Die Wertreihen der Zahlen »;,, v;, v;, sind: 


v,=0, v,=0, v,=0, v,+ 30,4 20,=0, ,,(v, +30,+20,)=0, 7,,(A’)=0, A=0,3 


0 1 2 2 2 
0 2 4 1 1 
0 0 1 1 1 
0 1 3 0 0 
0 2 5 2 2 
0 0 2 2 2 
0 1 4 1 1 
0 2 6 0 0 
Die Wertreihen der Zahlen é;, &j, &/, sind: 
M=0, &=0, &=0, &=0, M=38, f&=0, &=1, §=0. 
0 1 9 1 3 1 1 1 
0 2 0 2 3 2 1 2 
M=1 0 1 1 M=4 0 0 1 
1 1 1 2 4 1 0 2 
1 2 1 0 4 2 0 0 
M=2 0 0 2 M=5 0 1 2 
2 1 0 0 5 1 1 1 
2 2 0 1 § 2 1 0. 
Wenn die zu berechnende Funktion 
Pasal A) 2-9-4 (6,-2) (6-9) 


25), + 86;, + 46), = 4 (mod 6) 


G,di,d;, 1-2 
d, i, i, 6 
0<4%,< ert =gg=b 
oe  @ 
0s H, Sau “17> 
Die Anzahl der Auflésungen ist 
di, ini, 6* 


3. 


ist, so wird nach der Formel der Normalform: 


F(A) = @, 1,,(A) +, Nyg(A +1) +... + &, m,6(A + 5), 


1,4 
2,5 
2,5 
0,3 
1,4 
1,4 
2,5 
0,3 
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wo 
i i 
F(0) = 24(— 3-3-3) =— 6, 
F(1) = 24(0 +040) =0, 
a. sos 
F(2)=24(5-— 5+) —6 
F(3) =24(0+0+0)=0, 
ye 
P(4) =24(—g+ q+ _)=6 
F(5) = 24(0+0+40)=0, 
5 
>» F(k) =—54, 
k=0 
: 936 52 
Gy = 575 (—54 — 15 ( —66 — 0) = ag= F> 
=(),3 , ‘ 
1,4 e, = g7g(—-54—-15( 0-6) = es 
2,5 
2,5 ty = gag (— 54 — 15 ( 6-0) =—gr——s, 
ry . 862 
1,4 Oy = 575 (—54 — 15( 0—6)—ga=-% 
1,4 , an A 
0,3 


el -6( 04+60)e4 Eee. 


Demzufolge ist 


Fi, ii, (A) = £ (52 myg(A) + 294 +1) — 8q(A + 2) + 2m6(4 + 8) 
— 8n,,(A + 4) — 58,,(4 + 5)). 
Es ist ersichtlich, daB durch die Einfiihrung der Normalform in dem 
Ausdrucke fiir die Anzahl der Auflésungen der diophantischen Gleichung 


eine bedeutend einfachere Darstellung einer mehrfachen Summation er- 
méglicht wird. 


Als Endresultat haben wir gefunden, daB die Anzahl der ganzen posi- 
tiven Auflésungen der unbestimmten Gleichung 


a,%,+4,%,+.-.+4,2, =A, 
wenn wir sie mit 
p (a, 4, ...@,; A) 
bezeichnen, folgende Gestalt hat: 
p(a,a,...a,;A) = C,(A) + 0,(A) A*+ C,(A) A? +...+ 0,_,(4)4°~", 


Mathematische Annalen. 105, 40 
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z n 


(—1)* di, iy...i 
Cus(A)™ GT, Sg Fam Fite telA) 
Gand... ~<t, 71 





ist, wo anderseits F;,;,;,,(A) eine periodische Funktion mit modulus 


d;,i,...i, ist, namlich 
wy : at 
f ™ **° "he. 6 a," ( 
Fit) s Sew. 
aj, Si, +-- +a, &,. penny, = on) 2j, Bj, +++ 2,21 i; a peo 
05 &,<4{%, «tm 8, +H, +... +8j, es 
Hier ist 
zi, 
: -_ 
fu,(8) = 2 (" (7) Ayo (thy... ta)" SEE", 
wo 


1 = 
Ay, = 1, Ay =—F Ay, =(—1)" * Bay-» Ayo = 9 


ist, und B,, _, eine Bernoullische Zahl bedeutet. 


Ersichtlich ist C,_,_,(A) die Summe solcher periodischen Funktionen, 
deren Anzahl 
4 ( 
(1) + (2) +---+(%) 


ist, und deren Moduln die gréBten gemeinschaftlichen Divisoren der aus 
Elementen a,,a,,...,@,  darstellbaren n—1, n— 2, ..., n — z-klassigen 
Kombinationsgruppen sind. Diese periodischen Funktionen kénnen wir in 
eine einzige periodische Funktion zusammenziehen, deren Modul das kleinste 
gemeinsame Vielfache der Moduln der Summanden ist (obzwar es zweck- 
maBiger ist, die urspriingliche Form zu behalten). So kann man z. B. 
C,(A) durch die Zusammenziehung als eine periodische Funktion darstellen, 
deren Modul das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen a, a,...a,, ist. 

Sehen wir nun, wie sich in dem Ausdrucke von o(a,a,...a,;.A) die 
Koeffizienten der auBersten Glieder nach den allgemeinen Formeln gestalten. 
Wenn z= 0 ist, 





1 
C,-1(4)= (n—1)!a,a,...a, 
Wenn z=1 ist, 


C,-1(4)= Grae aa a a, f,(é,) +-.-}. 


: ™ ‘a, &, = A (mod d,) 
Wenn z = 2 ist, 








_ 1 Bi 1 
Te te “SRM: ee, at gt h(E) + o* 
d, d, - 
+} D4, Of, (8) (82) + --+}- 


a, §,+a, §,= A (mod d,,) 
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Wenn z= 3, 


0,4) = Gore | ee. tee +... 


n (n—4)! a,a,...4, a, er 


+35 DS patayhy(E) (Se) +5 4,43 KE) faGs) +--- 


the a, t,+a, €, = A (mod d,,) 

d,o dys dd ry 
+ “a dy Oy f,(E,) fy(82) p(B) +--+. 
1230 a, §, + a, &, + @ §5 = A (mod d,,;) 


Wenn wir in Betracht ziehen, da8 








bee 1 Je) 
fi (&,) = &;, i at oe a 


& 1 e 
fo(&i,) = fi — ti a vim Fig +(t tit... tad 
. . 3 ute € 
fs(&:,) = ee ~< ht, ...te Otc + 5 (tits ...tn) &:, 


ist, usw., und wenn wir die Kongruenzgrenzen einfiihren, so wird 














1 
C,,-1(A) - a 1)! a,a,...4@,’ 
. —1 f vy rt 
0..(4)93 > Z a, (,-54,)+...}, 
(n —2)! a,ag...a, aft rr 23) 
/ 1 f Vv 
C,,_3(A) = ’ Pe sai (#8 da +5 zai) +... 
) (n—3)! Gy. --Oy\ 7 ae 
0S §,<d, 
d,d 7? ld ld 
+55 +  4,4,(&— 59) (&—-FZP)+--}: 
" a, §,+@,5, == A(mod d,,) * . 
os<32, 0s<2 
- —1 Vv 1 3/,5 8 oe 
0,-.(4) = qoayreemal he 5 ai (sf — ghitg ha) +... 
a,§, =A (mod d,) 
0S f,<d, 
d,d, 45’ l [ 2 (sf dye 1 di, 1 dye 
+ > | G1 de #- 4+ 55) (4-53) 
1 ] aul * 1 
ae aht+abmdintes” dy 6 a3 34 
os a<Z, os a<? 
2 1d 1 ad? 
+ a1 a3 (8 — 5 2) (a Bat sB)|t- 
dye dys Ig 1 diss 
+ eo ua a, 4,4, (é, a 2) 
198 a,§,+a,5,+@,6 = A (mod d,,5) 
a dyo3 dias 


Sii< »0Sh<7, 05h<7™ 


<(-2F) (&- 2) ++}: 
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Bemerkung. Hier hat die Kongruenz 
a, §, = A(modd,), 
0<é,<d 
nur eine einzige Auflésung, nimlich 
&; = ma,4,(A), 


folglich hat die hierhergehdrende Summe nur ein Glied. 

Mit den obigen Formeln kann man die folgenden Partitionstypen voll- 
standig auflésen. 

Wenn n = 2 ist, so wird 


p (a, a,; A) = 0,(A) A*+C,(A) 


1 1 , 1 \ 
= A’— aa (a: me,4,(A) + 2 %a,a,(A) — 3 (4, 4, + 4, d,)) 





a, a, 
oder, da ist 
d,=a,, d,=4,, 
p (a, a,; A) = 2— aq Na,a,(A) — 42 Ya,a,(A)}. 
Beispiel. 


p (2, 3; A) =~ A+ £(6 — 2Mgq(A) — 3 1999(A)) 
oder in Normalform, da 
Neg(A) = 3 — 0,3(A), 
Nyq(A) = 149(A), 
p (2,3; A) = 2 (A — 8yg(A) + 27,5(A))- 
Wenn zum Beispiel A= 101, (2,3; 101) =17. 
Wenn n = ist, so wird 
p (a,a,a,; A) = C,(A) A* +0, oe te 


A* A é 
_ 2a, a, a, = nau {m1 Na, a,( A) +. + (4,4, +.. ) 


+ aa (pat (ne,(4) = d; Na, a, (A) +4) +... +... 


z a a (5, roa 2) ( i i 2) sha ; ; 


0s h<Z, 0sn<? 





Hier ist 


d,,=@,, d,,=a,, d,, = a,. 
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Beispiel. 

a4,=2, a,=3, a,=—4, 

d,=1, ,~=2, d=—l, 
d=4, d,=3, d,=—2. 


’ 12 
p(2,3,4; A) =a 54 (3 a2 (A) - z) 


144 9 ‘ 4 16, 2 
tality (me(4)—-2mm(4)+3)t+et+q  D  6&,—1)G-2) 
2,486, == A (mod 4) 
1 3 3 2 1 
+= 8(E,—3) (6: -—g) +5 12(€,—1) (&—3)?- 
Re cil (A z) ( . z) ee , (f z)} 
Hier ist 
F,(A)= 5S _ 8(,—1)(&—2). 
2€,+36, = A (mod 4) 
03§,<2,0S5<4 
Wenden wir nun die Regeln beziiglich der Einfiihrung der Normal- 
form der periodischen zahlentheoretischen Funktionen an! Wir machen die 
Transformation 





& =, v,< 2, 
&,=u,+20,, u<2, 1,<2, 
A—8n!4) 
lv,+30,= > (mod 2), 
v,=0, »,=0, v, +3v,=0, 7,.(0,+30,)=0, 9,.(4')=0, A=0,3 
0 1 3 1 1 1,2 
1 0 1 1 1 1,2 
1 1 4 0 0 0,3 
A=0, §,=—0, §=0 A=2, §£,=—0, §&=0 
1 2 1 of’ 
A=l1, §,=0, §,=3 A=z=3, §é&=0, §,=1 
1 1 1 3’ 
F,,(0)=12, F,(1)= —6, F,,(2)=0, F.(3)=6, » Fy(k) = 12, 
¢=-l, a=-l, a=—-l1, «=5, 
F,.(A) = — 9 (A) — ny (A+ 1) — ny(A +2) +50, (A + 3) 
= —6+6n,,(A+ 3), 





8 8 
Fe aay Sigman D4)» 
0S6,<3, 055,<38 


&,=0,, &=%,, 
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v,=0, v,=0, 2v,+40,=0, 445(2¥,+4r,)=0, ,,(4’)=0, A=0 
0 1 4 1 1 1 
0 2 8 2 2 2 
1 0 2 2 2 2 
1 1 6 0 0 0 
] 2 10 1 1 1 
2 0 4 1 1 1 
2 1 8 2 2 2 
2 2 12 0 0 0 
A=0, §,=0,&=—0) A=1,é,=—0,&—=—1) A=2, &,=0, f=?) 
1 1 1 2 1 0}, 
2 2 2 0 2 | 
F,,(0)=22, F,(1)=-—2, F,(2)—=-—2, DF, (4) = +18, 
a=—6, a«=2, «a=10, 
F,,(A) = —6,,(A) + 29,,(4+1) + 109,,(A+ 2) 


= 30 — 16 n,,(A) — 8,3(4 +1), 





F,,(4) = > 129(-1(4— 
3 £446, = A(mod 2) 
05 §,<2, 0S6,<1 


&,=2(A), &,=0, 
F,,(A) = 6— 6 3,(A). 


Es wird auf Grund dieser Ergebnisse 

(2,8, 4; A)— 2 — 8 6ny(A)—12) +95 + al) — F mal A) +5 
+$44(—3+3ny(4 +3) 
+ FF (4) — F10(4 +1) + 6 — 6 m,9(4)}, 

p (2,3, 4; A) = aq {8.A* + (36 — 18 144(A)) A + 106 — 63 7,9( A) 


— 32,,(A) — 13,,(A +1) +18n,,(4 + 3)}. 


Auf ahnliche Weise hat der Verfasser fiir jede 2-fache, 3-fache, 4-fache, 
5-fache, 6-fache Kombination der Zablen 


inh a & 8 8 


je eine berechnet, und auBerdem alle Formeln aus den in der Invarianten- 
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theorie gebrauchten Typen 


gy (1, 2, 3,...,7, 1,2, 3,...,n —1; A) 
und 
y (2,3, 4,...,7, 1,2, 3,...,m — 1; A) 


fiir die Fille n <6, zusammen etwa 70 Formeln. 
Als eine reprisentative Formel hierfiir kann man die folgende betrachten 
3! 5! 6! p(1, 2, 3, 4, 5, 6; A) 
= 6A*°+ 315 A‘ + 6160 A* + (54450 + 1350 »,,(A4+1)) A” 
+ (196 130 + 28350 »,,(A + 1) +3200 ,,(A+ 1) +6400 n,,(A+2)) A* 
+ {100375 + 122625 n,,(A+1) +51200 n,,(A+1)+ 67200 ,,(A+2) 
+ 12150 n,,(A +1) + 16200 9,,(A+ 2) + 12150 9,,(4+ 8) 
— 20736 n,,(4A)—9600 n,,(A+1)+ 4800”,,(A+ 3) + 48007,,(A + 5)}. 
Namlich aus dieser Formel kann man mit einfachen Relationen alle 


anderen herstellen. 
Die wichtigeren dieser Relationen sind 


1. p(a,a,...@,_,;4)=p(a,a,...@,_,4,;4)—p(a,a,...@,_,@ 


n-1%)> n—1 ns 4 —a@,) 
Zum Beispiel 
p(1,2,3,4,5; A) = »(1,2,3,4,5,6; A) —¢(1,2,3,4,5,6; A—6). 
k-1 
2. p (a,@,...@,;A) = S'p(a,a,a,...a,_,,ka,; A —2a,). 
z=0 
Zum Beispiel 
y (1, 2, 2,3, 4,5; A) = 
= (1, 2,3,4,5,6;A) + (1, 2,3, 4,5,6; A — 2) + (1, 2,3,4,5,6; A — 4). 
Die entsprechende Behandlung des diophantischen Gleichungssystems 
@,%,+4,%,+...+4,27,=A, 
b, 2, + b,%,+...+6,27,=B 


wird die Aufgabe einer selbstandigen Arbeit sein. 


Miskole (Ungarn), den 30. Dezember 1930. 


(Eingegangen am 6. 1. 1931.) 








Uber nilpotente Unterringe. 
Von 
Jakob Levitzki?) in New Haven (Conn.), U.S.A. 


In seiner Arbeit , Ober maximale nilpotente Unterringe und Nilringe“*) 
spricht Herr Kéthe die Vermutung aus, da8 jeder Nilring (Erklarung in § 1) 
in einem vollstandig reduziblen Ring nilpotent sein mu. In dieser Note 
wird die Vermutung des Herrn Kéthe in folgender verallgemeinerter Fassung 
bewiesen: Ist der Ring 0 von endlicher Lange n, d.h. existiert fiir 0 als 
Rechtsideal aujfgefaBt eine Kompositionsreihe von Rechtsidealen (gelten 
also die Maximal- und die Minimalbedingung), so ist jeder Nilring in o 
nilpotent, und n -+- 1 ist eine gemeinsame obere Schranke fiir die Exponenten 
aller nilpotenten Unterringe. 

Eine einfache Folgerung dieses Satzes ist dann der folgende Satz: 
Jeder Unterring 0 eines Ringes 0 von der oben geschilderten Art besitzt 
ein (echtes oder, wenn = 0, unechtes) Radikal vom Exponenten <n +- 1. 

Der Beweis wird im wesentlichen in zwei Schritten gefiihrt; beim 
ersten Schritt (Satz 1) wird der folgende Schlu8 angewandt: Geht von 
einem Rechtsideal der Lange ¢ eine Vielfachenkette von mehr als s Rechts- 
idealen aus, so mu mindestens zwischen zweien der Ideale dieser Kette 
das Gleichheitszeichen stehen (Dirichlets Schubkastenprinzip). Der zweite 
Schritt (Satz 2) kann als Verallgemeinerung desjenigen Verfahrens angesehen 
werden, welches bei Konstruktion eines idempotenten Elements in einfachen 
Idealen angewandt wird. Zum Schlu$ (Anhang) wird ein einfacher Beweis 
der von Herrn Kéthe in der oben zitierten Arbeit bewiesenen Konjugiertheit 
der maximalen nilpotenten Unterringe eines vollstaindig reduziblen Ringes 
gegeben*). 





*) Sterling Research Fellow, Yale University. 
*) Math. Annalen 108 (1930), S. 359—368. 
*) Vgl. dazu auch die bei Kéthe zitierte Arbeit des Herrn Shoda. 
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§ 1. 


Es sei o ein Ring, welcher die Maximal- und die Minimalbedingung 
fiir Rechtsideale erfiillt. Jedes Rechtsideal r besitzt dann eine Kompositions- 
reihe t,>r,>...>t,>0, wobei zwischen r, und r,,,, beziehungsweise 
zwischen r, und 0 keine Rechtsideale liegen. Die Zahl r heiBt die Lange 
des Rechtsideals r,. Alle Langen sind beschrinkt und iibersteigen nicht 
die Lange von o, o als Rechtsideal aufgefaBt. 

Die Existenz der Einheit (in 0) wird nicht vorausgesetzt. 

Da im folgenden durchweg nur Rechtsideale auftreten (wir kénnten 
ja ebensogut mit Linksidealen operieren), werden diese kurz Ideale genannt. 

Mit r,-+ 1, wird in §1 und § 2 das Vereinigungsideal von r, und r, 
bezeichnet, d. h. das aus der Vereinigungsmenge von r, und r, abgeleitete Ideal. 

Es wird iiber die Struktur von o sonst nichts vorausgesetzt. Ins- 
besondere braucht 0 in diesen Paragraphen nicht vollstandig reduzibel zu sein. 

SchlieBlich erinnern wir noch an die folgenden Erklarungen: 

Erklarung 1. Unter einem Nilring n versteht man einen Ring, dessen 
simtliche Elemente nilpotent sind. D.h.: Fiir jedes Element a aus n gibt 
es eine endliche Zahl 2, so daB a* = 0 ist. 

Erklarung 2. Unter einem nilpotenten Ring m versteht man einen 
Ring, dessen endliche Potenz verschwindet: m®=0. Dies ist offenbar 
iquivalent damit, daB das Produkt von je 9 Elementen aus m gleich 0 ist. 

Jeder nilpotente Ring ist demnach ein Nilring. Fir Ringe mit Endlich- 
keitsbedingungen wird also im folgenden auch die Umkehrung gezeigt. Da 
die Umkehrung in allgemeinen Ringen falsch ist, kann man sich leicht an 
Hand von Beispielen klar machen‘). 

Satz 1. Es seien s Elemente a,,a,,...,a, gegeben und ein Ideal r, 
dessen Lange hdochstens s ist. Ist das Ideal a,-a,...a,r+0 und ist 
a,tCr (¢=1,...,8), so gibt es ein Ideal t, so daB die Relationen 

OcrCr; a,t+a,t+...+a,t=f 
erfillt sind. 

Beweis. Wir setzen zunichst t,—a,r+a,t+...+a,t. Da 
a,rCr ist, so ist r,Cr. Ferner ist wegen a,a,...a,t+0 auch 
a,t+0, also r,>0. Wir setzen jetzt r,=a,t,+a,1t,+...+4,1,. 


& & 
Da r,Cr, also a;t,Ca,;t, so ist rp = Sa,t,C Sar—r, dh r,Cr,. 
i=l i=1 


Ferner, da a,rCr,, so ist a,,a,tCr,, und da a, ,a,r+0 wegen 


*) Vgl. G. Kéthe, Uber die Struktur der Ringe, deren Restklassenring nach dem 
Radikal vollstandig reduzibel ist. Math. Zeitschr. 82 (1930), S. 165. 
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a,:a@,...4,t+0, so ist r,>0. Fiir 4<s schlieBen wir jetzt rekursiv: 
x s 
Wir setzen r,,, = S'a,;t,, wobei rt, = Sa;t,_, und wofiir wir voraus- 
i=1 i=1 


setzen 1,Ct,_, und 1,24, _,,,°@,_3,5---@,t. Aus 1r,Cr,_, folgt 


a 
a a 
@;t,Ca@,t,_,, also t,,, = Sa,t,0 Sa,t,_,=1,, dh. t,,,Cr,; da ferner 
t=1 t=1 


T, 2G, 44°@_age+++@,T, 80 ist 1,,,24,_,-%,2G,_,-G,_4,,---@,0, Wor- 
aus wegen a,-a,...a@,t +0 auch r,,,>0 folgt. Dieses Verfahren kénnen 
wir bis 4 s+ 1 fortsetzen. Wir erhalten auf diese Weise eine Vielfachen- 
kette von s +1 Gliedern: r =r, Dt, Dt, 2... Dt, >0, wobei r, von 0 ver- 


schieden ist. Da die Linge von r als héchstens gleich s vorausgesetzt war, so 
mu8 mindestens zwischen zweien der Ideale der obigen Kette, etwa zwischen 


r, und r,,, das Gleichheitszeichen stehen, also r,=1,,, = S'a,t,, d. h. 
s i=1 
t, = Sa,t, mit r,>0, w. z. b. w. 


i=1 . 
Hilfssatz 1. Es sei S'a,r=—r. Ist p ein Element von o, welches 
i=1 
durch Produktbildung aus den a, erzeugt ist, so ist prCr. 
Beweis. Induktion: Es ist a;rCr. Die Behauptung gelte schon fiir 
alle Elemente, die Produkte von k Elementen aus den a, sind. Es sei p 
ein Produkt von k+-1 Elementen aus den a,, also p= a,p, wo p aus k 
Faktoren a; besteht, also (gemiS Induktionsannahme) prCr, woraus 
a, ptCa,rCr folgt, w.z. b. w. 


Definition: Ein Ideal r werde nicht von allen Elementen eines 
Systems a,, a,,...,@, von links annulliert (d.h. a,r=0 gelte nicht fiir 
alle 4). Das System a,,a,,...,@, hei®t irreduzibel beziiglich r, falls fiir 
jedes Untersystem aj,a;,...,aj (mit 1<k) gilt: afr +air+...+a/r 
Ca,t+a,r+...+4,t. 


Hilfssatz 2. Ist a,,a,,...,@, ein beliebiges System von Elementen 
aus o und r ein beliebiges Ideal, welches nicht von allen a; links annulliert 
wird, so gibt es stets ein beziiglich r irreduzibles System von Elemeaten 
aj, @3,...,a{, die aus den a, entnommen sind, so daB gilt: afr + ajr+...+ajr 
=a,t+a,rt+...+4,F. 

Beweis. Man lasse in a,t + ...-+-a,t =r sukzessive alle a;r weg, 
deren Wegbleiben die Menge r nicht verkleinert; dann erhalt man ein 
irreduzibles System. 


Hilfssatz 3. Ist a,r-+a,r +... +a,t =r und das System a,, a,,...,@, 
mit &>1 irreduzibel in bezug auf 1; gilt ferner fiir eine Anzahl von 


rf 
Idealen r,, t,,...,t, die Beziehung r;C a,r fiir ein festes », so ist Yr, Cr. 


i=1 
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a 
meres, Klar ist St, Gt. Ware S1r,=—r, so hatte man: 


t=1 t=1 


r= Sr, Ga,r; da die a, in bezug auf r irreduzibel sind, so ist a,rCr, 


i=1 
also wire rCr. Widerspruch. 

Satz 2. Ist r ein von 0 verschiedenes Ideal, dessen Lange héchstens 
gleich s ist, und gelten fiir ein System von s Elementen a,,a,,...,@, die 
Beziehungen 

t=a,t+a,t+...+4,t; a,-a,...a,+0, 


so laft sich aus a,,a,,...,a, durch Produktbildung ein nicht nilpotentes 
Element abletten. 

Beweis. Wir wahlen aus den a,,a,,...,@, ein beziiglich r irreduzibles 
System b,, b,,..., 5,, so daB die Relation 


(1) r=b,r+),r+...+5,2 (t< 8), 


noch erfiillt ist. Ist ¢= 1, so sind wir fertig, denn dann haben wir b, tr =r, 
woraus durch Induktionsschlu8 6;"r = rt mit beliebig hohem m folgt, d. h. b, 
ist dann nicht nilpotent. Es sei also t > 1. In diesem Falle wollen wir zeigen: 

Hilfssatz. Es gibt ein Ideal r™, so daB OCr™ cr gilt, und fiir r™ 
die Bedingungen des Satzes wiederum erfillt sind, d. h.: Es existieren 
s Elemente a{", af”, ..., a{”, so daB die Relationen af’ r™ + af?r™ + ... 
+aPrY—r™; af.as”... a +0 erfiillt sind. Dabei sind die a{" ent- 
weder Elemente aus dem System a,,a,,...,@, oder aus diesem System 
durch Produktbildung hervorgegangen. 


Es sei namlich };, ein beliebiges Element aus den b,, b,,..., 5,, etwa 
das Element b,. Durch Multiplikation der Gleichung (I) erhalten wir 


b Sb, t=b,r. Da br +0 ist, so folgt die Existenz eines };,, so dab 


a i Ja? 


by. ie + 0 ist. Daraus folgert man durch abermalige Multiplikation der 
Gleichung (I) die Existenz eines };,, so daB 6b; -b;,-b;,r +0 ist, usw. Fahrt 
man so fort, so erhalt man eine unbeschrankt fortfiihrbare Produkt- 
entwicklung I7 = b;,-b;,-b;,..., wohei jeweilig etwa das b;, mit dem héchst- 
méglichen Index unter den b, genommen wird. Fiir jeden Abschnitt J7* 
dieser Entwicklung (d. h. fiir jedes Teilprodukt };.-b;, ...0;, aus Ele- 
menten der Entwicklung J7, in derselben Reihenfolge aes Glieder und 
ohne Spriinge dieser entnommen) gilt dann: J7*r+ 0. Wir denken uns 
die Produktentwicklung J7 geniigend weit, etwa bis zu s* Gliedern fort- 
gefiihrt. Wir bezeichnen mit 17* den Abschnitt dieser ersten s* Glieder. 
Wir haben dann zwei Fille zu unterscheiden: Entweder gibt es in J]* 
Abschnitte von s Gliedern, in denen das Element };, nicht auftritt, oder 
das Element 5; tritt in jedem Abschnitt von s Gliedern auf. 
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Fall 1. Tritt 5; in einem Abschnitt von s Gliedern in J7* nicht auf, 
so bezeichnen wir diese mit bj, b;,,..., bj, und wissen, daB diese Elemente 
nur aus dem System 6,, 6,,...,5,_, entnommen sind (da ja b;, =), ge- 
wahlt war). Weil das Produkt 6j,-b;,...6;, ein Abschnitt in J7 ist, so 
ist bj,-bj, ... bj, 4+ 0; da ferner bj tC ist, so sind fiir bj,, bj, ..., bj, und r 
die Bedingungen des Satzes 1 erfiillt es gibt also ein Ideal ro, so dab 
OcrMCr und Br + BrP +... +5),1% =r™ erfiillt ist. Nun zeigen 
wir, da8 r“’Cr sein mu8. Da nimlich das System 5,, b,,..., 6, beziiglich r 
irreduzibel ist und bj, bj,...,6;, aus einem echten Untersystem der 5, 
entnommen sind, so ist bj r+ ... +6j,rCr; um so mehr ist rCr. 

Fall 2. Tritt das Element b; = b, in jedem Abschnitt von s Ele- 
menten in J7* auf, so hat J7* die Form I]* = b,c, - b,c,- b,c, ..., wobei 
die c, Abschnitfe in J7* (also auch in J/) sind, die gemaS Erklarung des 
Falles 2 so gewahlt werden kénnen, daB sie nicht mehr als s — 1 Elemente 
umfassen. Da nun die Anzahl der Elemente in J/* gleich s° ist, so tritt 
in 17* das Element b, mindestens s-mal auf, so da8 im J] * ein Abschnitt 
der Form }j-bj...6j, vorkommt, wobei bj = b,c, ist. Weil nun das 
Produkt bj-6j,...bj, ein Abschnitt in der Entwicklung J/ ist, so gilt 
b;,-b;,...bj,t+0. Weil ferner b} b,c, und c, ein Produkt aus 
b,, b,,..-,5,_, ist, so folgt nach Hilfssatz 1: b; »tCt. Also sind fiir 
b;, b;.,..., bf und r wiederum die Bedingungen des Satzes 1 erfiillt, woraus 
die Sin eines Ideals r“) folgt, so daB 0 C rCr; br) + bi r+... 

+ bj,r® =r erfiillt. ist. Auch hier zeigen wir, daB r Cr sein ok 
Es ist naémlich b;,=,c,, und da c,rCr ist, so folgt bj. Cb,r, und 
wegen rt) Cr erst recht bj r“’C b,r fiir alle 2. Also sind fiir die Ideale 
bj r™, bj r™, ..., bj, re die Bedingungen des Hilfssatzes 3 erfiillt, woraus 


8 
rr? = 5b; Cr, also r™ Cr, folgt. Damit ist der oben eingeschaltete 
im1 


Hilfssatz bewiesen. 

Jetzt kénnen wir mit r™ dieselbe SchluBweise wiederholen. Man folgert 
so entweder die Existenz eines aus den a; entnommenen (Fall 1) oder aus 
ihnen durch Produktbildung abgeleiteten (Fall 2) nicht nilpotenten Ele- 
ments oder die Existenz eines aus den a; entnommenen oder durch Produkt- 
bildung aus ihnen abgeleiteten s-gliedrigen Elementensystems a{”’, as’, ..., a” 
und die Existenz eines Ideals r®, so daB r>r%>r™>0 und afr 
-ayr®+...+a%r =r erfiillt ist. So wird durch jeden Schritt, der 
kein nicht nilpotentes Element liefert, ein weiteres Glied zu der von r aus- 
gehenden echten Vielfachenkette r>r>r) >... angefiigt. Da nun jede 
von t ausgehende echte Vielfachenkette nach héchstens s Schritten ab- 
brechen muB, so folgert man die Existenz eines aus den a, durch Produkt- 
bildung abgeleiteten nicht nilpotenten Elements, w. z. b. w. 















Nilpotente Unterringe. 


§ 2. 


Folgerung. 1. Ist n die Lange des Oberringes 0, o als Rechtsideal 
aufgefaBt, und ist das Produkt von n-+- 1 Elementen a,,a,,...,@,,, aus 0 in 
gegebener Reihenfolge von 0 verschieden, so kann man aus den n Elementen 
@,,@,,---,@, durch Produktbildung ein nicht nilpotentes Element ableiten. 

Beweis. Es ist a,-a,...a,0+0, da das Ideal a,-a,...a,0 das 
von 0 verschiedene Element a,-a,...@,-a,,, enthalt. Ferner ist a;0 Co. 
Also gibt es nach Satz 1 ein Ideal r, so dal’ cr >0 und a,r™-+ a, r+... 
+a,r =r erfiillt ist. Daraus folgt nach Satz 2 die Behauptung. 

Folgerung 2 (Verscharfung von Folgerung 1). Ist das Produkt von 
s+ 2 Elementen a,,a,,...,4,,, in gegebener Reihenfolge von 0 ver- 


s+2 
schieden und ist die Lange des Vereinigungsideals r= S/a,0 héchstens 
i=1 


gleich s, so kann man aus den s Elementen a,,a,,...,a@, durch Produkt- 
bildung ein nicht nilpotentes Element konstruieren. 


Beweis. Da r das Ideal a,,,0 umfaBt und dieses das von 0 ver- 
schiedene Element a,,,-@,,,, 80 ist a@,-a,...a,r+-0. Ferner ist 
a,tCa;oCr. Also sind fiir a,,a,,...,a, und r die Bedingungen des 
Satzes 1 erfiillt, woraus wie in Folgerung 1 die Behauptung folgt. 

Zusatz. Hatten wir die Existenz der Einheit in 0 gefordert, so wiirde fiir 
die Lange des Vereinigungsideals r die Forderung ,,héchstens s +- 1“ ausreichen. 

Hauptsatz. Ist der Ring 0 von endlicher Lange, d.h. existiert eine 
Kompositionsrethe von Rechtsidealen der Lange n (gilt also die Mazximal- 
Minimalbedingung), so ist jeder Nilring in 0 nilpotent, und n +1 ist eine 
gemeinsame obere Schranke fiir die Exponenten aller nilpotenten Unter- 
ringe von 0. 

Beweis. Es sei 0 ein Nilring in 0. Ware das Produkt von » +- 1 Ele- 
menten aus 0 von 0 verschieden, so kénnte man aus ihnen (durch Produkt- 
bildung) gema8 Folgerung 1 ein nicht nilpotentes Element konstruieren. 
Also kénnte 0 kein Nilring sein. 

Folgerung. Ist 0 ein beliebiger Unterring von 0, so enthdlt 0 stets 
ein (echtes oder, wenn = 0, unechtes) Radikal von Exponenten <n -+-1. 

Beweis. Man bilde das Vereinigungsideal a aller zweiseitigen nil- 
potenten Ideale des Unterringes 9. Wie iiblich beweist man, daB a auch 
alle rechts- und linksseitigen nilpotenten Ideale von 9 enthalt. Ferner zeigt 
man, da8 a ein Nilring sein mu8, also nach dem Hauptsatz nilpotent vom 
Exponenten <n-+1, w. z. b. w. 

Zusatz. Enthalt o eine Einheit, so erniedrigt sich die gemeinsame 
obere Schranke fiir die Exponenten der nilpotenten Unterringe auf n. 
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§ 3. 
Anhang. 


In diesem Paragraphen setzen wir voraus, daB der Oberring 0 voll- 
standig reduzibel ist. Wir kénnen uns fernerhin auf zweiseitig einfache 
Ringe beschrinken, da die folgenden Ausfiihrungen auf den allgemeinen 
Fall leicht iibertragbar sind. 

Unter Ideal verstehen wir auch fernerhin ein Rechtsideal und sprechen 
mit Riicksicht auf § 2 statt von nilpotenten Unterringen bequemer von 
Nilringen. SchlieBlich soll in diesem Paragraphen im Gegensatz zu den 
vorigen die Schreibweise r,+-r, bedeuten, daB die Summe der Ideale r, 
und r, direkt ist, dh. aus r,+7r,=—0 mit r, Cr,, r, Ct, folgt r, = r,=0. 

Fiir die in diesem Paragraph benutzten Grundtatsachen iiber vollstandig 
reduzible Ringe vergleiche man die §§ 13 und 14 der Arbeit von E. Noether: 
»Hyperkomplexe GréBen und Darstellungstheorie“*). 


Satz. Jeder Nilring aus 0 liegt in einem mazximalen, und alle mazi- 
malen Nilringe sind konjugiert. 
Beweis. Es sei m ein beliebiger Nilring in 0 und m sein Exponent, 
d. bh. m™=0 und m*+ 0 fiir 4 < m. Wir betrachten die Ideale r, = m’o; 
A=1,...,.m—1. Es ist r,>t,,,, da m’o>m’***o. Wir zeigen, daB sogar 
t,>t,,, fir 4=1,...,m—1 gilt. Ware namlich m’o = m’***o fir 
ein 4< m—1, so wiirde daraus durch sukzessive Multiplikation folgen: 
m’o =m"o fiir ein beliebig hohes r >A, also, da m’o +0 ist, miiBte 
auch m’” +0 sein fiir ein beliebig hohes r, was nicht der Fall ist. Ebenso 
folgt o > r,. 
Wir setzen nun 0 =1,+T1,,;t,=1,,,+t,_, fir 4=1,...,.m—2 
und schlieBlich r,,_,=t,; dann ist 0 = > t;, wobei r, ="St, ist. Es sei 
t=1 25 a 
é, mit @,Ct,; es ist dann » =e, eine 
t=1 


as 


E die Einheit von 9 und EF = 
Linkseinheit von rt, = ,0. 
Es sei a ein beliebiges Element aus m. Da mC r,, also ac "Si, ist, 


i 
» 


ry 


m—1 t=1 
so kann man setzen a= SG, mit @,Ci,. Aus .am*Cm’*** folgt 
t=1 ve 


2 A . 
am’oCm a. 2 d. h. at,Cr,,,, also insbesondere ae,Cr,,, oder 
m—l m-h m—j- m—) 


D4; an C 2 7 0, also wegen der Direktheit der Summe der {,: @, aa= = 0 
t=1 
fiir beac hie Fes und dies in Verbindung mit @, < 2,0 besagt, “daa das 


m—A 


Element @, in dem Ring @ ,0(E— 2), liegen muB, sobald » >m—i1—1 


5) Math. Zeitschr. 30 (1929), S. 641—692. Zitiert mit N. 
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ist; insbesondere ist also 


a m m 
m3 Cea 0*(B— 3%) = Fy 0° Ss %= 3S 4,_,0%,. 
iw1,...,m—-1 k=1 s=m—A+1 s=m—A+1 


Mit anderen Worten: m ist eine Untermenge des Ringes 2 Py é,0é, =m" 
Ist nun o= St? == Sep o mit Z= Ser und ef cH eine direkte 

Summe von Pet Idealen, die man, “ead von der Zerlegung 

o= 3,0, durch Zerspaltung der Ideale @,0 in einfache Summanden 


t=1 


gebildet hat, und betrachtet man den Ring P*=— S S'eve;, so folgt 
i<k 


m*C P*, da ja die e* Summen von gewissen e, sind. Also ist wegen 
mCm* auch mC P*. Der Ring P* ist, wie leicht zu sehen ist, ein 
maximaler Nilring. 

Geht man von einer beliebigen anderen Zerlegung von o in einfache 


Ideale aus: 0 = - . e**o und bildet den entsprechenden maximalen Nilring 


war 


P**— > Ser*oe*, 80 folgt wie beim Beweis des Artinschen Satzes 


i<k 
(N, § 14, Schlu8) die Existenz eines reguliren Elements R in 0, so dab 
R~*P*R = P** gilt. Also: 
Jeder Nilring liegt in einem mazximalen, und alle mazximalen Nil- 
ringe sind konjugiert. 
Damit gelten die bei Kéthe*), § 3, fiir nilpotente Unterringe aus- 
gesprochenen Satze auch fiir Nilringe. 


(Eingegangen am 24, 12. 1930.) 





Zur Arithmetik der Polynome. 


Von 


Udo Wegner in Géttingen. 


In der vorliegenden Note wollen wir folgende Satze beweisen, die in 
den Ideenkreis des Hilbertschen Irreduzibilitatssatzes fallen. 

L. f(z) =2"+a,2"-*+...+4, 
sei ein ganzzahliges Polynom ohne mehrfache Nullstellen von einem Grade > 1. 
Fiir eine Menge von Primzahlmoduln von einer Dichte gréBer als }*) mége 
f(x) vollstandig reduzibel sein. Dann ist f(z) im Bereich der rationalen 


Zahlen ebenfalls vollsténdig reduzibel, d. h. f(z) ist das Produkt von n 
voneinander verschiedenen linearen Primfaktoren. 


II. Spaltet das ganzzahlige Polynom 
f(z) =2"+a,2""*+...+4, 
ohne mehrfache Nullstellen fiir fast alle Primzahlmoduln mindestens einen 


ganzzahligen Linearfaktor ab, so ist f(x) im Bereich der rationalen Zahlen 
reduzibel und besitzt mindestens einen ganzzahligen Linearfaktor. 


Il’. Spaltet f(a) mit derselben Eigenschaft wie zuvor fiir fast alle Prim- 
zahimoduln mindestens m Linearfaktoren ab, so ist f(x) im Bereich der 
rationalen Zahlen reduzibel und besitzt mindestens m gaazzahlige Linear- 
faktoren*). 


*) Unter der ,Dichte“ einer wohldefinierten Menge von Primzahlen 7, , p,, p,,.-. 
foe} 
1 








ite 
versteht man nach Kronecker den Grenzwert lim "= ad , falls er existiert. 
e>° log — 
e 


*) Satz 1 ist eine unmittelbare Folge der Kroneckerschen Untersuchungen, aber 
noch nicht, wie ich glaube, bemerkt worden. Satz II und II’ ergeben sich auch 
wesentlich aus Kronecker-Frobeniusschen Untersuchungen. Siehe Kronecker, Sitzungs- 
berichte der preu8. Akademie der Wissenschaften 1880, S. 155 ff. — Frobenius, ebenda 
1896, S. 689—703. 
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Die Einschrankung, daB f(z) keine mehrfachen Nullstellen besitzen soll, 
ist nicht wesentlich, da das von den mehrfachen Nullstellen befreite Poly- 
nom dann dasselbe geforderte Verhalten hat. 

Bevor wir unsere Sitze beweisen, wollen wir kurz an einige bekannte 
Tatsachen der Kronecker-Frobeniusschen Theorie erinnern und dann noch 
drei Hilfssitze vorausschicken. 

f(z) =2"+a,2"-*+...+4, 
sei stets als ganzzahliges Polynom ohne mehrfache Wurzeln vorausgesetzt. 
@ sei die zu f(z) = 0 gehérige Galoissche Gruppe iiber dem Bereich der 
rationalen Zahlen. 

1. Ist S eine Substitution aus @ und besteht S aus k elementen- 
fremden Zyklen der bzgl. Ordnungen /,, f,,...,/,, 80 gibt es stets unend- 
lich viele Primzahlmoduln, fiir die f(z) in ein Produkt von k normierten 
Primfunktionen von den bzgl. Graden /,, f,,..., f, zerfallt. Die Dichte dieser 
Primzahlmenge ist gleich der Anzahl derjenigen Substitutionen von @, die 
aus k elementenfremden Zyklen von f,, f,,..., f, bestehen, dividiert durch 
die Ordnung von ©. 

2. Die Dichte der Primzahimoduln, fiir welche die Kongruenz f(z) = 0 
genau » ganzzahlige inkongruente Wurzeln hat, existiert und ist gleich der 
Anzahl der Substitutionen von G, die genau » Symbole ungedndert lassen, 
dividiert durch die Ordnung von G. — Die Dichte sei mit D, bezeichnet. 
Demnach ist: 

3. D,==, wobei g die Ordnung von © ist. 

4. Es ist D, + 2D,+...-++-nD,=m, wobei m die Anzahl der irredu- 
ziblen Faktoren von f(z) im Bereich der rationalen Zahlen bezeichnet. 

Beweis zuI. Nach Voraussetzung ist D, >}. Andrerseits ist D, = 
nach 3. Also wird g < 2, d.h. g=1, und unser Satz ist bewiesen. 

1. Hilfssatz (Satz von Jordan)*). Ist @© transitiv, so gibt es min- 
destens eine Substitution in G, die alle Elemente umsetzt. 

Beweis. Nach 4. ist 

A=D,+2D,+...+nD,=1, 
D,=0 fir v=—1,2,....n—1, aber D,>O. 
Wiirde keine Substitution existieren, die alle Elemente umsetzt, so ware 
nach 2.: 
B=D,+D,+...+ D,=1. 
A—B=D,+2D,+...+(a—1)D,=0 
*) C. Jordan, Journal de Math. (2), 17, 8. 851. Dort wird sogar eine untere 


Grenze n—1 fir die Anzah] der Substitutionen angegeben. 
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liefert aber 
D,=D,=...=D 


n-—1 


= 0 


und 
n—1=0, dh n=l. 


n war aber groBer als eins vorausgesetzt. 


2. Hilfssatz. Ist G eine intransitive Gruppe mit nur zwei Intransi- 
tivititesystemen J, und J,, so da in J, die Elemente unter sich transitiv 
verkniipft sind, und sind in jedem J, mindestens zwei Elemente enthalten, 
so gibt es in @ mindestens eine Substitution S, die alle Elemente umstellt. 

Beweis. GemaB Voraussetzung ist f(z)—g,(x)g,(x), wobei 
g,(x) (» =1,2) ein ganzzahliges, im Bereich der rationalen Zahlen irredu- 
zibles Polynom ist. n,, der Grad von g,(z), ist dann >2. g(x) gehért 
zur Gruppe @,, die aus @ entsteht, wenn man nur die Umstellung von 
J, in Betracht zieht. @, ist transitiv. P(#,) sei der Kérper, der durch 
eine Wurzel #, von g,(x) = 0 erzeugt wird. 

a) P(#,) und P(#,) mégen einen Kérper P(t) gemeinsam haben von 
einem Grade m>1. P(r) kann dann erzeugt werden durch eine ganz- 
zahlige, im Bereich der rationalen Zahlen irreduzible Gleichung h(x) = 0 
m-ten Grades. In der Galoisschen Gruppe von h(z)=0 gibt es nach 
dem 1. Hilfssatz mindestens eine Substitution, die alle Elemente umstellt. 
Nach den Frobeniusschen Untersuchungen gibt es dann in P(r) unendlich 
viele Primzahlen p, deren Hauptideale (py) in P(t) kein Primideal ersten 
Grades enthalten. p sei so gewahit, daB es nicht in der Gleichungsdiskri- 
minante von g,(z)=0 und g,(z)=0 aufgeht. Dann kann (p), in 
P(#,) (» 1,2) betrachtet, auch nur lauter verschiedene Primideale ent- 
halten, von denen keines einen Grad gleich Eins hat, weil namlich beim 
Aufsteigen von P(r) zu den Kérpern P(#,) bzw. P(#,) der Grad der 
Primideale sich nicht verkleinern kann. Nach dem Dedekindschen Satz zer- 
fallen g,(z) und g,(z) modulo derselben Primzahl p in lauter verschiedene 
Primfunktionen, von denen keine den Grad Eins hat. Also hat auch 
f(x) =g,(x)g,(x) modulo p betrachtet keine Primfunktionen ersten Grades. 
Wiederum nach dem Dedekindschen Satze und nach der Dedekindschen 
Regel besitzt dann © eine Substitution, die alle Elemente umstellt. 

b) Sind P(#,) und P(#,) zueinander teilerfremd, so ist wegen des 
1. Hilfssatzes und der definierenden Eigenschaft der Galoisschen Gruppe 
der Satz bewiesen. 

Aus unserem Beweis folgt sofort die Verallgemeinerung des Hilfssatzes: 

Ist @ intransitiv und besitzt nur die s Intransitivitatesysteme 
J,,J,,-.-,J,, 80 daB in jedem J, die «, Elemente transitiv verkniipft sind, 
und ist «4. >2 (x =1,2,...,8), dann ist in G mindestens eine Substitution 
enthalten, die alle Elemente umsetzt. 
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Beweis des Satzes II. Aus 2. und dem 1. Hilfssatz folgt, daB f(z) 
im Bereich der rationalen Zahlen reduzibel sein muB, da G keine Permu- 
tation besitzt, die alle Elemente umsetzt. Sei f(z) = g,(z)-g,(x)-...-g,(2) 
die Zerlegung in irreduzible Faktoren im Bereich der rationalen Zahlen. 
«, sei der Grad von g(x). @, die zu f(z) gehdrige Galoissche Gruppe, 
besitzt dann & Intransitivitatesysteme J,,J,,...,J,, deren jedes in sich 
transitiv verkniipft ist. Die Anzahl der Elemente in J, ist dann gleich «,, 
Da @ keine Substitutionen enthielt, die alie Elemente umsetzt, so kénnen 
nach der Verallgemeinerung vom 2. Hilfssatz nicht alle «,>2 sein. Es 
mu8 mindestens ein «, geben, das gleich Eins wird. Ist dies der Fall, so 
spaltet f(z) in der Tat einen ganzzahligen Primfaktor ab. 

Der Beweis des Satzes II’ ergibt sich durch wiederholte Anwendung 
von II. — Die Umkehrungen der Satze I, II und II’ sind trivial. 


(Eingegangen am 2. 4. 1981.) 











Zum Vielkérperproblem. 
Von 
Udo Wegner in Géttingen. 


Herr N. Delaunay hat in einem Vortrag auf dem Mathematikerkongre8 
in Heidelberg 1904 einen merkwiirdigen Satz iiber die Resultante der Be- 
schleunigungsvektoren beim Newtonschen Dreikérperproblem angegeben *). 
In diesem Aufsatz méchte ich erstens Delaunays geometrischen Beweis 
durch einen einfachen algebraischen ersetzen und zweitens — und haupt- 
sichlich — zeigen, daB der Satz sich nicht auf das n-Kérperproblem 
(n> 3) tibertragen 1aBt. 

A 

Satz von Delaunay. Die drei gebundenen Beschleunigungsvektoren 
im Newtonaschen Dreikorperproblem liegen in jedem Zeitaugenblick t, 
stets in einer Ebene und gehen durch einen Punkt. 

Beweis. Sind 











d*z, aU 
ae Oa, 
d*y, _@U “a 
fae 4y, Col Aa 
d*z, 0aU 
ast 82, 
die Bewegungsgleichungen der drei punktférmigen Kérper, so hat 7, die 
. au aU aU ; 
Komponenten dz,’ ay,’ Oa," Es ist aber: 
8 8 8 
ao a0 aU 
02, = 2 Oust — ;), ay, em 4,;(¥,— ¥;)» oz, “a a, (2, — %) 
ati at at 
mit 


a,,= x +4, 


*) Verhandlungen des dritten internationalen Mathematiker-Kongresses (Leipzig, 
Teubner, 1905), 8. 398—401. 
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falls die Gravitationskonstante gleich Eins gesetzt wird. r,, ist der Ab- 


stand der Punkte P.P;. g, seien die Geraden, auf denen die gebundenen 
Vektoren {,(t,) zur Zeit ¢, liegen. Sie besitzen die Gleichungen: 
Gi E = Ei(to) +4, 8; ( to) (¢ =1, 2, 3). 
t;(t) hat die Komponenten 2;(t,), y;(t), %(t)- (9) sei ein weiterer 
von x,(t,) verschiedener Punkt auf g,, Dann und nur dann liegen g,, g, 
und g, in einer Ebene, wenn 
. ae 


D =\|* «, % Z| _9 
¥, Yy ¥, 4, 


2% %, z, Z, 


ist fiir je zwei verschiedene Zahlen » und yu aus der Reihe 1,2,3. In 
unserem Falle ist: 


= 0 0 
au av 
. % Oz, Ox, 
D,, ings y y ou ou 
7 °F OM, 9%, 
a0 =68U 








z, 2, dz, da, 


Wir zeigen, daB D,,=0 ist. Es ist: 
=. ae 0 0 

D., = Ty By By, (%y— 2) +g, (%y— 2) yy (%, — %y) + Oyq(2, — 2) 
Ys Yo %a(Yo— Ys) + ps(Ys— Ys) Fin (Ys — Yo) + eg (Ys — Ye) 
2 By yy (2y — 2) + gy (%y — 2) Faq (2, — 2y) + yg (2, — 2) 

= a ie 

% % % % 

¥. Ys Ys Ys 

% 2% 2% % | 

(fir D,, und D,, ist die Rechnung genau so!) 


= Ag; Deo 


aleo gleich Null. — Um gu zeigen, daB die drei Geraden g,,g,,g, durch 
einen Punkt gehen, habe ich nur zu beweisen, daB die Grundrisse in der 
z, y-Ebene sich in einem Punkte schneiden. Die Gleichungen der Grund- 
risse lauten : 


au au au 
iol LE kL oo 
y-y, 90’ y-y 2U’ y-y aU° 
on by, OM” 
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Notwendig und hinreichend, daB die drei Geraden durch einen Punkt 
laufen, ist: 


au aU yw, wv 
dz, dy 02, dy, 
dz, dy, “dz, dy, : 
a0 aU aU aU 
ax, 3y, 402, "dy, 
De S22 =o, 7 =0, Fe¥- 2,57) =0 ist (durch Inte- 


gutien folgen bites sees die Schwerpunktsiatze und Flachensatze! ), 
so ist auch unsere Behauptung bewiesen. 


II. 


DaB der Delaunaysche Satz im Mehrkérperproblem nicht mehr gilt, 
zeigt sich bereits im Falle von vier Kérpern. Ich beweise namlich folgenden 

Satz. Liegen die vier Punkte P,, P,, P,, P, zur Zeit t, nicht in einer 
Ebene (oder, was dasselbe ist, liegen die vier Vektoren i, (¢ =1, 2, 3, 4) 
nicht in einer Ebene), so gehen dann und nur dann die vier Vektoren 
Er; (¢=1, 2, 3,4) durch einen Punkt Py: x4, ya,2%4 zur Zeit t,, falls die 
vier Punkte ein Tetraeder aufepannen, in dem die Produkte von je zwei 
gegentiberliegenden Seiten einander gleich sind. 

Beweis. Es ist klar, daB8 dann und nur dann vier Geraden im 
Raume, die nicht in einer Ebene liegen, durch einen Punkt gehen, falls 
je zwei von ihnen sich schneiden. Sind 


d*z, aU 
"Te = oz, 
a* aU , 
Mm Tt = Fy, (* =1, 2, 8, 4) 
ay _ aU 
m; dt* a 
: ‘ oo a0 0U aU 
die Bewegungsgleichungen, so hat ¢, die Komponenten oa,’ dy,’ Oa," 
‘ 7 


ist aber 
aU : 
oz, _ SZ Sui (% — 2), 
= 


- Ze. i(Y%.— %)> 


a = Das, — %), 
uei 
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bei 
sas ee og ei 


a er 
ist und die Gravitationskonstante gleich Eins gesetzt ist. 
Die Geraden g;, auf denen die im Zeitmoment ¢, angreifenden Vek- 
toren {,(t,) liegen, besitzen die Gleichungen: 
9: EF =2j(t) + 4,F (to) (¢ =1, 2, 3, 4). 
Sei ¢, ein von x, verschiedener Punkt auf g,, Dann und nur dann schneiden 
sich zwei Geraden g, und g,, wenn die Determinante 














: 2a Ss 
a ss, & & 
Pay = ‘ ‘ iy - 8 0 
% YY Ye 
aj & & z,, 
ist. In unserem Falle wird: 
5. §£ 0 0 
a0 aU 
x, vt, aa, oz, 
D= a0 @U 
Y% YY, ay, OY, 
a0 aU 
z%, eu dz, 02, 
oder, wenn man die Werte von a ... beachtet: 
:.% 0 0 
D,, -_ v%, 2, a,,(%, at A z,) toeet a,, (2, — x,) a, , (4% — «,) + oe 
Y Vy é , 4 
ag 
oder: : 


4 4 
» .2- 2 » 4, 
wal xml 
ey ae 
4 4 
D,,. = z, &,. 2 Gun x Fun f 
x+y xem 
¥Y, Y, > 4,, 4, > %,, ¥,, 
& 8, 2% > 4, , z., 
Ausgewertet liefert die Determinante: 








Ss Ss a 
4 
% 8, & % 
D..= a..a a es ‘ 
‘ag 2. pail ¥, Y, Yn WY 







7 , 
iff %, &, £, % 


ru 
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Das Verschwinden von dieser bilinearen schiefsymmetrischen Form in 
a,,,@,, (», sind fest!) ist also die notwendige und hinreichende Be- 


dingung, daB die zwei Geraden g, und g, durch einen Punkt gehen. Ist n 
nicht gleich 4, so erkennt man als notwendige und hinreichende Bedingung 


fiir das Bestehen des obigen Satzes, daB die (>) schiefsymmetrischen 


Bilinearformen D,, in den a,,,@,, verschwinden miissen. In unserem 
Falle n= 4 nimmt D,, die Form an: 








is. 2s 
D = z, t, z, %, a, a,, 
Ss 
¥, Y, ¥, YW a,, “ a, 
Zz, 2 2, % 


falls x,4, wu,» die vier Zahlen 1,2, 3,4 in vielleicht anderer Reihenfolge 
bezeichnen. Da 
et Be ae 


z, x, Zz, %% 
+0 
¥, Y, ¥%, 


z%, zy 2, % 


vorausgesetzt war (die vier Punkte sollten nicht in einer Ebene liegen), 
a, 


so muB |. ~” ~*~” | =O sein. 








ne 9 
Wegen “der "Bedeutung der a,, folgt: r,,7,,=1,,%1,- Diese Be- 
ziehung mu8 nun fiir jedes Paar «4,» aus der Reihe der Zahlen 1, 2, 3, 4 
gelten. Beachtet man, daB r,,—r,, den Abstand der Punkte bezeichnet, 
so ergibt sich aus: 
T3974 = 714 T3a = "13 M24 
der behauptete Satz. — Uberdies sagt das Verschwinden der (5) schief- 


symmetrischen Bilinearformen im allgemeinen Fall, da8 nur bei bestimmten 
geometrischen Konfigurationen die Vektoren j,(¢,) durch einen Punkt gehen. 


(Eingegangen am 6. 4. 1931.) 



























Zum Waringschen Problem. 


Von 


M. Gelbcke in Leningrad. 


Einleitung. 

In nachfolgender Arbeit gebe ich einen verhaltnismaBig kurzen und 
einfachen Beweis des groBen Hilfssatzes zum dritten Hardy-Littlewoodschen 
Satze. Die Verkiirzung ist dadurch erreicht, daB die major arcs“ nach 
der Winogradofischen Methode behandelt werden. AuBerdem werden die 
Eigenschaften der ,,singular series“ im Beweis gar nicht angewandt, son- 
dern erst spiater, und zudem noch in ganz einfacher Weise. 

Zum SchluB der Arbeit skizziere ich noch eine vereinfachte Beweis- 
fiihrung fiir den ersten Hardy-Littlewoodschen Satz. 


§ 1. 
Bezeichnungen. 
Zur Abkiirzung setze ich: 
r,,,(%) = Lésungszahl der diophantischen Gleichung 
n=hr+the+...+h¥F, kh, >0 (¢=1,2,...,8), 
k = ganze Zahl > 3, 


¢=>K(k—2)+L, 


K = 2*-* 
3 fir k= 3, 
L=({7 fir k=4, 
3 oder k+1 fiir k>5, 


as 
e=e " (t,q) =1, 
2=¢@ 
8,= Seo", 
z=1 
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A, ,(9,3) = 7 D8e0 “4, wo o alle primitiven g-ten Einheits- 


wurzeln durchlauft, 


_ . qs} . 
S(j, k, 8, A) = 2A,,,(9 j)> 
q= 








-? 
hgn* ‘ 
f(z) = Sz", 
h=0 
(2) < 8, 7a(a+1).. (a+j-l) (zy 
nicvara roti Seen. genson(ay), 
o, 7 a(a+1). .(a+j—1) 
p, (2) =I +a) Ps ; (2). 


Y, (2) = v_(2) + 9,(2)=2(1 +a) =#(1— =) *, 


@ 
0,8 fir k= 3, 
@—/0,9 fiir k= 4 und 5, 

0,5 fir k>6, 


2 fir k= 3 

d— 8 fiir k= 4 und 5. 
1 fir k>6. 

Willkiirliche, geniigend kleine, positive GréBen werden wir mit dem 


Buchstaben «, positive GréBen, die héchstens von k,s und den GréBen « 
abhingen, mit den Buchstaben C,, C,,... bezeichnen. 


§ 2. 


Fareyzerschneidung. 
enit 
Wir tragen auf dem Kreise |z|—1 die Punkte 0 =e * ein, welche 
den Fareybriichen mit den Nennern < n*~* entsprechen, und zerschneiden 
den Kreis in den Punkten, die zu den Medianten zwischen benachbarten 
Briichen gehéren. Bekanntlich erstreckt sich der Bogen, welcher den ge- 
gebenen Punkt 0 enthilt, nach jeder Seite von diesem Punkte nicht um 


mehr als rie = und nicht um weniger als aa Die Bégen, welche 


n°“<sqs a “ entsprechen, nennt man m-Bégen (minor arcs), diejenigen 
aber, welche 1 < q < n* entsprechen, Yt-Bégen (major ares). Die IN-Bégen 
werden wir noch in folgender Weise zerschneiden. Den Teil des It-Bogens, 





der sich um nicht mehr als =n 
q n 


§ 3. 
Bekannte Hilfssitze. 














cote 
wo y(8) nur von B, nicht von j abhdngt. 


dann ist 
h=r+m 


= e* 


h=r+1 


Kk 
< C, qi m* (m*-1 a 








§ 4. 
Weitere Hilfssitze. 


Satz 6. Auf dem ganzen Kreise |x|=1 
is 
Beweis. 


*) Ibid., Satz 228. 
» Ibid., Satz 262. 
*) Ibid., Satz 277. 
*) Ibid., Satz 267. 
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nach jeder Seite vom Punkte o er- 


streckt, werden wir mit J, bezeichnen; die iibrigen (stets existierenden) 
Teile des Mt-Bogens werden Ii,-Bégen genannt. 





Satz 11). He sei |y|<} und a,>a,>...>0. Dann ist 
Sniyj a 
zae Small . 
Satz 2%). 
|| Saclay Slat 
-4} j=0 
Satz 3%), 


fneE eg », Sa+e 
2 t2(7) < ON * ° 
j= 

Satz 4‘). Fir B>0 und ganzes j >0 ist 


—i*|<7(A)i""*, 
Satz 5°). Es set o primitive q-te Hinhettewurzel, m>0, r ganz, 


™ + gmk-*), 


vez) = (r (1 to)te Steet (sy) 


‘) E. Landau, Vorlesungen tiber Zahlentheorie 1, Satz 140 mit R(w) = zen, 
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Indem wir Satz 5 und 4 anwenden, erhalten wir 


i 1 
rT —= te 


Ivel2)< Cg * (Pte) +a 3" *+7(a)j*")) <O,n"q * 
j= 


Satz 7. Es sei = =e", ly| <5. Dann ist 
a oe 
|p(2)|<C,n*"q * |y\*, 


1 


; az tok -a 
|W(z)|< O,@ ly | 
Beweis. 1. Wir benutzen die Satze 5, 1 und 4: 


——-+e 1 —l 
?.(z)|< 34 - r(i+a) F siet ie set) (2) 


j=n+i 








1 1 
<0,q * (ite oferta te) Og RY. a Eit+a+n) 


1)! sin z\y| : 








n+1 n! 
1 


<O,n8"q © [yl 
2. Aus Satz 5 folgt 


| a 


8, | a 
| P(x |=|r(l+a) 2(1- “|< Oa 7 iar. 


\ 


Satz 8. Es se 


£_ aniy 1 
.—— , lylga 
dann tat 


1 
“RT! wy a -—a 
ly (z)|<O,qg * Min(n*,|y|~‘). 
Beweis. 


1. Fir | y| <+ folgt die Aussage aus Satz 6. 
2. Fir | y| >= folgt sie aus Satz 7, weil 
|vp(2)] S| P,(2)| +] %,(2)| 
< Og Eyl t+ Ont tg EM yl < ag Ey 


ist. 
Satz 9. 


8sa-1- + @+e 
2A |vel=)|"|d2| < Cyn ( ) 
y,(z) entspricht dem Bogen %t,, aber die Integration erstreckt sich 


tiber den ganzen Kreis ® mit Ausnahme des Bogens $M, selbst. Die Summa- 
tion erstreckt sich iiber alle I, -Bégen. 





sin x |y 





1 
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Beweis. ; 
e<e, Qn 2q°n—o My 2qni-*’ 
2s ~ 
(*) a Ayla) I" dz] < Ong F™ J yey 
2¢9 ni- Oa 
< 0, gh? ~*- eres 5 Etre tote 
Hier ist 


2 2 k 
— 3 +(2ea—1)0 = (6- ~)-0>—-0>-2. 
Die Anzahl der Bégen mit einem und demselben . — nicht g. Also: 


Pe L vez) )|? |\dxz|<0,,n***~ 1— (2sa—1) 6a ee 


q=1 


“xk r+ (28a—1) @+1+e 


= 


Hilfssitze fiir die Bigen m. 


Satz 10. Auf m ist |f(x)|<0,,n° = 
hsj* 

Beweis. Moge t(j) — 5’ 0” bei 70, r(—1)=0 sein. Wir finden 
A=0 


hone j=n 











f(z) = de” Gy -2 (rj) — 1G —1) (2) 
- 0 (G-G@") +) 
=(1- 3) Seen +e 
Nun ist | arg * <a> also 1-E\< = - als Lange der Sehne. 


Ferner, laut Satz 5, 


\t(j)|<O,n° * 


+e 


Daraus aber 


Ina) < (5 
qn 
Satz 11. 


a 
a->te 





n +1)Oyn" F< O,,n 


2ea-1-— 8-8) 


S J lt"(z)|?|dz| < Opn - 





a+e 
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Beweis. 
S fir’ (x)|*|dx| < Max | f(x)|*°-” -Z Sie (x) |*|da| 


2(s— 2 ( 


< O,,n . Ff *(e**") |" dy, 


juin 


f*(2) = & Rl) az, wos { 


also nach Satz 2 und 3 


R(j) =1,.(7) bei OS j Sn, 
0<R(j) Sr, 4(7) bei n<jc2n, 


‘ j=2n dice 
firey tay = S'R(j)<0,,n" "9 
‘: £ 
und schlieBlich 


c- —2) 
—ate 





) tate 2sa—1— 


s . (28—4) |a— 
z Sit (x)|*|dz|<O,,n ( = U1,2 


§ 6. 
Hilfssitze fiir die Bigen ®,. 


oan 


Satz 12. Es sei — = lyi<z- Dann ist 


; 
f(z) — y,(2)| < Ogq' t* ten (aig), D 


Beweis. 


j=n-1 


f(z) =(1- a) & (4) (2) +4(n) (2), 


8 ats : j n 
vied (i 3) By Aap (ays Bet (gy) 
jon-1 
° / ® - 
= (1-2) Xo) (3) +90) () - 
1(j) zerfallt fiir jedes j>0, da es [j*]+1 Glieder hat, in [=] Teil- 
summen, deren jede = 8, ist, plus [j*] + 1— [\¢ < q weiteren Gliedern. 
Nach Satz 5 ist also 


r(j)—[£] 8, 


ew 


<G,¢ = . 








a te 
zx 


2 oS - 
(j)— £8,|< Ogg" F +/8,| < Opa" 








wobei 


Also 


fix) — w,(2)| = 


Andererseits ist nach Satz 4 | 


P(l+a+j) _ 
th, 
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j* 





< ©,,, also 


. .a Se 
v(j)—9 | < C,,. 





j=n-1 


1-5) & 


j=0 


1 
So erhalten wir |1(j) — v(j)|< C,, q * 


1 


**' und daraus folgt 


1 
<O,,(n|y|+1)q¢ ¥“<C,q ***Max(n|y|, 1). 


Satz 13. 


x S| f(x) —we(x)|* |\dz| << O,,n 
mM, WM, 


1 
en Fe 
<C,q * fay+o,n q 
0 


+C,, 7 


<0, 


+ O,,n 


+ | @2°t—2-8e 


ssa-1-(F 


4=— <p 


n 
1 


-s)a+s 


Beweis. Wird f(x) —y,(x)= @,(x) gesetzt, so ist 
| f(x) — welx)| = |(Pe(z) + ¥e(z))’ — ve(z)| 


at+e 
bei k>6. 


(29) — oH) (2) +(2(m) — v(m) (2) 


= | Bo(x)|* | Bo" (x) + 8 Bo*(x) we(z) +... + ve (2) 


< Ox, (| D(a) |°* + |G, (x) |*| p(x) PO”), 


1 
1-=+te 
|®,(2)|<O,,q ©“ Max(n|y|, 1). 


2(s—La <2 +e 


K 


seo-t~te 8-2 se Be 








x 


Ry 3 | 5s 


28 te-F+e 


x 2 
dy+C,,n q 


(28+1)@a-1 28- ey (28+1) O+e 
q 


1 





1 
q? ni-6a 





2s 
f y dy 


1 
n 





ae 
K é 


1 
n 


bei k =3, 
bei &D>4. 


2-—2(s—1)a 


fi @—ve@)|"|d2|<C,, (gf Pele)" 1ae|+f1q(2)!" | vee) **- |dz|) 


dy 
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Hier ist 5 
2s >-—1,7 bei &=8 und 4, 
io—> — 12 7 
eit Bite li a bei ED5, 
2s 1 : 
2-F-—70>-08 bei k=—3, 
9 _28f>—2 bei k—4 und 5, 
~ Kl <-2 bei &>6. 
Also 


2 Jit (2) — yi(z)|*|dz|< 0. 99 - 
R, i 


{/ 2s 
1¢ ‘tes ede bei k= 3,4 und 5, 
_ 1 bei &>6. 


é. 


Hilfssitze fiir die Bégen ®,. 


a 


Satz 14. Ee sei — an oie, lyi<5- Dann ist auf den zu o ge- 
hérigen M,- Bogen ; 
f(z) |< O,n" * 


+e e 


a 
er T= + 


(i 


Beweis. 


z=e 


lsq<n’, 


1 1 
dqoni-oe 2191 <i 


2 
——>1. 
q\y| > 


Nach der Theorie der Fareybriiche gibt es drei Zahlen 9,» 44, ¥,, die den 
folgenden Bedingungen geniigen: 
ane os 
dh +9; q +Y, 
2 
0s4,545 q\y| ((2,, g,) = 1), 
qiy| — 1 
lw,|< aq 2a" 

Hier ist n° <q, <n*~* unméglich, da nach den Ungleichungen 


1 
ly,|< qiy| < 
2q, - 2q,n*-* 


x einem der Bogen m angehéren wiirde. 














Zum Waringschen Problem. 645 

















Es sei zunichst n >2*. Dann ist auch 1 <q, < n* unméglich, denn 
andernfalls miBSten wir haben: 


\!q, -La|=aalu—ylSaaulyltqalnl<qaly|+galy| 
=(9+9)9|9|<20"q—— = Ont? Se <1, 
Daraus aber folgt: 
lq,—l,q=0, 


giv¥i ig yl 


q 2a, 





g,=9% =l yY=y, ly, |= 


was der Voraussetzung widerspricht. 
Also ist 


qs > .~ a 
ty 
Indem wir 0, =e ***@ annehmen und die Ungleichungen — ‘t-, 5< # be- 


riicksichtigen, erhalten wir, laut Satz 5. 





hsj* | 1 1 1 1 
. : @-—+e =+8 a-=s+e 2 grt 
It. (7) |= De | < Osan Eg <0," * (—~) 
h=0 1 


osjen q\y| 
<Oggn Eg EO yl E 
Nun ist aber 
j=n-1 
ne)= (1-3) Da (E) +am)(Z), 
£ 
wobei 
|1—=| <2a|y|< <4, —— » 
also 
ne a SS 
If(z)|< (Am +1) On” Fg Eyl 


-€é6 


ee a 
<Q,2 = ¢ * |g| * 
Fiir 'n > 2" ist hiermit der Satz bewiesen. Fiir n <2" ist er aber 
trivial. 
Satz 15. 


2 fil lae| < Oy, ntee-ite.)™ 
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Beweis. 


@ 
2s e 2s ¢@ Sy -o xi 
=>+t+— -—- 


Sie a)l*\dz|<0,,0"" tg K 
Rm, 


a 6a 





<0. tt (e)oare —ee(e-s)o 


Hier ist 

4 @_1)¢ wee bei k= 3, 4 und 5, 
KT \K < —"5*<-2 bei k2>6. 

Also 


nen) bei k= 3, 4 und 5, 


-(F-) ea 


SLIP (e)l" dz] < Cy vee 


n bei E>6. 


§ 8. 
Hilfssitze fiir den ganzen Kreis. 
Satz16. Be k>6 ist 


-3 
ese-1-2 2 ) 


not m 
Lit ey—"S vile)! lax] <O,0 


(Die Summation auf der linken Seite der Ungleichung erstreckt sich iiber 
alle 9 mit g < n°") 
Beweis. 


J |r@) —F vale) |" ee] = Bf |e) —F vee) lee 








+2 {|r @)-Svee)|"lee 
+E J |e (a) — vil (2) —"F 2(z)|"| del. 


Sn 
x bezeichnet hier s "minus dem Glied, welches dem gegebenen Bogen i, 


q@=1 q=1 
entspricht und welches einzeln hingeschrieben ist. An diese Gleichung 
schlieBen wir eine Kette von Ungleichungen an, indem wir den Satz 


jon j= 
| 26s wz le" 
=1 j=1 
anwenden"“): . : 


*) Zum Beweise dieses Satzes kann man |é,||,|< 


&,|*+18,|* 
Let+ tet a - | benutzen, 
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Sle) —Sve(a)|"1ae| <2. 54 |r(@)["lee| +235 | F vi(2)]"laet 


+23 f['@[lael +23 f|Svea|"lae) 


+235 J f"(@)— ve(a)|"Iae| + 23 | 3° ve(2))"Iaz| 


S2 SS |f(x)[*|dz|+2> Sir'(a)|*1ae| 


+25 fir"(2) — vi(a)/*|de| + 20% BSS yel2))"| ae 


can" s 2 tan" s 3 
+2n 5 f S| ye(x)|*|da|+2n% Ff >” lys(z)|*| dz! 
Ww, RM, g=1 Mm, WM, g=1 


=2 SSM (@)P"lde|+2> fir"(e)I*\ de 


2 s or 7 3 d 2 a s 3 d b 
+22 Jit"(x) —vele)|*|dz|+2nee df lve(2)|*|de| 
Wir beenden die Kette der Ungleichungen, indem wir die Sitze 11, 15, 


13 und 9 anwenden. 


gee-1 22? 


cen* “ ate 
J\r*(x) — 2 ve(2)|"|de| < 20, Ps 605 





asa-1—( a)a+e 9sa-1-96 


+20C,,n 


2(L-9 
< C,,2 1 z asad 
weil 
28 


K > 
28 
y oe 
Satz 17. 


2(L—2) 
K 





2>3¢-4—e—64 505 


+20, +20,on 


2sa-1-( 


2 sa—1—( 


n° bei k = 3, 


asnee @ 
S\'(2)-3 we(x)| Jae < Oya _L-9) 
x q=1 n %& 





qenee @ 
f(z) — & ve(x)| |dz|S2 2h 





{ 


3 dane 2 
+23 f|r(e)[ldel+23 S'S vete)["lael 


er 








4 


28 
K 





@ nee 3 
f(x) — yi(z)|"|de| +23 f |S" ve(2)|*|ael. 
M, M," g=1 


= -1)eate 


a)a+aate 


" bei k= 4 und 5. 
Beweis. Wie im Beweise des vorhergehenden Satzes erhalten wir 


a qene* p 
f*(z)| |de|+25f| & ve(x)| |ae| 
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(“ 5 " beseichnet hier® = minus dem Glied der Summe py we (x), welches 


o=1 q@=1 


dem gegebenen Bogen I, entspricht. ) 


Der erste, dritte und fiinfte Ausdruck sind schon abgeschitzt und 
machen bei dem Beweise keine Schwierigkeiten’). Schatzen wir nun die 
Summe des zweiten, vierten und sechsten Ausdruckes ab. Diese Summe ist 


<noe s sno 2 
=22f|'5 ve (2)| |dz|+25 {lz We(x)| |aa| 


+23 f\'S" vite)|"Ide] +25 f\(7 2 yi (2)) — vi(z)|"|ae| 


Mm, M; 1 


(Hier sind IM; diejenigen Bégen W,, welche qg <n** entsprechen, 
und WM" sind die iibrigen Bogen IN,. Im vierten Ausdruck ist die Funk- 
tion y/(z), i dem Bogen 2,’ selbst entspricht, einzeln angeschrieben. 


Sie ist nicht in P ys (x) enthalten.) 
<2y f|"S vse| lai tag fl"S vze/"leel 
qen*s 2 1@sne @ - 
+25 f| 2 vi(2)| |dz|-+43) fz vi(2)| jdz|-+4 2 Live(e)l*|as 


<4 any f° ef ‘|ys(z)|* |dz|+4n** 5 “S “tys(z)|* | dar | 


RM, RM, g=1 


any f° ¥ |v: (z)|* |dz| + ana f° _ |ve(z)|*| dz 


My My, ¢=1 m,' m; 


+42 abl ve(=) "| ae 


4n*** S f ‘| ws(z)|* |dz|-+4 2 five (x)|*|da|. 


M; —M; 
Aus der Ungleichung (#) (§ 4) folgt: 
ante d f ls (z)|° |\da| << 40,,n**¢-1- (9sa—1)6a+28a Aare 


M, 2-M; q=1 


n-%8s bei k= 3, 





24a-1-(200-1) 6 (1-D)a+(4~F) dare 
Pe Ow” s 0, 2984-148 n-127-4 bei k = 4, 
n-h76 bei k = 5. 
_ b-2) 
1) Die Summe dieser Ausdricke ist <Cn = ot? sogar fir & = 8. 





4 


bart 











Zum Waringschen Problem. 
Nach Satz 8 folgt 


1 
n 


ae 


8s Qs = 
five(@I* lz] < Cua Kt n™* {dy + Ou | a furtay< gu *s Se 
mw, é F 4 


n 
i N-~%18-a hej a= 8, 7 


28 
fivst) *\da| < aa" = q Ez iT cyatse dt bei k = 4, 
mM’ q>nie n-* bei k= 5. 


Alles zusammen ergibt die Bestatigung des Satzes 17. 


§ 9. 
Der groBe Hilfssatz zum II. Hardy-Littlewoodschen Satze. 


Es sei 


: . IMl+a) I(sa+j 
o(j) =r, (7) — Hoe “s i) 


Dann ist 





S(j, k, ,n°*). 


S| a( j) :3 < ies 


j=1 


j=n = bei k = 3, 


n * “ bei k>4. 
Beweis. Bemerken wir, da8 fiir |x| <1 


Pe (2) = 1"*(1 +a) (2) (1+ sofeo en Ase ti—8 (:)) 





I'*(1+a) (22) ~ I'(sa+j) (= j 
P(sa) \q 2 }! 3) 


ist, und da8 die ersten n + 1 Glieder dieser Zerlegung mit den entsprechen- 
den Gliedern der Zerlegung der Funktion y/(x) iibereinstimmen und deshalb 
genie j=n 
re(i r +j , “a 
2 viele) = Tea Sy GPP SG, by on") 24 + (0-1) n 
q=1 j=0 
Gliedern mit héheren Potenzen von z. 


Diese Formel bleibt giiltig auch fiir |z|—1. Einerseits ist nun 


»~. <= 
"(2)" S vila) —0(0) + Sols)’ 


@=1 





+ Glieder mit héheren Potenzen von z, 


*) Eine Verschirfung des Satzes 8 durch Anwendung des bekannten Satzes 


|8,|<Cq*~* h&tte uns hier den Exponenten 2ea—1-4a=2ea—-1-\4 9) 
fir k= 3 gegeben. 
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folglich, nach Satz 2, 


t , qenie ae j=n , om 

Sire") -— > ve(er**) | dy = 5'|o(j)|*+ eine positive GréBe. 
of q=1 j=1 

Andererseits ist nach Satz 16 und 17 dasselbe Integral 

n-* bei k= 8, 


< 0, 9 22e—i+e ss—8 

n * “bei k>4. 
Beides zusammen ergibt die Bestatigung des groBen Hilfssatzes. Mit Hilfe 
des bekannten Satzes | S,|< Cq*~* kénnten wir auch bei k=3 den 


74") a + ¢ erhalten, doch fidhrt das nicht weiter 








Exponenten 2sa — 1 — 
als zu G,(3)< 5, G(3)< 9. 


Schlu8bemerkung. 


Den Beweis des III. Hardy-Littlewoodscher. Satzes folgern wir nun- 
mehr in bekannter Weise, nur miissen wir vorher feststellen, da fiir genii- 


gend groBe n 


|\S(j, k, s,n°*)| > C,, (j=1, 2,..., 2) 
ist. 


Anhang. 
Einleitung. 
Nach den vorhergehenden Uberlegungen ist es leicht, einen Beweis 
fiir den I. Hardy-Littlewoodschen Satz zu skizzieren. 
In die ersten sieben Paragraphen des Hauptteiles miissen nur unbe- 
deutende Anderungen eingefiihrt werden. Den § 8 wird der Beweis des 
groBen Hilfssatzes bilden. 


§ 1. 
In den Bezeichnungen werden wir folgende Anderungen einfiihren: 
e=K(k—2)+L, L225, O=3. 
6 wird nicht eingefiihrt. 
§ 2. 
Wird ohne Anderungen beibehalten. 


§ 3. 
Wird ohne Anderungen beibehalten. 


§ 4. 
Satz 9 wird durch den folgenden Satz ersetzt: 


Sf ivgla)i|ae|< Cyne es), 
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§ 5. 
Satz 11 wird durch den folgenden Satz ersetzt: 





-4 
sa-—1 ate 


L 
SY firtte)\lae|<Oyn" 


§ 6. 
Satz 13 wird durch den folgenden Satz ersetzt: 
- n** bei k= 3, 
Dd fir) — wi(x)||dx|< cares cyan bei k= 4, 
oh 1 bei k>5. 
§ 7. 
Satz 15 wird durch den folgenden Satz ersetzt: 
ni* bei k= 3 
» [ i'(z)\ dz! < Cyn deni “ai bei k= 4 
49 . 
™ & 1 bei kD>5. 


§ 8. 
Der groBe Hilfssatz zum I. Hardy-Littlewoodschen Satze. 


|r, o(m2) _ Te S(n, k, 8, c0)n**~* 


sent-ete 








< Oy n 


Beweis. Eine unmittelbare Rechnung zeigt, daB der Koeffizient der 


n-ten Potenz in f*(z) gleich r, ,(m) ist. Nach dem Cauchyschen Satze 
ist er aber gleich 


tm] Gide aar(2 | Gaeet DI Ooee + DJ Gites), 


1. streichen wir die Integrale iiber die Bégen m und W,. Nach 
Satz 11 und 15 wird der Fehler 











n'* bei k= 3, 
90~+1—digtate sa-i—(Z-—1) @ ate ‘ 
<O,,n & +0,” = nts* bei k= 4, 

1 bei kD>5. 


2. Auf den Bégen I, ersetzen wir f(x) durch die entsprechenden 
y,(%). Nach Satz 18 wird der Fehler 


nt* bei k=3, 
< 0, n°*(e-Ho+* + Crs g?e—t-ete st bei k = 4, 
1 bei kD>5. 
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$. ersetzen wir die Integrale (die schon die Funktionen y,(x), aber 
nicht f(z) enthalten) iiber die Bogen Yt, durch Integrale iiber Vollkreise. 
Nach Satz 9 wird der Fehler 


< 0,0 te , 
4. rechnen wir die Integrale aus: 
vel) 5 _ P(sat+n) (1+) A oe 
me) —a © n! I'(sa) 2 (7) @ 


@sn 


r rei 
Pa) age) rae Sa, .(q, 2). 











I'(sa+n) 
ni 


Hierin wollen wir — durch n**~* ersetzen. Aus Satz 5 schlieBt 


& 
i-— +e 


man leicht, daB |A, ,(¢,n)|<C,,qg * ist. 
Nach Satz 5 ist ee n**-*|<0,,n"*-*. Also wird der 
P(sa+n) 





Fehler beim Ersetzen von ————— durch n**~* nicht gréBer als 
4 1-S +e sa-—2 
Cs,” za s 6 <G,,8 : 
q=1 
qs" 
5. Wir setzen noch bs A, ,(q, ) durch 4, (q, ). 
q=1 q=i 


Da 


|, (o)| <0, Sa" < 0,40 te) 


q>n* q@>n* 
ist, wird der Fehler 
P ’ 
< C., ait -(z- Jere 
Es ist leicht zu beweisen, da8 alle bis jetzt begangenen Fehler zusammen. 
< —— 
sind. 
Auf diese Weise erhalten wir endlich 
sa-1--S +2 


tT, s(n) — Naty S(m, k, 8, co) n**-* <0,” & 








(Eingegangen am 1. 4. 1931.) 














Einige Sitze tiber quadratfreie Zahlen. 
Von 
Theodor Estermann in London. 


Eine Formel fiir die Anzahl der Darstellungen einer Zahl als Summe 
von zwei quadratfreien Zahlen ist in einem Satze von Linfoot und Evelyn 
enthalten, fiir den ich einen sehr einfachen Beweis angegeben habe’). 

Es handelt sich hier nun um die folgenden Sitze: 

I. Jede hinreichend groBe ganze Zahl laBt sich ale Summe eines 
Quadrates und einer quadratfreien Zahl darstellen*). 

Il. Zu jeder positiven oder negativen ganzen Zahl | gibt es unendlich 
viele quadratfreie Zahlen von der Form z*-+-1, wo z eine natiirliche Zahl ist. 

Dariiber hinaus werde ich asymptotische Formeln mit Fehlerab- 
schitzungen beweisen, und zwar erstens fiir die Anzahl G(n) der Dar- 
stellungen von n als Summe von einem Quadrat und einer quadratfreien 
Zahl, zweitens fiir die Anzahl H(n) der quadratfreien Zahlen von der 
Form z*+ 1, die <7 sind. 

Vorbemerkung. Die Zahlen unter den Summenzeichen bedeuten: 

l. z*y+z*=—n; 2. x <jn; 3. y <n; 4, (z,n)=m; 5. m|n; 
6. u(m) +0, m®|n; 7. s*'yt+t=nm™; 8. s<Jnm”; 
9. (8,n)=1; 10.t<ynm™*; 11. t?=nm~*(mods*); 

12. u<s*, u*=nm *(mods*); 13. t=u(mods*); 14. ¢> jam; 
15. aty<cn; 16. 22y—2z*=1; 17. (x, l) =m; 18. u(m) +0, mI; 
19. s*y<nm™*; 20. s*y—t?=Im™"*; 21. (8,1) =1; 

22. —Ilm*< t?<(n—1)m™*; 23. t?= —lm~*(mods*). 


*) Journal London Math. Soc. 6 (1931), 37—40. 

*) Unter einem Quadrat sei hier das Quadrat einer positiven ganzen Zahl ver- 
standen, unter einer quadratfreien Zahl eine positive ganze Zahl, die durch kein Quadrat 
auBer 1 teilbar ist. Im folgenden sollen auch alle Buchstaben, die als Summations- 
variable auftreten, stets positive ganze Zahlen bedeuten. 

Mathematische Annalen. 105. 
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p(n) ist die Mébiussche Funktion, d(n) die Anzahl der positiven Teiler 


von n. 


1. Berechnung von G(n). Es ist 
> #(z)=1 oder 0, 
Zz, 


s*y=r 
je nachdem r quadratfrei ist oder nicht. Hieraus ergibt sich 
(1) G(n)= 5 p(e). 
*¥,8 
Ich setze 
(2) G,= SJ u(z2). 
z.y¥.z 
1,2 
Dann ist 
(3) |@(n)—@,|< 31. 
z,y,2 


1,3 
Nun ist 2*y + 2? die Norm*) der Zahl z/— y +z im Kérper k(/—y), 
und die Anzahl der Ideale dieses Kérpers mit der Norm n ist <d(n). 
Die Anzahl der Hauptideale mit der Norm n ist also erst recht <d(n), 
und da ein imaginar-quadratischer Kérper héchstens 6 Einheiten hat, so 
kénnen héchstens 6d(n) ganze Zahlen des Kérpers k(/—y) die Norm n 
haben. Die Gleichung z*y+z*=—n hat also bei gegebenem n und 
gegebenem y hiéchstens 6d(m) ganzzahlige Lésungen, und davon sind 
héchstens $d(n) positiv. Nach (3) ist also 


(4) |G@(n) — G,| <2d(n) S1<2ynd(n). 
y 
Setze ich : 
(5) G,(m) = P u(2x), 
ae 


so ist nach (2) 
(6) G, = 2 G,(m). 


Nun kann G,(m) selbstverstindlich nur dann von Null verschieden sein, 
wenn m quadratfrei ist. Aus 1 und 4 folgt aber m|z* und daher, falls m 
quadratfrei ist, m|z, und hieraus und aus 1 und 4 folgt m*|n. Statt (6) 
kann man also schreiben 

(7) G,= 5G,(m). 


6 


*) Im Anhang werde ich zeigen, daB man den Beweis auch ganz elementar 
(ohne Heranziehung der Theorie der algebraischen Zahlen) fahren kann. 
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Aus (5) und 6 folgt, wenn «= ms, z = mt gesetzt wird, 


(8) G,(m) = w(m) 2 u(s)= (m) Su(s) ¥1, 

und es ist as! 4 

(9) 21 = S1= 5 Y1= S{p/nm"*s-*+0(1)}. 
* 10,11 12 10,13 12 


Es bezeichne »(a,b) die Anzahl der mod} inkongruenten Lésungen 
der Kongruenz u*=a(modb). Dann ist 


(10) v(a, b*) <2d(b) [(a,b) = 1], 
und daher nach (9) 
(11) 3 1=ynm*s~* y(n, 8") + Of{d(s)}. 

vt 


Nach (8) ist also 
(12) G,(m) = w(m) Ynm* Zn (s)s"*»(m, 8°) + Of Sa(s)}. 
8,9 8,9 
Setze ich 
(13) G,(n) = Siu(e)s7*>(n, 8°), 
9 
so ist nach (10) 
|@,(n) — Su(s)s~* y(n, 8*)| < 28" *d(s) = O(n-tmlogn). 
8,9 4 


Nach (12) ist also G,(m) = n@,(n) u(m)m~*+ O(ntlogn), und 
daher ist nach (7) 


(14) G, = nG,(n) Su(m) m-* + O(nt**) 
fiir jedes positive «. , 

Aus (13) folgt leicht 
(15) @,(n) = 11 — p*r(n,p*)}, 


und es ist, falls p/n, 


1+(=) (p> 2), 
1+(-1#*" (p=2), 
wo ( *) das Legendresche Restsymbol ist. 

Aus (4) und (14) folgt 
(17) G(n) = G,(n) Ym (1 — p-*) + O(nt**). 
43* 


(16) y(n, p”) = 
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Nach (15) und (16) ist G,(n) nicht kleiner als die feste positive 
Zahl JJ(1—2p~*), und zu jedem positiven ¢ gibt es ein n,, so daB fiir 
Pp 


n>, die Ungleichung 7 (1 —p*)>n-* gilt. Nach (17) ist also 
O(n)~ G,(n) a 0), 


und hieraus folgt Satz I. 
2. Berechnung von H(n). Es ist 


(18) H(n)= 5 u(2). 
ibis 
Setze ich 
(19) H,= S (2), 
zy,z 
15, 16, 2 
so ist 
(20) |H(n)—H,|S S1=DTA(y), 
ies 8 


wo A(y) die Anzahl der Lésungen von 15 und 16 bei gegebenem y ist. 
Es sei y zunichst ein Quadrat, etwa = u*, wo wu eine natiirliche Zahl ist. 
Dann ist 16 gleichbedeutend mit (xu + 2z)(au—z)=I. Die Anzahl der 
Zahlenpaare z,z, die diese Gleichung befriedigen, ist aber <d(|i|), und 
daher ist erst recht A(y) <d(|l|). 

Nun sei y kein Quadrat. Dann betrachte ich zu jeder Lésung von 
15 und 16 die ganze algebraische Zahl*) z+ 2Yy des Kérpers k(Vy). 
Diese hat die Norm —I und ist >2 und <2yn-+]/]. Das Ideal 
(z+2YVy) hat also die Norm |/|. Die Anzahl der Hauptideale mit dieser 
Norm ist <d({l|). Da die Grundeinheit des Kérpers k(/y) jedenfalls 
> § ist, so ist die Anzahl der Zahlen des Kérpers, die zwischen 2 und 
2 ¥n-+|1| liegen und ein gegebenes Ideal erzeugen, < log yn+[2| /log3 +1. 
Also ist A(y) = O(logn) (gleichmaBig in y bei festem 2). 

Nach (20) ist also 


(21) H(n) — H, = O(n logn). 
Setze ich 
(22) H,(m)= J u(x), 
15, 162, 17 


so folgt aus (19) (vgl. den Beweis von (7)) 
(28) H, = 5) H,(m). 


18 
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Aus (22) und 18 folgt, wenn wieder x= ms, z= mt gesetzt wird, 
(24) H,(m) = u(m) 2 ule) = mlm) Sauls) S1, 
19, es 21 8, 1 4 ee 
und es ist (vgl. den Beweis von (11)) 
zi= S1i=Yam *5-*y(—1, 8*) + O{d(s)}. 
19, "50 oss 


Nach (24) ist also 


(25) H,(m) = pu(m)¥nm~* Su(s)s -*y(—1, 8") + O(ntlogn). 


Nach (13) und (10) ist 


|@,(—2) — Zu(s)s"*»(—1,8°)| < 258 *d(s) = O(n-*logn). 


8, 21 14 


Nach (25) ist also H,(m)=G,(—1l)¥npu(m)m*+ O(n* log n), 
und daher ist nach (21) und (23) 
(26) H(n) = G,(—1) Yn (A —p*) + O(n* log n). 
Nach (15) und (16) ist G,(—1)>0. Es ist also 
H(n) ~ G(—1) ¥n 7 —p"), 
und hieraus folgt Satz II. 


Anhang. 


1. Bei der Berechnung von G(n) wurde die Theorie der algebraischen 
Zahlen nur zum Beweise der Formel 


(27) DS1g2d(n) 
ZZ 
1 

benutzt, mit deren Hilfe (4) aus (3) abgeleitet wurde. Im folgenden werde 

ich (27) auf ganz elementarem Wege beweisen. 

Die Zahlen unter den Summenzeichen bedeuten: 
24. aw*+bz*=—n; 25. (2,z)—=m; 26. as*+ dt? =r; 
27. (,t)—=1; 28. h<r; 29. s=ht(modr); 
30. ah®+b=0(modr); 31. dl=r; 382. u(d) +0; 
33. m*dl=n; 34. a,2*+b,z*=n,; 35. “Lt + b,my*=—. 
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Hilfssatz 1‘). Hs sei fiir beliebige natiirliche Zahlen n, a und b 


(28) Q(n;a,6)= 51. 
vy 
Dann ist 
(29) Q(n; a,b) <2d(n). 
Beweis. Es sei zunichst 
(30) (a,n) =(b,n) =1. 
Dann ist 


Q(n;a,b)= 5 31. 


m 44,8 
m*|n 24, 26 


Setze ich also 
(31) Q,(r; a, 6) = 21, 
26, 27 

so ist (wenn wieder z= ms, z= mt gesetzt wird) 
(32) Q(n; a,b) = & Q,(ria, 6). 
Aus (30) und m*r =n folgt 
(33) (a,r) =(b,r) =1. 
Aus 26 und 27 folgt daher (t,r)—1. Nach (31) ist also 
(34) Q,(r;4,6)= J 21 = he =i 21. 

26.87 28,29  96,97'96,'29,30 98,90 96, 47,39 
Nun ist 
(35) 131. 

26, t.90 


Andernfalls gibe es nimlich zwei verschiedene Paare natiirlicher Zahlen s, ¢, 
die den Bedingungen 26, 27 und 29 geniigen, d.h. vier natiirliche Zahlen 
8,, t,, 8, t,, 80 daB 

(36) as?+bt?—as?+bit2—r, s,=ht,, 8,=ht,(modr), 

aber nicht 

(37) §=8, t,=4, 

ware. Aus (36) folgt nun 

(38) r*=(as?+ bt?) (as? + bt?) —(as,8,+ bt,t,)*+ ab(s,t, — s,t,)° 





*) Zusatz bei der Korrektur. Einer inzwischen erschienenen Arbeit der 
Herren Linfoot und Evelyn (Journal fiir Math. 164, 8. 181—140) entnehme ich, daB 
Herr Rademacher diesen Hilfssatz schon friiher aufgestellt hatte. Mein elementarer 
Beweis scheint indessen neu zu sein. 
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und (wegen 30) 
(39) a8, 8,+ bt,t, = (ah*+ b)t,t, = 0(modr). 


Wegen (38) wire 0 < as,8,+ bt,t, <1, also nach (39) as,8,+ bt,t,—r 
und daher s,?, — s,t,=0, mithin s,r as} s,+ bs,t,t,= a8} 8,+ bs,t?—=sgr, 
also s,s, und daher nach (36) auch t,=t,. Die Annahme, daS (36), 
aber nicht (37) gelte, fiihrt also zu einem Widerspruch, und hiermit ist 
(35) bewiesen. 

Aus (33), (34) und (35) folgt nach einem bekannten Satze iiber die An- 
zahl der Lésungen einer quadratischen Kongruenz Q,(r;a,b)< 21 s2 Py 1. 


Nach (32) ist also eso a8 
(40) Q(n;a,6) 52 Fl=25 Zim2Zi—2d(n), 

333 lin $2.38 tin 
w. z. b. w. 


Ich gehe jetzt zum allgemeinen Fall tiber. Angenommen, der Hilfs- 
satz sei falsch, und es sei m, das kleinste n, fiir das er falsch ist. Dann 
gibt es Zahlen a, und }b,, so daB Q(n,;a,,b,)>2d(n,) ist. Es sei 
a,—a,a, und b,= 6,6}, wo a, und b, quadratfrei sind. Dann ist. wie 
man leicht einsieht, Q(n,;a,, 6,) > Q(m; ao, 5), also 


(41) Q( mgs @,B,) > 2d (m), (a) +0, (ay) +0. 
Es ist ferner 

(42) (Mm, @,, 6,) =1. 

Ware namlich (n,,a,,b,)=m>1, so wire offenbar 


Q (2; , 2) = Q(ng;a,,0,) > 2d(m,) > 2d (22). 


Der Satz ware also auch fiir n = 7s falsch, entgegen der Definition von n,. 


Nach dem ersten Teil des Beweises kann nicht (a,,,.) = (6,,))=1 
sein. Wir diirfen also ohne Beschrankung der Allgemeinheit 


(43) (a,, %) =m >1 
annehmen. Dann ist nach (41) und (42) 
(44) u(m)+0, (m,b,) = 


Aus (43), 34 und (44) folgt m|z. Es ist also (mit z= my) 
Q (m5 @,,0,)= 51=— 51 = Q(~; 4, bm) 


34, m\2 35 


und daher nach (41) 
Q (=; = , bm) > 2d(n.) > 24(= *), 
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was wiederum der Definition von n, widerspricht. Der Hilfssatz ist also 
richtig. Setzen wir in ihm a=y und )=1, so erhalten wir die Formel (27). 


2. Bei der Berechnung von H(n) ist die Theorie der algebraischen 
Zahlen nur zum Beweise der Formel 


(45) A(y) = O(log n) 


herangezogen worden, iibrigens nur fiir den Fall, daB y kein Quadrat ist. 
Im folgenden werde ich auch diese Formel mit ganz elementaren Mitteln 
beweisen. 


Die Zahlen unter den Summenzeichen bedeuten: 
86. az*—bz*=1; 387. az*<n; 38. as*— bt* =r; 
39. as*<c; 40. ah* —b =0(modr). 


Es seien n, a und 6b natiirliche Zahlen und / eine positive oder nega- 
tive ganze Zahl. Dann setze ich 


(46) R(n,l;a,b)= 51. 
36.87 
Hilfssatz 2. Hs sei 1 positiv und ab kein Quadrat. Dann ist 
R(n, 1; a,b) < 2d(l)(logn +1). 


Beweis. Es sei zunichst 


(47) (a, 2) =(b, 2) =1. 
Dann ist 
(48) R(n,1;0,b) = 5 21. 


apoat 36 3 37, 26 


Setze ich also (fiir beliebiges ¢ > 0) 


(49) R,(¢, 7; a,b) = 1, 
os: to se, 0,21 
(50) R(n, 1:0, b)— 3’ Re (55 mys 13 a,b). 


Aus (47) und m*r =I folgt 
(51) (a, r) =(b,r) =1. 


Aus 38 und 27 folgt daher (t,r)—1. Nach (49) ist also (unter den 
Voraussetzungen (47) und m*r = /) 


(52) Ry(c,r;4,b)— l= 31.52 1. 


38, 39,27 28,29 oa, 00,5720, 29, 40 28,40 8,39, 29 
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Ist nun die letzte Summe nicht leer, so gibt es zwei natiirliche 
Zahlen s,,t,, fiir welche 


(53) asi—bij=r, 8, =ht,(modr) 

gilt. Es sei u,,v, die kleinste positive Lésung der Pellschen Gleichung 
(54) u*—abv?=1, 

und es sei 

(55) é=u,+v, Vad. 


Ist dann u,v irgendeine ganzzahlige Lésung von (54) und u+vyVab>0, 
so ist bekanntlich u+v ab eine Potenz von ¢. Ist nun s,¢ irgendein 
Paar natiirlicher Zahlen, das den Bedingungen 38 und 29 geniigt, so ist 
nach (53) 


sfa+etyd = 
0s efesgie tere 
wo 
(57) u = +(a88,—dtt,), = + (at — st) 


ist. Aus 40, 29 und (53) folgt, da8 u und « ganz sind, und aus 38, (53) 
und der Identitat 


(ass,— btt,)*— ab(s,t — 8t,)* = (as*— bt*) (as) — bt?) 
folgt (54), so daB also u-+vYab eine Potenz von ¢ ist: 
(58) u+vyab=—é". 
Jedem Paar natiirlicher Zahlen s,¢, das 38 und 29 erfiillt, wird also 
durch (56) und (58) eine ganze Zahl k& zugeordnet; und verschiedenen 
Zahlenpaaren s,¢ entsprechen wegen der Irrationalitét von ya/Vb ver- 
schiedene Zahlen &. Wenn s iiberdies 39 erfiillt, so ist 
2 k 2Ve 
— < p< —- ; 
wathie ~° ~a¥a+aye 
und dieser Ungleichung geniigen (falls c>1 ist) weniger als aye +1 
ganze Zahlen &. Da nach (55) §>2 ist, so ist also 1 < logce+1 
und daher nach (52) oe, oo. 29 
(59) R,(c, 7; a,b) < (loge +1) Y1 (e=1). 
ry 
28, 40 


Hieraus und aus (51) und (50) schlieBt man wie beim Beweise von (40) 
(60) R(n, 1; a,b) < 2d(l) (logn +1). 























662 Th. Estermann. Quadratfreie Zahlen. 


Hiermit ist der Hilfssatz unter der speziellen Voraussetzung (47) be- 
wiesen. Die Ausdehnung des Beweises auf den allgemeinen Fall kann im 
wesentlichen wie beim Hilfssatz 1 erfolgen. 


Hilfssatz 3. Es sei | negativ und ab kein Quadrat. Dann ist 
R(n,l; a,b) < 2d(—l) [log(n —1) +1}. 

Beweis. Nach (46) und Hilfssatz 2 ist offenbar 
R(n,l; a,b) = R(n—1, —l; b, a) [ 2d(—l) [log(n —2) +1], w. z. b. w. 
Nun ist 

A(y)= Y1=R(n,1;y, 1), 


zz 
15, 16 


und hieraus und aus den Hilfssiitzen 2 und 3 folgt (45) (falls y kein 
Quadrat ist). 


(Eingegangen am 16. 3. 1931.) 








A method for determining the canonical basis of an ideal 
in an algebraic field. 
By 
C. C. MacDuffee in Columbus, Ohio (U.S. A.). 


If «,,@,,...,@, are k integral numbers of an algebraic field § of 
order n, it is known that the ideal Y («,,«,,...,«,) contains » numbers 
B,, By,---, 8, such that the totality of numbers of Y is given by 


hB, + hy By +... +h, 2, 

where the h’s range over the rational integers. The numbers £,, f,, ..., B,, 
constitute a basis for U. While the existence of a basis for every ideal 
is easily proved, the method of proof does not enable one effectually to 
determine the basis. Indeed, a practical method for finding a basis has 
been developed only for the case of quadratic ideals*) and the procedure 
in this case is so complex as to discourage attempts to generalize it. 

In the present paper the problem is completely solved by means of 
@ more powerful method than is afforded by elementary number theory, 
namely the greatest common divisor process applied to matrices with ra- 
tional integral elements, a theory initiated by du Pasquier. The process 
is completely practicable and not unduly laborious. 

Let % be an algebraic field of order n, and let 


GC, oe], Oy, - 00 @ 
be a basis for the integral numbers of %. Then 

C6 = Si Cisne (¢,j,&—=1,2,...,%), 
where the c’s are rational integers which we shall call the constants of 


multiplication. Since multiplication is associative, the relations 


2 Orin Cais “se DCijn rks 


1) M. Cipolla, Atti Acc. Gioenia Sc. Nat. Catania (5) 10 (1917), No. 20. 
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hold. If we form the matrices in which the respective members of the 
above equation stand in row r and column s, we have 


MM; = X65, M, (M, = (¢,;,))- 


Thus the matrices M; are isomorphic under multiplication with the basis 
numbers e,. Evidently M, is the identity matrix J. 
Let 
@=4a,¢,+4,¢,+...+a,¢, 
be any number of §, the a’s being rational. We define 
M(a)=a, M,+a,M,+...+ 4, M,. 
Evidently the matrices M(a) are isomorphic under addition and multi- 
plication with the numbers « of %. It can be shown that the linear in- 
dependence of the matrices M; is a consequence of the non-vanishing of 
the discriminant of %.*) Hence the field is represented as an algebra of 
matrices. We note that every M(«) is non-singular, for M(«) M(a~*)= J. 
Also if « is an integral number of %, the elements of M(a) are rational 
integers. 
Let W(a,,@,,...,@,) be an ideal in § with basis f,, 8,,..., 8, where 
a, = 3 4,;6;, By= 20565. 
) 


We shall say that the matrix B =(b,,) corresponds to the basis f,, £,,..., 8, 
of A. The determination of B is equivalent to the determination of the basis. 

The basis £,,8,,...,8, is not unique, but every basis is given in 
terms of one by the relation 


B= ~ k; B; 
where the ks are rational integers such that |k,,|— +1, and conversely 
every such set of numbers £;, f3,..., 8, is @ basis. That is, 
B’=KB 
where XK is an integral unimodular matrix. 


Theorem. The matrix B is a greatest common right divisor of the 
matrices 
M(«a,), M(a,),..., M(a,). 


Every linear combination of the «’s with integral numbers of 3 as 
coefficients is a linear combination of the #’s with rational integral coef- 
ficients. In particular 


e,a,—= Sc,,;B; (j7=1,2,...,n;¢=1,2,...,k). 
j 


*) Annals of Mathematics (2) 82, § 4. 
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That is, 
Anne = 2 Weis b; ,@,- 
Since the basis numbers are linearly independent, 
Zin Cyne = 2 Wig Oj, (r,8,j =1,2,...,”; €=1,2,...,&). 
In matric notation this iii becomes 
M(a)=Q,B, Q=(%i.)  (¢=1,2,...,8). 


Hence B is a common right divisor of the matrices M(ca,). 
Since, on the other hand, every f; is in U, there exist integral numbers 


j= ES Pejnty (to b—1,2,..., 05 f=, 2,..., b) 
a 
of % such that 


b,= 2 7,5 a; 
That is, 
»5,,¢,.= 2 Pr gn %rOnis %e> 
8 jhe 
whence 


b= Pein GjrCnte (18h, b= 1, 2,-0.5 j= 1,2, «..,). 
ih,l 
In matric notation this is 
Ba JF, Ms) (P; = (P,;,))- 


Thus B is a greatest common right divisor of the matrices M(a,). 
Du Pasquier*) has shown that every set of integral matrices as 


M(a,), M(a,),..., M(«,), 


not all of which are singular, has a (non-singular) greatest common right 
divisor which is unique up to a left factor K where K is integral and 
unimodular — precisely the latitude of definition of our basic matrix B. 
Du Pasquier gives a method for the determination of B which involves 
only elementary number theory. In fact, B can be readily obtained in 
Hermite’s*) canonical form in which b,,>0, b,,>0, each element in co- 
lumn s above the main diagonal is 0 and each element below the main 
diagonal is reduced modulo 6,,. This form is unique. The corresponding 
6’s constitute a canonical basis for Y. 


The Ohio State University, January 22, 1931. 


5) Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich 51 (1906), p. 89. 
*) Crelle 41 (1851), p. 198, luvres 1, p. 166. 


(Eingegangen am 15. 2. 1931.) 











Untergruppen und Quotientengruppen unendlicher 
Abelscher Gruppen. 


Von 


Stephan Pietrkowski in Géttingen. 


Diese Arbeit ist eine Fortsetzung meiner Arbeit: Theorie der unend- 
lichen Abelschen Gruppen, Math. Annalen 104 (1931), 8. 535—569, zitiert 
als Pil. Die Kenntnis dieser Arbeit wird vorausgesetzt. Insbesondere sehe 
man alle Bezeichnungen und Zitate dort nach‘). 

In Pil hatten wir die Struktur abgeschlossener Gruppen untersucht 
und den grundlegenden Zerlegungs- und Isomorphiesatz bewiesen. Nicht 
beriihrt hatten wir jedoch die Frage, wie die Struktur der ab- 
geschlossenen Untergruppen und Quotientengruppen durch die 
Struktur der Gesamtgruppe bestimmt wird, d. h. wie ihr Zerlegungs- 
typus von dem der Gesamtgruppe abhingt, eine Frage, die vor allem fiir 
die Anwendung auf die Galoissche Theorie eine Rolle spielt*). 

Zur Beantwortung dieser Frage braucht man den Begriff der aus- 
gezeichneten Unter- und Quotientengruppe. 


Definition 1. Ist G*) = S G,*) eine direkte Summenzerlegung von 


G*) in direkte primare Summanden des Ranges 1, so bezeichne ich die 
Untergruppe U*) von © als beziiglich dieser Zerlegung ausgezeichnet, 
wenn U= SU,, wo U, Untergruppe von ©, ist. 


Die Zerlegung von © ,induziert“ eine Zerlegung der ausgezeichneten 
Untergruppe U. 

*) In dieser Arbeit stehen bei dem Beispiel S. 569 versehentlich die Kongruenzen 
t, =p*-* «, (G,)...¢,=p*-*«,4,_,(G,) anstatt der richtigen Kongruenzen 
[, =o(G,)... 0, =@(G,). 

*) W. Krull, Galoissche Theorie der unendlichen Normalkérper, Math. Annalen 100. 

*) In dieser ganzen Arbeit werden nur abgeschlossene Gruppen betrachtet. 

*) 2 G,, eventuell mit Zusatz [...«...], bedeutet immer direkte Summation iiber 

a 

eine, nicht notwendig geordnete, Indexmenge. 





ll 
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Die Quotientengruppe @|U nach einer ausgezeichneten Untergruppe U 
nenne itch ebenfalls ausgezeichnet. 

Im Falle endlicher Gruppen beantwortet sich die oben gestellte Frage 
bekanntlich so°): 

a) Jede Untergruppe ist isomorph zu einer ausgezeichneten. 

b) Jede Quotientengruppe ist tsomorph zu einer ausgezeichneten. 

Im Falle unendlicher Gruppen ist a) nicht mehr richtig, wie ein ein- 
faches Beispiel zeigt*). b) ist aber noch immer richtig und soll nun be- 
wiesen werden. 

Um die Aussage b) und ihren Beweis bequemer explizit aussprechen 
zu kénnen, ist es zweckmaBig, an den Begriff der Gruppenhomomorphie 
zu erinnern und ihn fiir abgeschlossene Gruppen einzuschranken. 

Definition 2. Die Gruppe G*) hetbt homomorph auf die Gruppe D 
abgebildet, wenn es eine eindeutige Zuordnung der Elemente y von © zu 
den Elementen 7 von § gibt, so dap 

1. 9 erschépft wird, 

2. M+ %=1+ Ve 

3. abgeschlossene Untergruppen von & in abgeschlossene Untergruppen 
von % tibergehen. 

Man beweist leicht, wie iiblich, den 


Homomorphiesatz. Jede zu G homomorphe Gruppe ist isomorph 
zu einer abgeschlossenen Quotientengruppe von &, und jede abgeschlossene 
Quotientengruppe von & erzeugt einen Homomorphismus. 

Nun 148t sich der zu beweisende Satz iiber Quotientengruppen auch 
so aussprechen: 


Satz. Sind 9, U*) Untergruppen einer Gruppe © und ist 
(1) S5= DH eine Zerlegung in direkte primare Summanden des Ranges 1, 


(2) $=(9+N)\u=z 5, eine Zerlegung in direkte primdre Summanden 
a 
des Ranges 1, 

5) Ublicherweise formuliert man bei endlichen Abelschen Gruppen diese Tatsache 
so: Die Invarianten (Ordnungen der primiéren zyklischen direkten Summanden) einer 
Untergruppe sind bei geeigneter Zuordnung Teiler der Invarianten der ganzen Gruppe. 
Vgl. Speiser, Theorie der Gruppen endlicher Ordnung, 2. Aufl., 8. 52. 


*) Die Gruppe @ = E%=3; BF P..., wo F, zyklisch von der Ordnung 3‘ 
‘= 


ist, enthalt eine Untergruppe vom Typus 8°”, obwohl alle direkten Summanden 
von endlicher (aber nicht beschrinkter!) Ordnung sind. Ist gy, erzeugendes Element 
von %,, 80 ist die durch das Element y=9,@9,@... erzeugte abgeschlossene 
Untergruppe des Ranges 1 vom Typus 3°”. 














668 St. Pietrkowski. 
so lassen sich (und das sei schon geschehen) die %, durch gleichen Index 
einem Teil der % eindeutig so zuordnen, dag %, homomorphes Bild 
von §° wird. 

In dieser Form wollen wir Aussage b) beweisen, die aus dem Satz 
hervorgeht, wenn man § = @ und damit § = G/U setzt. 

Bedeutet %*) irgendeine Untergruppe von ©, so soll & immer die 
Gruppe (% + U)|U bedeuten. % ist homomorphes Bild von %. Es ist dann 
zufolge (1) (9 +U)|U=H=— > F. Doch ist diese Summe i. a. nicht 
mehr direkt, auBer wenn © ausgezeichnete Quotientengruppe ist. 

Unser Beweisverfahren ist nun dieses, daB wir die % und damit 
die % auf geeignete Weise wohlordnen und dann sukzessive jedes ¥ 
durch einen homomorphen direkten Summanden %, ersetzen, den wir 
dann von § abspalten. Nach dem Konstruktionssatz von Pil erzeugen 
wir auf diese Weise eine direkte Summenzerlegung von ©, die die im 
Satz verlangte Eigenschaft hat. Vermége des Isomorphiesatzes von Pil 
gilt dann der Satz fiir jede direkte Zerlegung von 9. 

Wir reduzieren den zu behandelnden Fall gleich darauf, da8 © primar 
zu p gehérig ist. Denn zufolge der eindeutigen direkten Summenzerlegung 
von © in gréBte Primarkomponenten 
(3) 9= 29, 
erhalt man eine eindeutige direkte Summenzerlegung von § = >, in 
groBte Primirkomponenten. Die Summe ist wirklich direkt, weil jeder der 
primaéren Summanden 9, zu einer anderen Primzahl gehért oder ist. 
Unser Satz ist also nur noch fiir $ =, zu beweisen ‘). 


Damit der Beweis iibersichtlicher wird, fiihren wir noch einige ver- 
einfachende Bezeichnungen ein: 

a) Wir erinnern an die Bezeichnung p’-&%, wo UW eine primare zu 
p gehérige Gruppe ist. p’-W ist die Gruppe der Elemente, deren Hohe 
Vielfaches von p” ist, oder, anders ausgedriickt, der Elemente, die p’-fache 
anderer Elemente von &{ sind. Haben alle Elemente von Y& die Héhe p®, 
z. B. wenn & vom Typ §,.. ist, so ist natiirlich p’- UW —W fiir alle »v. 


b) Definition 3. Ist & irgendeine Untergruppe von 9, 
(4) A= SU, eine Zerlegung in Summanden des Ranges 1, 
und setzen wir 


(5) B, — +, %0 , 


*) Demzufolge sind im Rest dieser Note alle Gruppen primar zu p gehdrig. 
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so dab 


(6) w = A,B B, 
wird, dann sagen wir: 

U, ist in a p’-abhdngig, wenn p’-%, Untergruppe von B,. 

U, ist in W genau p’-abhdngig, wenn nicht schon p*~*U, Unter- 
gruppe von B, ist. 

Jedes p’-abhangige U, ist auch p“-abhaingig mit ~>v. Hat U, nur 
Elemente der Héhe p®, so ist U, entweder p°-abhingig, d.h. ras. A 
von B,, oder es ist fiir kein » p”-abhangig. Ferner: 

Definition 4. Die (i. a. nicht direkten) Summanden YU, von U 
heiBen in U p’-unabhangig, wenn kein U, p"-abhangig ist mit u<y. 

Angewandt werden diese Begriffe auf Gruppen 2%, deren Summanden 
die %, sind. 

Definition 8 kann als Verallgemeinerung der Definition des direkten 
Summanden angesehen werden. Denn ein Summand der Ordnung p”, der 
genau p”-abhangig ist, ist direkt. Ist umgekehrt ein Summand Y%, genau 
p’-abhangig, so ist U|H%,~%, von der Ordnung p’. Insbesondere 
wird in diesem Falle U, und damit auch U%, von einem Element 
erzeugt. 

Wir wenden nun in besonders einfachen Fillen das oben skizzierte 
Verfahren der Ersetzung von Summanden durch direkte an und werden 
spater zeigen, da8 der allgemeine Fall sich auf die einfachen reduzieren laBt. 

Hilfssatz. Ist UM eine den Voraussefzungen von Def. 3 geniigende 
Gruppe’), so gilt: 

a) Sind die (4. a. nicht mehr direkten; vgl. oben) Summanden von % 
p’-unabhangig und ist U, ein p’**-abhangiger Summand, U=A,DB,, 
Y—U,+B,, so apt sich U, durch einen direkten Summanden U, der 
Ordnung p’**, also durch ein homomorphes Bild von Y,. 80 ersetzen, 
dap Y= ¥_HFH,. 

b) Sind die Summanden von U p”-unabhdangig fiir jedes endliche », 
und ist Y, ein solcher Summand, daf HH B, vom Typus 8, ist, 
dann laBt sich Y, durch einen (zu U, homomorphen) direkten Sum- 
manden U, vom Typus 3, erselzen, 80 “dap Y=F sD ¥B,- 

c) Sind alle Summanden Y, von der Art, dap U 1% Av %, vom 
Typus 3”” oder Bro ist, dann sind sie selber direkte Summanden. 
Wir schreiben statt x auch Y,. 

Beweis. a) Wie wir oben bemerkten, besitzt YU, ein erzeugendes Ele- 


ment y,. Nach Voraussetzung ist dann die Restklasse (p’**-, + U1) in 8, 
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enthalten, also p’** p, = 4,-+u, wo 6,CB,, uCU. 4, laBt sich wegen (5) 
darstellen als 5, = /. Pp» wo 9,C U,. Hitte d, nur einen echten Teiler von 


v+i1 


p’** zur Hohe, Pty p” [4 S»]), 80 miiBte auch eines der y,, etwa Ps, 
nur die Héhe p* haben. W,, hatte dann ein erzeugendes Element Pz, mit 
p*-—, =¢,,- Dann wire aber: — p*-p) = 2 P—? ge +5, ‘ah. 
W,, ware p”-abhingig mit wy gegen Voraussetzung. Also ist 
da=p’**d,, wo d, aus 8, gewahit werden kann, weil %, direkter 
Summand, also Spetad in & ist. Dann setzen wir 


Wa = ({(Pa— da)} + U)|U= {(ga— d2)}, *) 
Y= VF, @B,. 


b) YU, B, ist eine von einem Element erzeugte Gruppe und sei 
etwa durch (g,-+ Ul) erzeugt, wo 9, U,. Dann ist Pg=9,+ 4, Wo 
6, CB,, uC. Wie bei a) zeigt man, daB 4, genau wie ¢, die Hiéhe p® 
haben mu8. Sind dann 


Pe=P°Pes: Por P° Pees --+> Pei-r=P'Ppir --- 
5,= p45; 5p1= P9599, ae 9p i-1= PD 5g 5; > 
riicklaufende Ketten mit Pp,iC Uy, 5, ;,CB,, die existieren, weil U,, By 
als direkte Summanden in (6) Servanzuntergruppen sind, so setze man 
W, = ({(m..— 5,3)> (Pp2— 594), oes} +U)!U, 
und wieder ist dann 


und es wird 


c) Es ist klar, daB, wenn Y RAE. vom Typus 8”° oder 93- ist, 
%A\8,= U sein muB, also % direkter Summand ist. 


Um unseren Satz vollstindig za beweisen, ordnen wir nun die Sum- 
manden von © nach wachsender p’-Abhangigkeit und kénnen so den 
Beweis auf die einfachen Fille des Hilfssatzes reduzieren. SchlieBlich 
miissen wir mit Hilfe transfiniter Induktion auf Grund des Hilfssatzes 
alle Summanden abspalten. 

Zu dem Zweck nehmen wir zunichst eine geeignete Wohlordnung der 
jetzt in einer beliebigen Wohlordnung gedachten Summanden von © in 
der Zerlegung (1) vor: 


(1)’ = T95")  [beliebige Wohlordnung]. 
a<r’ 
*) Wir erinnern daran, da& {y} die vom Element y erzeugte abgeschlossene Gruppe 


bedeutet. Entsprechendes gilt fir {y,, 7, ...}. 
*) Einer Limeszahl a entspricht %'@ = w. 

















Unendliche Abelsche Gruppen. 671 


1. Wir wahlen das erste % aus, fiir das §° in 5 p°-abhangig 
ist, und nennen es %,. Die Menge der iibrigen § nennen wir M,, ihre 
direkte Summe ,. Existiert kein solches %‘, so nennen wir auch 9,. 

2. A sei keine Limeszahl, %,, 9,, M, [»y < 4] schon gebildet. 

a) Existiert dann ein endliches , fiir das es unter den } aus M,_, 
ein solches gibt, das in 9, , p“-abhingig ist, so sei «, die kleinste solche 
Zahl und ¥ die erste in der Wohlordnung von IM, _, auftretende Gruppe, 
fir die 3°? in ©, , p”t-abhangig ist. 9” nennen wir §,, die Menge 
der iibrigen Gruppen von Yt,_, nennen wir Di,, ihre direkte Summe §,. 

b) Existiert kein solches u, gibt es aber ein § in IM, ,, das so 
beschaffen ist, daB, falls wir die Menge aller iibrigen Summanden in M, , 
mit M, ,, ihre direkte Summe mit ©, , bezeichnen, ¥”|(§” ~ O, ,) vom 
Typus 8,. ist, so bezeichnen wir das erste solche 3° in M,_, mit F,, 
M,, mit M,, HO,» mit H,. 

c) Existiert auch kein solches §, so bezeichnen wir das erste in 
der Wohlordnung von WM, , auftretende §%? mit %,, die Menge aller 
iibrigen Gruppen von I, _, mit Mt,, ihre direkte Summe mit §,. 

3. Ist 4 eine Limeszahl, so setzen wir §,=—@, M, = mM, 9,= 4 


wd Be 
4. Der ProzeB bricht bei einer Ordnungszahl rt ab, die héchstens von 
der Miachtigkeit der Summanden von 9 in (1) ist. 


Die so konstruierten Gruppen 9, 9,,..., 9,,-.. [A< 1] sind simtlich 
von der Art der Gruppen & im Hilfssatz. Dem Summanden YU, bzw. A, 
bzw. & entspricht in 9, jeweils der Summand %,,,. Es gibt also nach 


dem Hilfssatz Gruppen %,, homomorphe Bilder der %,, so daB 


9 te 3: © 9, ’ 
9, me Be 6 9. 
5,.= 5,09,. wenn 4 keine Limeszahl, 


9, =4%,; 3.= w, wenn 4 Limeszahl ist. 


Dann 1laBt sich aber der Konstruktionssatz aus Pil anwenden, und wir 
erhalten das Ergebnis, da8 9 die direkte Summe der §, ist: 


§= D5,. 


vSr 


W. Z, Z. W. 


(Eingegangen am 24. 4. 1931.) 








Uber lineare elliptische Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung, deren zugeordnete MaSbestimmung von 
konstanter Kriimmung ist. 


Von 


Erich Rothe in Breslau. 


Einem linearen elliptischen Differentialausdruck kann man eine Riemann- 
sche MaSbestimmung derart zuordnen, daB der Differentialausdruck (even- 
tuell nach Multiplikation mit einem Faktor) eine Invariante der Ma6- 
bestimmung wird. Auf dieser Grundlage hat de Donder*) die linearen ellip- 
tischen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung und W. Feller*) eingehen- 
der diejenigen zweiter Ordnung behandelt. Beziiglich der letzteren wird in 
der Fellerschen Arbeit gezeigt, daB sich eine groBe Zahl bekannter Sitze 
iiber Potentialfunktionen auf beliebige selbstadjungierte elliptische Glei- 
chungen iibertragen la8t. Diese Sitze erweisen sich also als unabhangig 
von der zugeordneten MaBSbestimmung und sind naturgema8 allgemeiner 
Natur. In der Potentialtheorie besitzt man nun iiber solche allgemeine Sitze 
hinaus speziellere Kenntnisse. Man wei8 z.B. nicht nur, daB eine Grund- 
lésung oder die Lésung einer Randwertaufgabe existiert, sondern man kann 
die erstere explizit angeben und in vielen Fallen (etwa durch Reihenent- 
wicklung) auch die zweite. Bei Gleichungen mit nichtkonstanten Koeffi- 
zienten scheint jedoch in dieser Hinsicht wenig bekannt zu sein. 

Man kann sich nun die Frage vorlegen, ob man nicht unter Benutzung 
der Eigenschaften der zugeordneten MaSbestimmung auch bei Gleichungen 
mit nichtkonstanten Koeffizienten zu spezielleren Aussagen gelangen kann. 


*) Sur Péqu. aux dér. part. d’un ordre quelconque, Journ. d. math. p. et appl. 
1928, 8. 173. Beziiglich der Gleichungen zweiter Ordnung weist de Donder auf Arbeiten 
von E. Cotton hin. Diese habe ich jedoch mangels n&herer Angaben nicht auffinden 
kénnen. 

*) Uber die Lésungen der linearen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ord- 
nung vom elliptischen Typus, Math. Annalen 102 (1930), S. 633. Vgl. auch die Be- 
richtigung zu dieser Arbeit in den Math. Annalen 104 (1931), 8. 636. 
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Die vorliegende Arbeit behandelt diese Fragestellung in dem einfachsten 
iiber die Potentialgleichung hinausgehenden Fall. Da die der Potential- 
gleichung zugeordnete MaGSbestimmung die Kriimmung 0 hat, wird man 
als die nachst einfachen Gleichungen diejenigen ansehen, deren zugeordnete 
MaSbestimmung konstante Kriimmung « +0 hat. Die Anzahl n der unab- 
haingigen Variablen wird stets > 3 vorausgesetzt. 

In §1 sind einige Definitionen, Bezeichnungen und Sitze zusammen- 
gestellt, die im folgenden gebraucht werden und der Fellerschen Arbeit 
entnommen sind; konstante Kriimmung wird hier im Gegensatz zu den 
folgenden Paragraphen nicht vorausgesetzt. § 2 beschiiftigt sich mit Grund- 
lésungen der Gleichungen 


é 


n 
1 y — Ou 
A =a Zz oe ae = 0 d A +4 =(Q. 
wi a, pat os” 9 V9 J) ™ - ” 





Auf Grund der Voraussetzung konstanter Kriimmung zeigt es sich, daB 
diese Gleichungen Grundlésungen I"(z, &) besitzen, die nur von der geodi- 
tischen Entfernung s der Punkte x und & abhiangen. Eine solche Grund- 
lésung der erstgenannten Gleichung ergibt sich in Form eines elementar 
auswertbaren trigonometrischen Integrals (Gl. (20)), das speziell im Falle 
n=3 Vactg Yas baw. ¥—« Gtg Y— as bei positiver baw. negativer Kriim- 
mung liefert und fiir «—+ 0 in die bekannte Grundlésung 1:8 der Poten- 
tialgleichung iibergeht. § 3 behandelt die erste Randwertaufgabe der Glei- 
chung 4, = 0 fiir das Innere und AuBere einer (nichteuklidischen) Kugel 
sowie fiir das Ringgebiet zwischen zwei konzentrischen Kugeln durch Ent- 
wicklung nach gewohnlichen Kugelfunktionen (n = 3) bzw. hyperspharischen 
Funktionen *) (n > 3). Die Entwickelbarkeit der am Rande vorgeschriebenen 
Funktionen nach diesen Funktionen wird dabei vorausgesetzt*). § 4 ist in 
der Hauptsache der Ubertragung des sogenannten Weberschen Mittelwert- 
3 
satzes fiir die Gleichung s oo iu =0 auf die Gleichung 4,u + du =0 
(im Fall konstanter Kriimmung) gewidmet (siehe Gl. (56) und (56a)). 
$5 behandelt fiir n = 3 die Entwicklung Greenscher Funktionen von 4,. 
Zunichst wird eine auBerhalb einer gewissen Umgebung des Aufpunktes 
giiltige Darstellung angegeben, welche im Falle verschwindender Kriimmung 


*) Uber diese Funktionen siehe Appell u. Kampé de Fériet, Fonctions hyper- 
géométriques et hypersphériques, 1926, 8. 203ff. 

*) Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daB fir n> 3 im Gegensatz zum Fall 
n= 3 keine befriedigenden Ergebnisse iiber die Konvergenz der formalen Entwicklungen 
gegebener Funktionen nach den hypersphiarischen Funktionen vorliegen. Siehe dazu 
8. 296 und 309 des in Anm. 8 zitierten Buches. 
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in eine von A. Hammerstein®) bewiesene iibergeht (Gl. (59), (57)). Sodann 
wird fiir die Greensche Funktion K(z,) von 4, die fiir alle z + é eines 
gewissen Bereiches giiltige Darstellung 


ao 


K(x, é) = lim yes) 1 ' (x +2) 
i=1 . 1+4 


gegeben, wo u,; bzw. 4, zu K gehérende normierte orthogonale Eigenfunk- 
tionen bzw. Eigenwerte sind. SchlieBlich wird die Relation 








lim D>) u(x) u,(é) \ 7 =0 (2 + §) 
ae (1 + +) 
hewiesen. 

Bei allen Ergebnissen der Arbeit liefert der Grenziibergang «—-0 fiir 
die Potentialgleichung giiltige, mit Ausnahme der beiden letzten Siatze des 


$5 bekannte Resultate. 





§ 1. 
Zusammenstellung einiger Definitionen und Siatze*). 
Ist 
(1) Dae (AG) (A mai = A(x) 


a, f=1 


ein gegebener elliptischer Differentialausdruck, fiir den also die quadratische 
Form >A” §,&, positiv definit ist, und setzt man 
1 





ap. a ap Pe Sm 
aie g (4 yb 
a 1 ‘ 
so geht der Ausdruck (1) nach Division durch = iiber in 
ge ) 19 = 
) 1 $12 (get yo ou 
(2) 4,8= a=, axe (9 V9 af) 
(2) ist invariant mit dem Linienelement 
(3) do? = > Gap4x" dx® (Ges) = (g**)-*) 
a, ~=1 


verkniipft. 
*) Cher Entwicklungen gegebener Funktionen nach Eigenfunktionen von Rand- 
wertaufgaben, Math. Zeitschr. 27 (1927), 8. 270. 
*) Vgl. zu diesem Paragraphen W. Feller, loc. cit. insbesondere S. 640£., wo auch 
die Beweise der angefiihrten S&tze zu finden sind. 












ae 
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Ist s die geodiatische Entfernung eines festen Punktes § von dem 
Punkte x, und sind 9,,7,,.--,%,_, 80 gewahlt, daB das Linienelement 
die Form 


(4) do* = ds* + 5 0,49" dg" 
«pal 
erhalt, so nimmt 4, die Gestalt 
n-1 
‘ — 17 2(yoeu 52a (a** Ya 2% 
(5) 4, = va laa( ad 3s) +2) a93(0 varrn)| 


((a**) =(a,,)"*; a= Det.a,,) 


an. Das Volumenelement des n-dimensionalen Raumes wird 


(6) dV = yads-dg,...dy,_;, 
und das Oberflachenelement der Fliche s = konst. wird 
(7) do=Yyadg,...dy,_,- 


Bezeichnet man mit I"(z, é) an — eine Grundlésung von 
atl 


(8) 4,(u) =0, 
so wird bei passender Wahl eines willkiirlichen konstanten Faktors 


Sind dann y,, W.,---, Y,_, 80 gewahlt, daB do* die Form 


n-1 
(9) do*=a,do*+ a,,dy, dy, 
a,f=1 


erhalt, so wird 
1 1 
<7 = do 
Asi ¥% 


eine nur von , nicht von @ abhangige GréBe H(é), und es gilt (Feller 
loc. cit. 8. 642) fiir eine Lésung u von (8) der Mittelwertsatz 


(10) u(é) =a J) ye 


Bisher wurde tiber das der Gleichung (8) zugeordnete Linienelement (3), 
abgesehen davon, da8 es positiv definit sein soll, keine besondere Annahme 
gemacht; in allem folgenden wird stets vorausgesetzt, daB es die konstante 
Kriimmung «@ besitzt. Von den Koeffizienten wird ferner in allen zu be- 
trachtenden Bereichen zweimal stetige Differenzierbarkeit vorausgesetst. 
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§ 2. 
Die Grundlésungen von 4,(u)=0 und 4,(v)+i4v=0. 
Die MaSbestimmung in einem n-dimensionalen Raum konstanter 
Kriimmung « kann man, wie bekannt, folgendermaBen erhalten’): Man 


betrachte einen (nm + 1)-dimensionalen euklidischen Raum (z,,..., x, ,,) 
mit dem Linienelement 


(11) G31 4 Sz}. 
« 1 


Durch diese wird auf dem Gebilde 
Raita S aj=1 
1 


die gesuchte MaSbestimmung induziert. 
Wir schreiben (11) in der Parameterdarstellung 


1 , : , : 
x, = — cosy, sing, sing, ... sing, _,sinfas, 


je 
Bs , ° . ° 
"ey, sin p, SIN gp, ... SiN P, _, sin Jas, 
=a COS P, SING, ... SIN GY, _, sinJas, 
(12) 
z= , cosy, ... sing, , sinjas, 
oa cosp,_, sinJas, 
a 
l.41= cos) a8 
Hierbei ist 
0< y, < 22, 0<9,<2 (¢ = 2,....2—1) 
und 
1 
0<8s<—a (a >0) 
(13) Ye 
0<8< (a<0). 
Wegen 


(14) yztin Yas = —— Gin /—es, cos Yas = Coj J—as 


ist diese Darstellung auch im Falle negativer Kriimmung a reell. Auf 
Grund von (11) und (12) liefert nun die Rechnung das gesuchte Linien- 


”) Siehe etwa H. Weyl, Analyse des Raumproblems, Berlin 1923, 8. 25. 
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n-1 
(15) do* = de* + 24 dg}, 
wobei 
sin Jas vr 
(16) a; = ( Ye ) IT sin P;° 
Da hiernach 
(17) Pe a 
a; sin Jas TI ‘sin®y, 
a jutt+l 
un 


(18) ja= (ae) sin p*-?... sing,, 


so folgt aus (5) 
0 fil CET 8 


+ (Me) Sct — alps (ono). 


t=1 "IT sin® p, 














j=t+l 
Wir erhalten daher in 
wt 
(20) U(s)=—(n 2) { (25) ds +- konst. 


eine nur von s abhingende Lésung von (8). Da lim s"~*U =1 ist, so 


stellt U eine Grundlésung dar. Speziell im Falle n= 3 erhalten wir als 


Grundlésung 

| Ya ctg Yas 
21 U(s) = . 
3 Od races 


In der Grenze «+0 erhalten wir die Grundlésung = der Potentialgleichung. 
Wir wollen jetzt die Lésungen V von 


(22) 4,V+iV =0 (4 konstant) 


suchen, die nur von s abhingen. Aus (19) erhalten wir fiir solche Lésungen 
die Gleichung 


(23) ot +(n—1)Yactg yas" + iv—0. 
Die Substitution 
(24) t—tgyes,  V(s) = W(t) 
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liefert die Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
° 
(25) +e)? 41 40°) (2040-1) 4+ 4iwe—o. 
Der Ansatz W = t* +a, #*** +... liefert fiir 9 die Gleichung 
(26) e(e —1)+e(n—1)=0 
mit den Wurzeln 9 =0 und 9 = —(n— 2). Die Gleichung (22) besitzt 
also eine bei s =-¢ = 0 regulaire Lésung 
(27) J(s) = W,(t) =1+a,t+ a,t?+..., 
wahrend fiir die andere Y(s)—W,(t) bei passender Normierung 
lim (s*~* ¥ ()) =1 gilt. Diese stellt also eine Grundlésung von (22) dar 
J ist eine gerade Funktion von t=tg Vas. In der Tat findet man fiir 
die Koeffizienten a, von (27) 
A 
a, = a, = 0; a, = Sea’ 
rt 
(p +2) (p+n)a,,.+[p(2p+n—1)+—|a,+(p—2)(p—1)a,_ 
(p = 2, 3,...), 
woraus die Behauptung offenbar folgt. 

Da die Wurzeln von (26) sich um eine ganze Zahl unterscheiden, 
kann nach der allgemeinen Theorie das Integral Y(s)—W,(#) einen 
Logarithmus enthalten. Fiir ungerades n ist dies jedoch sicher nicht der 
Fall*). In bekannter Weise erhailt man namlich ein von W,(t) linear 
unabhangiges —— von (25) in der Form: 





M  2u*+in—1do 1)dw 


W,(t) fag “at de = W,(1) fs gay ae 


t 





Hieraus ergibt sich leicht die Behauptung. 

Speziell fiir n = 3 wird 
ois _ Yesinfatic | &. Yacos Va+is 
(27a) J(8) Yetldnyee’ tela ee ——. 

§ 3. 
Die erste Randwertaufgabe fiir die Kugel und das Ringgebiet 
zwischen zwei konzentrischen Kugeln. 

Wir betrachten zunichst den Fall n = 3. Wir denken uns wie in § 2 
Polarkoordinaten eingefiihrt, wobei der Einfachheit halber 
(28) bal =f; Ps nog 0 


*) Vgl. dazu auch einen allgemeinen Satz von Hadamard, Lectures on Cauchy's 
Problem, 1923, 8. 104. 
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gesetzt sei. Auf der Kugel s=R sei eine Funktion f(0,q) vorgegeben, 
von der wir voraussetzen wollen, daB ihre Laplacesche Entwicklung 


(29) (9,9) = 3 ¥,(8, 9) *) 


nach den Kugelfunktionen Y; fir 0S 02, OS yg 2a gleichmabig 
konvergiert. Wir stellen uns die Aufgabe, die Lésung der Randwertaufgabe 

0<R<o@ fir «<0 
(30) 4,(u)=0, u=—f fir s=—R = 2 ) 

o<a<z, o+s7 fir a >0 
in der gleichen Weise durch Entwicklung nach Kugelfunktionen explizit an- 
zugeben, wie dies in der Potentialtheorie bekannt ist. Wir suchen zunachst 
nach solchen Lésungen u von 4,=0, die von der Form u = S(s)-6(9, #) 
sind. Aus (19) erhalten wir fiir S und @ die Gleichungen 


: 3 
. 1 06 1 @ ; 66 
(32) ants set + sind 30 (809 5p) + 20—0, 


wo A eine Konstante ist. Zum Zwecke der Integration schreiben wir die 
erste Gleichung in der Form: 


33) (SatE#) 8" + 2conyao MBIE* 9’ 18 —0. 
Die Substitution 

(34) t=tgyas, S(s)= T(t) 

liefert 

(35) (84 2) OF + 208497 -ar =o; 
der Ansatz 

(37) T=t*+a,t°**+... 


ergibt fiir 9 die Gleichung 
e(e—1)+2e—i1=0 


1 
o=—5+5Vitai. 


oder 


a 2x 


{J rc0%9"ysin0°7,(co8»)40%a9", 
0 


0 





*) ¥,(0,9)= 20+! 


4 
wo P,(xz) die Legendreschen Polynome sind und y den sphi&rischen Abstand der 


Punkte $, y und 8’, p’ bedeutet. Betreffs der Konvergenz der Reihe (29) s. etwa 
Pascals Repertorium der héh. Analysis, 2. Aufi., L,, 8. 1409. 
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Soll 7'(¢) eindeutig sein, so mu8 0 ganzzahlig, also 71+ 44 eine ungerade 
Zahl 2k +1 sein (k = 0,1,2,...), und es folgt 


(38) i=k(E+1), =k, @——(k+1). 
SchlieBen wir zunichst den Fall k — 0 aus, so liefert, wie die Rechnung 
zeigt, der Ansatz (37) als Lésunsen von (35) mit 4 =k(k +1) eine nach 
ganzen positiven Potenzen vom ¢ fortschreitende, mit ¢* beginnende Potenz- 
reihe 7,(#) sowie ein Polynom (k + 1)-ten Grades in 1:#: 


(39) T,(t) = Sa,t', T,(t) = s bt 
i=k 


i=k+1 


wobei die Koeffizienten a,;, b; durch folgende Rekursionsformeln gegeben sind: 





a,=1, a%.,=0, 
(t¢—1)(i—2) ° i 
*;= —FGF1)—k(e+1) 7-2 (§2k+2): 
(40) 
b.,=1, b,=0, 
— (§+2)(6+1) (¢=k—1,k—2,...), 
k(k+1)—i(i+1) t+? (e=—1, 2, 3,...). 


Aus ihnen geht hervor 
Oy = M3 =A ys = 0 und b=—b5, ,.=—5,_,...=0. 


Ferner folgt aus dem Quotientenkriterium die absolute Konvergenz der 
ersten Reihe in (39) fiir |¢}< 1. Als Fundamentalsystem von (33) mit 
4=k(k-+-1) wahlen wir nun 








Si"(s)=(~a) “7,(t), S(s)=(Va)*** T(t). 
Dann wird 
a k+2 / \k+4 
(41a) Si” — (e124) + «a,,_( SIE) +ata,,, (SE) A vous 
a 
r= \k—-1 — k-38 
(41b) S)?= (J b (Is. £ b ( ye -) . er 
-;) + taba yea) Fen -8\efe 
(&k =1,2,3...), 
wo die a,;, b; durch (40) gegeben sind. Wegen 
tgVas  Igf—as 
(42 = 
; ees 


sind bei positivem s die Glieder beider Reihen sowohl fiir positives wie 


fiir negatives « reell, wenn s in dem durch (13) bestimmten Intervalle 
variiert. 
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Ist &, also nach (36) A, gleich 0, so erkennt man unmittelbar, daB 
(410) Y=1, Sy’=—U(s) 


ein Fundamentalsystem von (31) bilden, wenn U(s) durch (21) gegeben ist. 
Wir behaupten nun die fiir das Folgende wichtige Tatsache: 


S\”(8) 
43 + 0 
\ ) 8:”(s) 
fiir alle durch (13) gegebenen Werte von s mit Ausnahme von s = ——— 


2a 

Beweis**). Fir &=0 ist die Richtigkeit der Behauptung nach (41c) 

und (21) klar. Sei also & eine positive ganze Zahl. Nach (40) sind die 
in (41) auftretenden Koeffizienten 0b; positiv, wahrend 1, a,,,, @,,, -- 
alternierende Vorzeichen haben. Daraus folgt im Falle «>0, da’ 


die Funktion 8”, die ein Polynom in Ya ist, fir 0< jas<z, 





tgVas 
| «8s +} nicht verschwindet, waihrend bei negativem « die Reihe fiir =, 
die wegen (42) und wegen 0 < Teles <1 fir s>0,a<0 fir alle 


positiven s konvergiert, gewiB positiv ist. Hiermit ist (43) fiir a < 0 hin- 
sichtlich S{ und fiir « > 0 hinsichtlich S{” bewiesen. Zum vollstandigen 


Nachweis von (43) setzen wir t=sinJas, S(s)—G(r) und erhalten 
aus (33) mit 4 = k(k +1) 


e*(1— 29) 99 4 (2 — 322) 92 — bk +1)6 =0. 


Die Rechnung liefert die beiden Integrale 


G,(t)= Sat’, @,(t)= YB! 
i=k t=k+1 


mit 
Yi 6 we eee 
G=1, %&,=0, a= ie+1)—k(e+ 1) t-* 
(¢=k+2,k+83,...); 
(44) 


i(i+2 
Ayyi=l, A, =9, B= — Spay Biss 


(¢mk—1,&b—2,...). 








**) Anmerkung bei der Korrektur. Der umstindliche Beweis des Textes 
la8t sich, wenigstens beziiglich S\“, durch einen wesentlich einfacheren ersetzen. 
Gelegentlich einer demniichst erscheinenden Arbeit ,Uber eine Verallgemeinerung der 
Besselschen Funktionen“ werde ich darauf zuriickkommen. 
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Hieraus folgt die Konvergenz der Reihe fiir G, fiir |r] <1. Maultiplikation 
von G,(t) mit 1:(/a)" liefert uns als bei 4 regulire Lésung von (33) 
s . k+2 
5{"(s) = (=i) +aa,,, (SEE) + ae, ,, (sin aide TR 
und man iiberlegt sich unmittelbar, da8 S{* = 8! ist. Bei positivem a ist 
sin )as|<1; die rechte Reihe konvergiert daher fiir alle reellen s. Da nach 
(44) o,, ©, ,9, 44 ++- positiv sind, so folgt also auch fiir « >0, daB S! fiir 
die in Betracht kommenden Werte von s gréBer als 0 ist. Um schlieBlich 
Ss" +0 fiir «<0 zu beweisen, betrachten wir zunichst den Fall, daf 
k-+1 gerade ist. Nach (44) wird in diesem Falle G,(t) ein Polynom 
(% +1)-ten Grades in 1:+, und wir erhalten nach Multiplikation mit (V)**’ 
k+1 k-1 k-1 2 
= (ey halal) ttt 
Be) = (Se) +0 ae) +...+0F (We) 
als eine Lésung von (33). Da diese ein Polynom in 1: sin? fas = 1+ rr 1 " 
*Vas 
also auch in 1: tg* Vas ist, so erkennt man, da identisch in s 5!” — 8: ist. 
Da nun nach (44) 1, 8,_,,8,_,--. alternierende Vorzeichen haben, so ist 
nach (14) bei negativem a 5{"— S{”>0, wenn s>0. 
Sei jetzt &-+1 ungerade. Wir setzen dann 
S=cosfas-f(t), t=—sinyas. 
Dann geht (33) iiber in 
t*(1— 1?) ("+ 1(2 — 5t*) f’ — [k(k +1) + 32°] f=0. 
Diese Gleichung besitzt eine Lisung 
s yr 


i=k+1 











mit 
(¢—1)(¢+1) 
moa=l n=9, Mi —~ Ek+1)—iG—1) “i+2° 





Hieraus erhalten wir eine Lésung von (33): 


(45) 5,” = cos ao{( is yn se(IE) +... tna ® ( re )} 

















sin Vas sin Vas sin Jas 
K k-2 k-2 - 
i Je {() +n.«(-) +..+ne? ) }. 


Da k gerade ist, la8t sich die rechte Seite als Polynom in 1:tgyas 
schreiben, woraus folgt, daB 5,” — S{". Hieraus folgt aber SY’ >0 fir 
«<0. Denn 1, y,_,,7,_3,--- haben alternierende Vorzeichen; bei nega- 
tivem « und positivem s wird daher die rechte Seite von (45) >0, wie 
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man unter Beachtung von (14) und (42) unmittelbar erkennt. — Hiermit 
ist (43) in allen Teilen bewiesen. 

Auf Grund von (43) und (29) kénnen wir nun die gesuchte Ent- 
wicklung der Lésung des Problems (30) nach Kugelfunktionen angeben. 
Wegen (43) kénnen wir namlich die Funktionen 


0<R<aw, wenn a< 0 
$78.08) y, ( =1,2,3 
; ae 
~ (R) 0<R<-, R+ T= wenn a > 0 


bilden. Diese sind fiir s << R regulire Lésungen von 4,0. Denn S;” 
geniigt (31), und die Kugelfunktionen Y, geniigen wegen (38) der Glei- 
chung (32). Fiir s=R konvergieren ferner die s,, gleichmaBig gegen f. 
Auf Grund der fiir Lésungen von (8) giiltigen Verallgemeinerung des 
Harnackschen Satzes existiert daher u = lim s,,, d. h. 
8;°(s) 
o™ Pr 8” (R) Y,(9,¢), 


und stellt die im Innern der Kugel s < R regulaire Lésung von (30) dar. 
In der gleichen Weise erkennt man, daB 


8.” (8) 
2 sR) Y,(#, y) 
die im AuBeren der Kugel regulére Lésung von (30) ist. 

SchlieBlich betrachten wir die Randwertaufgabe fiir das Gebiet zwischen 
zwei konzentrischen Kugeln: Seien f,(#,y) und f,(@,m) zwei Funktionen, 
deren Entwicklungen nach Kugelfunktionen f,= 5 ¥;”, fs = 5 Y:” gleich- 
maBig konvergieren. Die Aufgabe besteht alsdann darin, eine im Can von 


Pie gat Ae fir «<0, 
0<8,<8<a< 
ae fir «>0 
oder aye <9 << FE 


regulire Lésung u von (8) zu finden, die die Randbedingungen 
u=/f, fir «=—48,, 
u=f, fir s=s, 


erfiillt. Wir betrachten zuerst die Aufgabe, zwei Lésungen of!” und o!”” 
von (31) zu finden, fiir die 


of”(s,) = 1, of" (8, )=0, 
oi"%(s,)=0, of (s)—=1 


(46) 


(47) 
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gilt. Offenbar werden 
o!”(s) = of? g® + 6@ 5” 
os” (8) = “i gi ™ c® s” 
die gestellten Bedingungen erfiillen, wenn die Konstanten c,, die Gleichungs- 
systeme 
on Bt(¢,) + os S{"(8,) = 1, of? 8 (8,) + on 8s '(4) = 0. 
cl” S{”(s,) +e; ® 8(8,) a 0, cf Bg 8, ) + cf ® 58.) aa 


befriedigen. Diese sind nun lésbar. Um in der Tat zu zeigen, da die 
gemeinsame Determinante 


(48) 


a g® 
(8) Sq" (8) 


s*() a) 


der beiden Systeme von 0 verschieden ist, geniigt es, wegen (43) zu zeigen, 
daB der Quotient S\*’(s): S{"(s) fiir ss, und s =, verschiedene Werte 
annimmt. Wire das nicht der Fall, so miiBte fiir einen Wert 8, zwischen 
8, und 8, die Ableitung des Quotienten S{": S;* verschwinden. Wegen 


—" 3 as,” 3” 


®, _ 
a(S, re ) = iS — : Ss +0 fir #,<e<s, 
2 





ist das unméglich. Denn die Wronskische Determinante S/S, — 8:8, ist 
von 0 verschieden, da S, und S, ein Fundamentalsystem von (31) bilden. 

Auf Grund von (47) und (48) sowie der vorausgesetzten Entwick- 
lungen von f, und f, nach den Kugelfunktionen erkennt man nun in der 
gleichen Weise wie in dem oben ausfiihrlich behandelten Fall der Kugel, da& 


2 (oi 82°(#) + ef 8°) YP + 3 (on Sy? + + of 8%) y” 


existiert und die Lésung des Problems (8), (46) darstellt. 


Die im vorstehenden fiir den Fall n = 3 behandelten Randwertaufgaben 
lassen sich fiir m >3 ganz analog durchfiihren. Wir kénnen uns daher im 
folgenden kiirzer fassen. Der Ansatz u(s) = S(s)0(9,,...,9%,_,) fiir eine 
Lésung von (8) liefert auf Grund von (19) 





(50) by _ f (cin gf Sy) +20= 0. 


: a a . 
i=; singj-* [J sin*y, 
fetel 
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Gleichung (49) lautet ausgeschrieben 


P 2 
(1) (MU) TE tn — 1) 881" coe jas 45 _ag—o. 
\ Yo 8 
Die Substitution (34) liefert 
(52) Core [2¢*+ (n—1)1) 2 —aT= 0. 
Der Ansatz (37) ergibt fiir 0 die Gleichung o(9 —1)+(n—1)9—14=0. 
Soll eine der Wurzeln dieser Gleichung eine positive ganze Zahl & sein, 
so folgt 
(53) A=k(k+n—2), 
und die beiden Wurzeln o,, 0, der quadratischen Gleichung werden 
Qa=k, = —(k+n— 2). 
Als Lésungen von (51) [mit 4 = k(k +n — 2)] erhalten wir 


T(t)=Sat', T(t)—_— bs’. 


t=n-—2+k 





Die Koeffizienten a,, b; sind dabei fiir k = 1, 2, 3... durch folgende Formeln 
gegeben: 


2 ms —(¢—1)(¢-2) 
a,=1, M%ii=9, = TRE DFR) 


(¢—=k+2,k+3,...), 
#+1)(4+2 

bese 1, OB isyy= 9, O— TCE ee 

(O<tgn—4+). 
Mit diesen Werten von a,, b; ist (41a, b) ein Fundamentalsystem von (49). 
Ebenso liefert (41c) ein Fundamentalsystem von (49) fir k= A—0, wenn 
U durch (20) gegeben ist. Wir behaupten wieder die Giiltigkeit von (43). %») 
Fiir & = 0 ist das bei passender Wahl der Integrationskonstanten in (20) 
gewiB richtig. Sei also k >0. Die Richtigkeit der Behauptung hinsichtlich 
S\° fiir «<0 und hinsichtlich S” fiir « > 0 ergibt sich dann wie friiher 
aus (41), wenn man beachtet, daB nach (54) 1, a,,,, a,,,,-.. alternierende 
Vorzeichen haben, wiahrend },,, 5, 5,4, _5,--- nicht negative Zahlen sind. 
Um (43) in den noch fehlenden Fallen zu beweisen, setzen wir zunichst 
wieder t = sin as, ee ee Gleichung (51) geht dann iiber in 


(—r4 4-29) £94 (—nrt4 (n—1) 1) 8-16 =0. 
Als Lésungen erhalten wir unter Beachtung von (53) 
G,(t) = Sat", G,(t) = oy B27 *. 


i=k+n—2 





(54) 





®>) Vgl. Anm. ®*) auf 8S. 681. 
Mathematische Annalen. 105. 45 
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Dabei ist 


«,=1, “.,=9, a= (¢—2)(s—3+n) 


iG—24n)—k(k+n—2) “i-2 (§>k+ 2), 


—(i+2)(i+8- 
Brine=l, Bri n-s= 9, Be dah 








Es ist also a,.,=—@,,,—=%,,,---=0, wahrend a,, a, ,.,0,,,,--- positiv 
sind. Hieraus folgt wie friiher (S. 682) unsere Behauptung hinsichtlich S;” 
fir «@>0. Ferner sind #,,. 5, Pyin—s>Pysn—z>-++ gleich Null, wahrend 


Buin—a> Peon—a> Pein—e> +++ aiternierende Vorzeichen haben. Die Reihe der 
letztgenannten Zahblen bricht auf Grund der Rekursionsformel gewi8 ab, 
wenn k-+n gerade ist. Wie friiher folgt hieraus die Richtigkeit unserer 
Behauptung hinsichtlich S;" fiir «<0 bei geradem k+-n. Ist schlieB- 
lich k-+-n ungerade, so setzen wir wie oben (8.682) S—cos Vas-f(z), 
t=sin Jas. Gleichuny (51) mit 4=k(k-+n—2) geht dann iiber in 


r*(1—t%) SE + e[—(n 42) 29+ (n—1)) $f — (RR +-n—2) +024) f=, 


und wir erhalten eine Lésung 5’ y,t~* mit 
t=k+n—2 
~(i+1)(i—n +2 
Yein-2 1, Yean-3=9, > EES Gio M48 (¢Sk+n—A4). 





Bei ungeradem k +n ist diese Lésung ein Polynom ungeraden Grades 
in t~*, dessen Koeffizienten alternierende Vorzeichen haben. Hieraus folgt 
wie oben (S. 682) unsere Behauptung hinsichtlich S$" fiir « <0 bei un- 
geradem k-+-n. (43) ist somit vollstandig bewiesen. 

Wegen (53) sind nun die Lésungen von (50) die hypersphiarischen 
Funktionen*®). Setzt man daher die Entwickelbarkeit der fiir s = R bzw. 
s=s8, und s=s, gegebenen Funktionen voraus"'), so ist auf Grund des 
Vorstehenden klar, daB die weiteren im Falle n= 3 angewandten Uber- 
legungen sich wortlich auf den Fall n > 3 iibertragen lassen. 


§ 4. 
Mittelwertsitze. 


Wir wollen zunichst um einer spiteren Anwendung willen den fiir eine 
Lésung u von (8) giiltigen Mittelwertsatz § 1, (10) auf den Fall konstanter 
Kriimmung spezialisieren, indem wir die Grundlésung U(s) [§ 2, (20)] mit 
der in §1 auftretenden Grundlésung 1:9"~* identifizieren. Da dann 0 
nur von ¢ abhingt, werden die Formen (4) und (9) identisch, wenn man 


%) Siehe Anmerkung *). 
") Siehe Anmerkung ‘). 
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Pa Vee a8 aR ag und 





—1-(4e\" 
a, =1:(52) 
setzt. Es wird dann nach (20) 
1 
Pele +3 1 *() a 1 2 _.( Va ag 
ipa a8 de de ~~ a-B de ~ \GnYas 


Daher wird nach § 1 wegen der Unabhingigkeit der GréBe H(&) von o 


(also von s) acd 
E(&)= jim | (=<) JJ ao] wa 


wenn E, die Oberfliche der Euklidischen Einheitskugel, also Z, = 22° I (5) 
ist. Aus (10) erhalten wir daher 


ue—a fle (ey do, 


wenn R der 9= A entsprechende Wert von s ist. 
Speziell im Falle n = 3 erhalten wir mit der Bezeichnung (28) 


(55) “i Nay do= Z| [ usindagas 
sin® Yas ad : 


(vgl. (7), (18), (28)). 

Wir wollen nun fiir eine Lésung u der Gleichung (22) das Analogon 
des sogenannten Weberschen Mittelwertsatzes beweisen. J(s) und Y(s) 
seien die beiden in § 2 aufgestellten Integrale der Gleichung (22). Ist nun F 
eine beliebige den Punkt & umgebende stetig gekriimmte geschlossene 
Flache, so liefert die Anwendung der Greenschen Formeln**) unter Be- 
achtung des in § 2 angegebenen Verhaltens von J und FY fiir s =0 


u(é)= GoDE ite *) do, 7 
tS) IJ (5 5) do. 


Wenden wir diese Formeln speziell auf die Oberfliche der Kugel s = R 











12) Uber die Giiltigkeit der Greenschen Siatze siehe W. Feller, loc. cit. § 2. 
18) Wegen der Definition des Symbols Ba siehe W. Feller, loc. cit. § 2. 
45* 
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mit dem Mittelpunkt — an, so wird — = A und wir erhalten 


on os 


u(é)= DE te ag an J) v@e), 
ou 
0- GHEE [WR w) IVF do—(Z),_» Jaen JJ 22): 


Addiert man die mit J(R) multiplizierte erste Gleichung zu der mit 
—Y(R) multiplizierten zweiten und beachtet, daB J und Y Integrale der 
Differentialgleichung (23) sind und daher die Wronskische Determinante 








@ r K —Jin—1) Vactg Vaado konst. 
= t. —— a 
iJ J’ —s (sin Yo s)"~* 
wird, so erhalt man 
) konst. 
(R). oat 
J(R)-u(€) Seas & JJ mao. 


Der Wert der Konstanten ergibt sich unter Beriicksichtigung des in § 2 
angegebenen Verhaltens von J und Y bei s = 0: 


oe sis raat Y’| a . f n—1 
konst.— i [in a8) lJ J =(n— 2) (Va) 
Also wird schlieBlich 
(56) J(R)-u(8) =( —— — “Ed wa 
sin -) 


Diese Formel wollten wir beweisen. 
Speziell im Falle n = 3 wird auf Grund von (27a) 


a 


x2 
Ye sinYe+iR os ek ff =i] f _ 
(56a) jatl anleR u (é) ~ ga cin? fer J) “4° “35, : usin? di dq. 


Der Grenziibergang « —0 liefert den Weberschea Mittelwertsatz. 








§ 5. 
Entwicklungssatze. 


In diesem Paragraphen wird n = 3 vorausgesetzt. 
Sei 
K(z,&) = i: Ya-ctg Yas +y(z, &). 
Hierbei sei y(x,&) eine regulare, in x und ¢ symmetrische Lésung von (8), 
so daB also nach § 2, (21) K eine symmetrische Grundlésung von (8) ist; 
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a und & seien Punkte eines Bereiches 7”, der ganz im Innern eines Be- 
reiches 7’ liegt, in welchem y regular ist. Ist dann y eine positive Zahl, 
die kleiner als 1 und auch kleiner als die Entfernung der Rander von 7” 
und 7 ist, und ist ferner 


, 





(57) a,=a,(y)= 2(Ya)" ; (ee ane len _ cayenne atin 


Yen — sin Ya n cos Yon Yoo+A, Ve 

so gilt fiir 

(58) zé>n, 

wo xé die geoditische Entfernung der Punkte x und é bedeutet, die 
Darstellung 


co 14 
— Vo uu) 
Hierbei sind 4, bzw. u;(xz) die zu K als Kern und dem Bereich 7’ ge- 
hérenden Eigenwerte bzw. orthogonalen normierten Eigenfunktionen. 


Beweis. Wegen (58) ist K als Funktion des zweiten Arguments inner- 
halb einer Kugel vom Radius 6 < » und dem Mittelpunkt é regular. Daher 
kénnen wir den Mittelwertsatz (55) anwenden und erhalten 


K(z, é) ~aff* (x, ¢)—— ates do. 


Multiplikation mit + sin* Vad und Integration iiber 6 von 0 bis 7 liefert 


(60) (enna dete lea x (s,¢ o-2 fff K(z,t)aV. 
tesa 


Da nun die u; die normierten orthogonalen Eigenfunktionen der Integral- 
gleichung 


(61) u, (2) = A, f K(x, &) w,(€) dé 





4) Es ist 
(sin ¥4,n — » 4, 008 Va,y). 


: 3 

bot ‘7 (Vi, n) F 
Bei gliedweisem Grenziibergang a —> 0 in (59) erhalt man also die von A. Hammerstein 
(siche Anmerkung °)) im Falle der Potentialgleichung gegebene Darstellung. Der Be- 
weis des Textes unterscheidet sich von einem der von Herrn Hammerstein, loc. cit. 
Anmerkung *) gegebenen lediglich durch Anwendung des in § 4 bewiesenen Mittel- 
wertsatzes (56a) an Stelle des Weberschen, sowie der durch Spezialisierung des 
Fellerschen Mittelwertsatzes § 1 (10) gewonnenen Formel (55) an Stelle des GauBschen 
Mittelwertsatzes der Potentialtheorie. 
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sind, folgt aus (60) auf Grund des Entwicklungssatzes aus der Theorie 
der Integralgleichungen 


_ yu (z) 2(Ya)* = Al 
(62) K(2,t)— 2 i, Yan—sinYancosfan4x J J ibaa 


t=1 





Nun folgt aus (61) 
(63) A,u; + A4,u,= 0. 
Daher gilt fiir die Funktionen u; der Mittelwertsatz (56a). Multiplizieren 


wir in diesem beide Seiten mit = sin* yaR und integrieren iiber R von 0 
bis 7, so erhalten wir 








(64) i, Sffucovar— nce [ mieze see sin les dg 
§oS4 
oder 
1 u(&) 1 
. 1 [ffewmar- 202 
(65) t JJJ u(¢) Ye Vata i 


>< [Yasin Ya +Ancos Yan — Ya+Acos Va+Ansin Yan]. 


Setzt man diese Gleichung mit w= wu, in (62) ein, so erhalt man die 
gewiinschte Entwicklung (59) mit den Koeffizienten (57). 

Falls K am Rande von 7' verschwindet, wollen wir noch eine andere 
Darstellung von K angeben, die nicht der Einschrinkung (58) unterworfen 
ist, sondern fiir beliebige Punktepaare z,f (2+) aus T gilt. Wir be- 
haupten namlich 


(65) K(x, ) = lim Sey 


© j=l 





144/20" 

Zum Beweise betrachten wir neben der am Rande verschwindenden 
Greenschen Funktion K(z,&) von 4, die am Rande verschwindende 
Greensche Funktion G(z,,4) des Differentialausdrucks 4,(v)—Av. Da 
diese quadratisch integrierbar ist, so gilt die Entwicklung 





(66) A[o(e, £4) KU, 8)at = MO fra (x, ¢, a4) u,(t) de. 
T 


t=1 


Da ferner die wu, die am Rande von 7 verschwindenden Lésungen der 
Gleichung 


0 = 4, (u;) + 4,4, = 4,(u,) —Au;+ (4, +4) u, 
sind, so folgt 


(4,+ a) J G(z, C,4)u,(¢)dt = u,(2), 
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und aus (66) ergibt sich 

1 
ifa(e, t, 4) K(f,é)dt= pig ph 


i=1 





Zum Beweise unserer Behauptung ist also zu zeigen, daB das links stehende 
Integral fiir 4—+ co gegen K(z,é) konvergiert. Hierzu benutzen wir die 
Tatsache, daB fiir jeden Teilbereich 7’ von 7 und jede in diesem stetige 
Funktion 9(¢) 

y(t) «<7 


(67) Jim 4 f.6(2,¢,4) 9(@)at = {F eee 
gilt**). Nun ist K(¢,&) stetig auBer bei (= £. Ist daher U, eine ganz 


in T gelegene Umgebung des Punktes ¢ = &, derart, daB x in T — U, liegt, 
so folgt aus (67) 


lim 4 J a (x, ¢,2) K(¢, ¢)dt = K(z, €). 


livxro T- 


Es kommt daher alles peer an, zu beweisen, daB 
lim af G(x, ¢,4) K(¢, é)dt =0 
ivz-o e 
ist. Da nun G(2,¢,4) fiir ¢<U, stetig ist, kénnen wir wegen K>0, 
G =>0 fiir 4 > 0 schreiben 
054 JG(z, 6,4) K(6, eat cM, J KCC, é)dt = (A>0), 
E § 


wobei 

M, = Max iG(x,¢,4) fir ¢<U, (A> 0). 
Kénnen wir daher zeigen, dab 
(68) jim 4G (2, ¢,4)=0 


ist, und zwar gleichmaBig, wenn ¢<U, und x in einem abgeschlossenen, 
ganz im Innern von T — U, gelegenen Teilbereich variiert, so ist offenbar 
alles bewiesen. Zum Beweise von (68) bemerken wir nun, daB @(z, ¢, A) 
als Funktion von ¢ in U, eine regulire Lésung von 4,(v) —Av=0 ist. 
Ist daher k eine in U gelegene Kugel mit dem Mittelpunkt ¢ und dem 
Radius 7, so kénnen wir den Mittelwertsatz (56a) und die aus diesem 
sich ergebende Formel (64) mit «= @ anwenden, wenn wir 4 durch —A 
ersetzen. Wir erhalten so 








(69) @(#,é,4)=— : = ff G(x, ¢, a)aV. 
{setae as, kSn 
) W-ete 


1+) E. Rothe, Uber die Approximation stetiger Funktionen durch Eigenfunktionen 
elliptischer Differentialgleichungen, Sitzungsber. d. B. M. G. 28 (1929), 8. 71. 
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Nach (67) ist nun das dreifache Integral multipliziert mit 4 fiir 4 — co 
jedenfalls beschrankt. In dem Integral 


I(q) = | Sea sewnts* as 


ist nun bei geniigend groBem 1, wie man sich unter Beachtung von (14) 
sofort iiberlegt, fiir alle durch (13) gegebenen s-Werte der Integrand mit 
Ausnahme von s=0 positiv. Auf Grund des bekannten Verhaltens von 
Gin z fiir positive x folgt daher fiir jedes positive m 





f0<n<= wenn « > 0, 


Ye ’ 
cece, wenn «<0, 
und zwar bei gegebenem « > 0 die GleichmaBigkeit der Konvergenz fiir 
x 
esns Ya 
én < oo, wenn «<0. 
Hieraus folgt (68), womit alles bewiesen ist. — 
SchlieBlich wollen wir noch zeigen: 


(70) Jim 2-" I(n) = 00 fiir 


, wenn a>Q, 


lim, 5) u,(x) u,(¢) 5 = 0 (2 +6). 


ie (1+ ay 


Beweis. Nach 8. 690 sind die u, die zu dem Kern G mit den Kigen- 
werten 4,-+-4 gehérigen Eigenfunktionen. Daher ist 
a( ,Ae@ A\d % (=) m4 (F) 
J O(e 6,4) GC, 8,4) ae = Yee eee: 
Es ist also zu beweisen 
jim, 4° [ @(z, ¢,4) @(¢, &,a)dt =0 (x + é). 
Zu diesem Zweck zerlegen wir den Bereich 7’ in 
T= U,+ U,+ T—(U,+ U,), 


wo U, und U, im Innern von T gelegene, zueinander fremde Umgebungen 
von z bzw.é sind. Nun ist 


at {ale, t,4) @(¢, &, a) dt SM,i J O(6, é,4) de, 


wo M, das Maximum von 1G (z, ¢, 4) fiir ¢<U, ist. Aus (67) im Verein 
mit (68) folgt daher 


jim. u* fG(z, ¢,4) @(¢,é,a)dt=0. 
§ 
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Die entsprechende Relation folgt ebenso fiir das iiber U, erstreckte Integral. 
SchlieBlich ist 
(71) J @(#,¢, 4) @(¢, &, a) ae 

T-(UE+ Uz) 
als Funktion von % fir 7<U, ein regulires Integral von 4,(v) —iv=0, 
denn das ist richtig fiir den Integranden fiir alle ¢ des Integrationsbereichs, 
und das Integral darf unter dem Integralzeichen differenziert werden, da ja 
der Integrand regular ist. Wir kénnen daher wieder den Mittelwerteatz (568) 
und die aus diesem folgende Gleichung (64) anwenden und finden durch 
die gleichen Schliisse wie auf S.691f, daB das Integral (71) mit 7= 2 
fiir 4—+ co stirker als jede Potenz von ; gegen 0 geht. Hiermit ist unsere 
Behauptung bewiesen. 


(Eingegangen am 3. 1. 1931.) 








Der Faltungssatz und seine Anwendung bei der 
Integration linearer Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten. 


Von 
Werner v. Koppenfels in Hannover. 


Geniigt die Lésung einer linearen Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten linearen Rand- und Anfangsbedingungen, so laBt sie sich — wie 
schon Laplace gezeigt hat — als komplexes Integral ansetzen. Zur Aus- 
wertung des komplexen Integrals stehen die Hilfsmittel der Funktionen- 
theorie, insbesondere des Residuenkalkiils zur Verfiigung. Ihre Anwendung 
1a8t sich im Einzelfalle weitgehend erleichtern durch Beriicksichtigung des 
sog. ,,Faltungssatzes“, der es ermdéglicht, ein vorgelegtes ,, Fouriersches Integral“ 


+00 
1 » | i ¢ 
s [rig+o) ese *dq 


unter gewissen Bedingungen durch Abspalten einzelner Faktoren des Inte- 
granden auf einfachere Integrale desselben Typus zuriickzufiihren. Es ist 
dies der gleiche Satz, der in der Theorie der Laplace-Transformation eine 
hervorragende Rolle spielt. 

Da die Methode der Laplace-Transformation, der G. Doetsch in den 
letzten Jahren eine weittragende Bedeutung verliehen hat, mathematisch 
gleichwertig ist mit der Cauchy-Fourierschen Integrationsmethode'), so ist 
es nicht zu verwundern, daB der grundlegende Faltungssatz sich auch auf 
komplexem Wege beweisen laé8t. Dennoch scheint es nicht tiberfliissig, 
diesen Beweis zu geben, da es beim Vorgehen im Sinne Cauchys und 





*) Auch G. Doetsch hat darauf hingewiesen, daB die Laplace-Transformation 
durch ein komplexes Integral umgekehrt werden kann und daB dié oben angedeutete 
Methode auf eine Umkehrung der seinigen hinausliuft (S. 24). (G. Doetsch, Uber- 
blick tiber Gegenstand und Methode der Funktionalanalysis, Jahresber. d. Deutsch. 
Math.-Ver. 86 (1927), 8. 1—80.) 
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Fouriers nicht befriedigt, den Umweg iiber die reelle Laplace-Transforma- 
tion zu machen. 

Nachdem in § 1 der Beweis des Faltungssatzes gegeben ist, wird in § 2 
der Zusammenhang mit der Theorie der Laplace-Transformation hergestellt. 
In § 3 wird fiir ein spezielles Rand- und Anfangswertproblem der Tele- 
graphengleichung der Faltungssatz zur Bestimmung der Lésung heran- 
gezogen. Die Aufstellung des komplexen Integrals, das die Lésung darstellt, 
erfolgt gema8 einer physikalisch anschaulichen Vorstellung, die G. Prange in 
seinen Vorlesungen der Entwicklung des Heaviside-Kalkiils zugrunde legt 
und die, kurz gesagt, darin besteht, einen ,Schaltvorgang* im Sinne der 
praktischen Elektrotechnik aus einfachen ,,Beharrungszustinden“ aufzu- 
bauen*). Die Uberlegungen lassen sich Schritt fiir Schritt mit den ent- 
sprechenden Uberlegungen Doetschs in Parallele setzen, so daB die Be- 
stimmung der Lésung in der hier angegebenen Weise auch als physikalisch 
anschauliche Deutung der Methode der Laplace-Transformation angesprochen 
werden kann. 


§ 1. 
Der Faltungssatz. 


Die zur Untersuchung stehenden Funktionen f, werden fiir Argumente 
der Form ig+o, gebildet, unter g die unabhingige Verianderliche und 
unter o, reelle Parameter verstanden, und die den Bereich der zulassigen 
Funktionen bestimmenden Forderungen sollen fiir alle oberhalb fester Schran- 
ken liegenden Werte der Parameter erfiilit sein. Diese Forderungen sind: 


I. f£.(¢qg+0,) sei regular fiir J(g) <0. 


II. Auf allen Strahlen g = Re‘? (sing <0) sei gleichmaBig 


f(tg+o,)= 0(z): 


+00 : 
III. Das Integral f f£,(ig+0,)e“**"'dg konvergiere gleichmabig 


in jedem endlichen positiven Intervall der reellen Verianderlichen 1. 





*) Die Darstellung der Lésung durch ein komplexes Integral, die in vielen Be- 
miihungen von elektrotechnischer Seite, den Heaviside-Kalkiil exakt zu begriinden 
(vgl. z.B. K. W. Wagner, Uber eine Formel von Heaviside zur Berechnung von Ein- 
schaltvorgingen, Archiv f. Elektrotechnik 4 (1926), Heft 5 und 6), eine Rolle spielt, 
erschlieBt in dieser Auffassung den Sinn des Kalkiils. Auch die Methode der Laplace- 
Transformation liefert die mathematische Rechtfertigung der symbolischen Gleichungen 
Heavisides (vgl. J. v. Staché, Operationskalkiil von Heaviside und Laplacesche Trans- 
formation, Acta litt. et scient. Szeged scient. math. 8 (1927), und das Referat von 
G. Doetsch iiber das Buch von Carson: Elektrische Ausgleichsvorginge und Opera- 
torenrechnung. Erweit. deutsche Bearb. von F. Ollendorf und K. Pohlhausen (1929 ) 
im Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. (1930)). 
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Faltungssatz. Gentigen zwei Funktionen f, (vy =1, 2) fiir o, >029>0*) 
den Bedingungen 1 bis III, so ist: 


(1) is. {re +o,+ 04) f.(t8 +o,+ 05) etttatodt a, 


~ f(t fi (tg+o, )eterrag) (st Satire ) er tone dr Jar. 


Beweis. Bei der Bildung des ,,Faltungsintegrals“ auf der rechten Seite 
der Gleichung (1), das im folgenden mit F(t) abgekiirzt werde, kann das 
Produkt der beiden uneigentlichen (ntegrale als limes des Ptoduktes zweier 
— tiber gleiche Intervalle —w < : < +o erstreckter — eigentlicher Inte- 
grale geschrieben, d.h. als limes eines Doppelintegrals, erstreckt iiber ein 
Quadrat der (g,r)-Ebene, aufgefaBt werden. Da die Konvergenz der 
Einzelintegrale gleichmaBig in jedem endlichen positiven t-Intervall erfolgt, 
so gilt dasselbe von ihrem Produkt. Mithin kann die Integration nach 1 
unter dem Doppelintegral ausgefiihrt werden, und es ergibt sich: 





etatovt elit t+a,)t 
(2) Lin {Frat +04) hin toy) Sn dg dr. 





Der Quotient unter dem Doppelintegral kann als die mit ¢ multiplizierte 
Summe der Residuen der Funktion 


etsto,t+os)t 


(38) (9) T= Ga-a)l le Gr a) 


in ihren durch 





is=ig—o, und is=ir—a, 
bestimmten Polen gedeutet werden, die bei reellen g,r in der oberen 
8-Halbebene liegen. Es ist also 
eiatae elirta,)t 


1 / 
(ig+0,)—(ir+o,) ra J O(e)4 





(3) 


wobei L eine die beiden Pole umschlingende Kurve ist, die aus einem 
Stiick der reellen Achse (—2ma <s<+2wm) und dem mit Kj", bezeich- 
neten Halbkreis s = 2me‘ (sing > 0) bestehen mége. Da die Verander- 





*) Im folgenden werden of und of als nicht negatiy angenommen. Man iiber- 
sieht leicht, wie sich die Verhdltnisse fir die wesentlich einfacheren Fille gestalten, 
in denen die Bedingungen I bis [lI bereits fir negative Werte der Parameter erfiillt 
sind. Es geniigt fir unsere Zwecke, dann die untere Schranke gleich Null zu setzen. 





=~: 
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lichen g und r an das Intervall —» <4<-+ gebunden sind, so gilt 
auf Ky", (s. Fig. 1): 

(4) |f's—(¢qg—o,)|>[2m—JYm*+o}, |is—(¢r—o,)| >2m—)om?+ 03, 


und es ergibt sich: 
(5) J 9(0)ds=0(5). 






n 


aw 





(s-Lbene) 
Nach Voraussetzung II ist 


+o -2w -w@ 0 tw +2m 
(6) Jf,@q+e,)dq=O(mo) (y=1,2) Fig. 1. 
so daB der auf Ky;, entfallende Anteil des Faltungsintegrals beim Grenz- 


(In )?* 


iibergang m—-oce von der GréBenordnung verschwindet und man 





eltstoita,t 


+o +2 
i ‘a , : 
1) F(t)= (2a) Jim. Sr (¢g+0,) f,(¢r+o,) ( J (ts —(tq—o,)] |is—(ir—o, 34°) daar ‘) 


erhalt. Die Vertauschung der Integrationsfolgen nach g,r einerseits und s 
andrerseits ist, da es sich nur um endliche Integrationsintervalle handelt, 
leicht zu rechtfertigen und fiihrt zu der Formel 








+2 \ 


+m + 
(8) F()——\. lim | Comaites | Aleta), aa)( fal ts) ar)as. 


(22)* +e tq —(t8+0,) tr —(t8+o,) 
-2 -o -@ 





Werden jetzt die inneren Integrale als Kurvenintegrale in der komplexen 
q (baw. r)-Ebene gedeutet, so sind nach Voraussetzung I die Integranden 
fiir J(q) <0 bzw. J(r) <0 regular bis auf den Pol 


q=8—ito, bow. r=—s —io,, 
wo sie bzw. die Residuen /f,(#s + 0,-+-0,) und f,(¢8-+ 0, + 6,) besitzen. 
Es kommt darauf an, den Integrationsweg z. B. fiir das erste Integral 
*) Es sei bemerkt, da8 zum Nachweis dieser Gleichung die Voraussetzung II 
noch nicht in vollem Umfang benétigt wird. Man kame hierfiir mit der schwiacheren 
Voraussetzung f,(iq+0,) -0(za) (#,>0) aus. Es wire dann ein n>0 so zu 
wahlen, daB 3, + 3, >+ ist, und das Integrationsintervall fiir g zu zerlegen in: 


Bie bs 
A. 0Ssing<* ’; hierfir ist [(s)ds=0(w* *), 


s 2 
B. sing>* '; hierfir ist [ O(s)ds=0(w-'e-*”"*), 


Diese Ausdricke sind mit O(@?~*~*) gu multiplizieren und streben offenbar auch , 
dann fiir @-+ oo nach Nulk 








(9) 
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— entsprechendes gilt fiir das zweite — durch eine in der unteren g-Halb- 
ebene verlaufende Kurve so zu schlieBen, da® fiir alle s des Intervalls 
—2w<8< +2 der Pol im Innern liegt, und da8 ferner die hinzu- 
gefiigten Bestandteile beim Grenziibergang w-—+ co zum Faltungsintegral 
keine Beitrige liefern. Beiden Forderungen 
wird Geniige geleistet, wenn dem Integra- 
tionsweg die durch w < |q| < 3 gekenn- 
zeichneten Stiicke der reellen g-Achse und 
der in der unteren g- Halbebene verlaufende 
Halbkreis Ks.. (q=3we', sing <0) hin- 
Fig. 2. zugefiigt werden (s. Fig. 2). Die auf das 
Stiick der positiv- bzw. negativ-reellen 
q-Achse entfallenden Anteile des Integrals werden bzw. mit J;', 4, der 
auf K;,, entfallende Anteil mit Jj bezeichnet. Danach ergibt die Anwen- 
dung des Residuensatzes: 


-Jw -w& Ud +@ +3 





+2 
P(t)—= sy Jim f e®*F ff, (58 -+0, +0) +4; (f) +9n(h) +4 (f)} 
< {fy(t8 +0,+ 05) +4; (f)+In(f) +4 (f)} as. 
Aus den Abschitzungen: 


8 3q@ 





+ep\t __ “filige an) c dq a In «\ 
F(A) | = fiero dq <£ antag 7 OS) 
(10) - OMe 
tee} | miiete) oo] —- 2 Ses y(t 
Jn (fh)! = | iq—(iato,)" is so =r Ole) 


Ksw 
(fir -29~<s< +20) 
in Verbindung mit (6) ist ersichtlich, da8 bei der Ausfiihrung des Grenz- 
iiberganges w-—+ co in Formel (9) die von den Zusatzintegralen J her- 


riihrenden Bestandteile simtlich verschwinden und das Faltungsintegral, 
wie eingangs behauptet wurde, den Wert 


+a 
(1) F(t) = a S lis +o,+ 04) fa(ts +o,+ 64) gistatodt a, 
erhalt. 
Es sei bemerkt, daB die Amplitude“ 


f(ts+o) = f,(t# + 9) f,(ts+ a) 


des Faltungsintegrals wieder den Bedingungen I bis III geniigt fiir alle 
Werte des Parameters o, die oberhalb der Schranke Max(o?, of) liegen. 
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§ 2. 
Zusammenhang mit der Laplace-Transformation. 


Es soll in diesem Paragraphen der Nachweis gefiihrt werden, daB die 
»Laplace-Transformierte“ einer reellen Funktion F(t) 


(11) f(s) = frye ta 


den Bedingungen I bis IIT geniigt, wenn iiber F(t) folgendes vorausgesetzt wird: 

In jedem endlichen positiven Intervall (bis ¢ = 0 einschlieBlich) sei F(t) 
von beschriinkter Schwankung, und es sei méglich, eine reelle Zahl o, > 0 
anzugeben, so daB8 das Integral 


J F(t)e"°'dt 
konvergiert. ; 

I. Um die Regularitaét der Funktion f(s) in der Halbebene R(s) > 0 >a, *) 
zu zeigen, bedarf es des Nachweises, daB das Laplace-Integral (11) fiir alle 
Punkte dieser Halbebene absolut und gleichmaBig konvergiert. 

Aus den Voraussetzungen iiber die Funktion F(t) folgt: 


(12) |F(t)e "|< M (t>0) 


und daher gilt — unter a und b zwei beliebige positive Zahlen (a < b) 
verstanden — fiir alle Punkte einer Halbebene 8t(s) >: 





b 6 

(13) fi F(t)e“*|\dt< M fe "9 dg <M = (yn =o —o,>0). 
Es la8t sich also zu jedem ¢>0 ein wm >0 bestimmen, so daB fiir alle 
a >a die Integrale (13) kleiner als ¢ sind. (La8t man 7 nach Null streben, 
so gilt die SchluBweise nicht mehr fiir die ganze Halbebene R(s) > ,, 
vielmehr mu8 die Amplitude m von s — o, auf ein Intervall cosy > 6 > 0 
beschriankt werden, damit der Exponent i (s) — 0, wesentlich positiv ausfallt.) 

Aus der soeben bewiesenen absoluten Konvergenz des Laplace-Integrals 
folgt sofort die Regularitaét in jeder Halbebene Ri (s) > > o, einschlieBlich 
des Randes, denn ist ein beliebiges co > o, angegeben, so ist absolute Kon- 
vergenz auch noch fiir die ,gréBere Halbebene“ 


sas R(s)>o—e (0<e<o—o) 
gesichert. 


*) Dies ist in der Schreibweise des §1, wo s=ig-+o gesetzt wurde, die Halb- 
ebene J(q)< 0. 
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Il. Der Nachweis, da8 gleichmaBig auf allen Strahlen s =o + Re‘* 
(cos p 2 0) 
f(s) = (3) 
ist, wird fiir die Intervalle 0 < cos p < 6 und 8’ < cosp <1 mit 0 <8<1 
getrennt gefiihrt. 
A. d< cosy <1. Wegen 
R(s)—o, > RS 
gilt fiir jedes a > 0 
(14) Rf P(e 


wie sich durch Anwendung des ersten Mittelwertsatzes auf endliche Teilinte- 
grale (vgl. I) ergibt. In Verbindung mit 





(6 > 0), 


(15) Rif F(s)e"at| <|F()(1—e"9), 


unter t einen Zahlwert zwischen 0 und a verstanden, folgt hieraus die 
Behauptung. 

B. 0 < cosgm < 6. Infolge der beschrankten Schwankung der Funk- 
tion F(t) kann die positive t-Achse derart in Intervalle (a, a, , ,) (a, = 0) 
zerlegt werden, daB F(t)e~** in jedem Intervall monoton ist und alle 
Intervalle gréBer sind als eine feste Zahl « > 0. (Es ist alsoa, >va.) Nach 
dem zweiten Mittelwertsatz folgt fiir jedes einzelne Intervall 


Gr+i 4 
(16) J F(t) e7 (ot Recee)t eg SBaingt dt 
ay 


_ F(a, yroremnn fi —tReingt dt +F(a Fe gag + R008 p)ay+, Poe tRanwt ay, 
& 


Wegen sing > V1—d*>0 gilt 


b 
(17) B| fr dt) < a 


yi-s 
und zwar unabhingig von a und b. Es folgt also: 


(18) R| f F(t)e""* dt | < 2 (e+ e-") (y—0,1,2,...) 


Tae 


und schlieBlich 


(19) R \friettar|<e Se en 7t® -—> —9 (na >0). 
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III. Aus der absoluten Konvergenz des Laplace-Integrals fiir so >, 
folgt, daB sich die Funktion 


0 t<0, 
(20) O(t)=} 5F(+0) t=0, 


FPit)e""* t>0 
nach dem Fourierschen Integraltheorem in der Form 
+o 


(21) o()=2, f o¢. a)e'** dg 


—-c@ 


darstellen laBt, wobei die ,Amplitude“ den Wert 
(22) 9(g,0) = f P(n)e**" de = (ig +0) 
é 


besitzt. Fat man in dieser zunachst fiir reelle g geltenden Formel g als 
komplexe Verinderliche auf, so ist das Integral nach I fiir R(tg +0) >a, 
d. h. fiir 

(23) J(q) S90 

absolut konvergent und stellt in dieser Halbebene — wie gezeigt wurde, 
sogar einschlieBlich des Randes — eine regulire Funktion dar. Die fiir 
alle t > 0 giiltige Integraldarstellung (21), die jetzt in der Form 


(24) F(t) =a f (ig oel*" ag 


geschrieben werde, zieht die gleichmaBSige Konvergenz dieses Integrals fiir 
alle ¢ eines endlichen positiven Intervalles nach sich. 


Infolge des Nachweises, daB die Laplace-Transformierte einer an 
gewisse Voraussetzungen gebundenen reellen Funktion F(t) den Bedingungen 
I bis III geniigt, die fiir den Beweis des Faltungssatzes (1) hinreichend 
waren, kénnen die Uberlegungen des §1 auch als neuer Beweis fiir den 
»Faltungssatz auf der reellen Seite“ aufgefaBt werden. Dieser lautet: 

Geniigen zwei Funktionen F,(t), F,(¢) den zu Anfang dieses Para- 
graphen gestellten Bedingungen, so gilt fiir R(s) > Max (o?, of): 


(25) F (fx P(t ddrear—( fr ane*tdt)-(FRwen"as) *) 


*) Beziiglich der in der Literatur vorhandenen Beweise fiir den Faltungssatz in 
der reeller Fassung vgl.: 


Borel, Legons sur les séries divergentes (1901), S. 104. 


(Fortsetzung der FuGnote *) auf nichster Seite ) 
Mathematische Annalen. 105. 46 
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Umgekehrt zieht das Bestehen dieser Formel die Giiltigkeit des Faltungs- 
satzes in der zuerst gegebenen komplexen Fassung (1) nach sich, wenn die 
Bedingungen, denen die Funktionen F,(¢), F,(¢) unterworfen sind, die An- 
wendung des Fourierschen Theorems auf die Funktionen F, (t)e~%*, F(t) e~7=* 
gestatten. 


§ 3. 
Beispiel fiir die Anwendung des Faltungssatzes zur Lisung eines 
Rand- und Anfangswertproblems der Telegraphengleichung. 


An den Anfang eines einseitig unbegrenzten Kabels werde unter Vor- 
schaltung eines Widerstandes R und einer Selbstinduktion L zur Zeit t = 0 
eine bekannte Spannung F(t) angelegt. Im Kabel sind Spannung E(z, t) 
und Stromstarke J(z,¢) durch das pc der Differentialgleichungen 


) 


(26a) ~ 
—— 9g gh+¢% 


miteinander verkniipft, wobei die nicht negativen Konstanten r,/,g,c der 
Reihe nach Widerstand, Selbstinduktion, Ableitung und Kapazitat des 
Kabels fiir die Langeneinheit bezeichnen. Jede der beiden Funktionen E(z, t) 
und J(z,t) geniigt der dem System (26a) aquivalenten Differentialgleichung 
zweiter Ordnung: 


aU ee 


aU 
(26) a3 ~ Cae (lg+re)— —rgU=0, 


die fiir ¢ +0 vom hyperbolischen, fiir 1c = 0 vom parabolischen Typus 
ist. Der Eintrittsstrom des bis zur Zeit t= 0 strom- und spannungsfrei 
gedachten Kabels bestimmt sich in dem gewahlten Beispiel aus der Gleichung 


RI(0,t) + LEO 





= F(t). 


Die Berechnung der Stromstirke liuft also in diesem Fall darauf hinaus, 
diejenige Lésung U(x, t) der Differentialgleichung (26) zu finden, die der 


Horn, Verallg. Laplacesche Integrale als Léisungen linearer und nicht-linearer 
Differentialgleichungen, Jahresber. d. Deutsch. Math. Ver. 25 (1917), S. 301—325. 

In der Arbeit: Die Integrodifferentialgleichungen vom Faltungstypus, Math. 
Annalen 89, S. 192—207 sagt Herr Doetsch, da8 die Beweise sich verallgemeinern 
lassen, so da8 die Formel (25) auch fir Funktionen gilt, die in jedem endlichen 
Intervall 0 <7, <= ¢<=T, im Riemannschen Sinne eigentlich integrabel sind und deren 
Laplace - Integral | fir ein gewisses reelles s, absolut konvergiert. Herr Doetsch teilte 
mir tiberdies mit, daB er beim Beweise des Faltungssatzes in der von ihm bendétigten 
Fassung mit noch schwicheren Voraussetzungen zum Ziel kommt. 

















Der Faltungssatz bei linearen Differentialgleichungen. 


Anfangsbedingung 
(27) him U(2z,t)=0 
und den Randbedingungen 

{RU(0,t1)+ L709 — Pit), 
(28) 

| U(co, t) =0 
geniigt. 


Die Darstellung der Lésung U(z,t) als komplexes Integral (das 
Heavisides symbolischer Lésung entspricht) wird in drei Schritten ge- 
wonnen: 

1. Zerlegung der angelegten Spannung in harmonische Wellen. 


2. Ermittlung des Beharrungszustandes auf der Leitung fiir den Fall, 
daB die angelegte Spannung eine harmonische Welle ist. 


3. Uberlagerung der Beharrungszustinde. 


1. Die zur Zeit t= 0 angelegte Spannung F(t), die auch fiir ¢ <0 
definiert und in der Form F(t)1(t) geschrieben werde, mit 





(° (t<0), 
(29) 1(t) = SR’) (t=0), 
1 (t>0), 


ist als Fouriersches Integral darzustellen. Es wiirde aber den Bereich der 
zulassigen Spannungsverteilungen zu sehr einschranken, wollte man ver- 
langen, daB F(t) einer der fiir die Anwendung des Fourierschen Integral- 
theorems hinreichenden Bedingungen geniigte. Darum ist es naheliegend, 
die Spannungsfunktion erst mit einem geeignet zu wahlenden Dampfungs- 
faktor zu multiplizieren und das Produkt als Fouriersches Integral darzu- 
stellen. Dies fiihrt dazu, den Bereich der zulassigen Funktionen F(t) 
durch die zu Beginn des § 2 formulierten Bedingungen festzulegen. Sind 
sie erfillt, so gilt die der Fourierzerlegung analoge Darstellung 


(30) F)U)— eX [riqtoe*dg (o>), 


wobei die Amplitude“ f(s) durch Anwendung der Laplace-Transformation 
aus F(t) zu gewinnen ist. 


2. Hat die angelegte Spannung die Gestalt einer rein harmonischen 
Welle f(ig)e**, so bilden sich auf der ganzen Leitung Strom und Span- 
nung als harmonische Wellen derselben Frequenz g, aber natiirlich ver- 
anderlicher Amplitude und Phase aus. Die Lésung hat in diesem Falle die 
Gestalt u,(x,t)=u(x,ig)e'*. Die Amplitude u{z, ig) bestimmt sich 
46* 
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aus der gewohnlichen Differentialgleichung 


2 
(31) ©* —[le(ig)*+(lg+re)iqgtrg]u—0 
und ist auf Grund der zweiten Randbedingung 
(32b) u(co,iqg)=90 


in der Form 

u(z, iq) ae u(0, iq) eV sat r) (ciq+g)e 
anzusetzen, wobei das Vorzeichen der Quadratwurzel so zu wihlen ist, dab 
der Realteil des Exponenten negativ ausfallt. Der Wert der Konstanten 
u(0,¢q) ist der ersten Randbedingung 


(32a) Ru(0, ig) +tqLu(0, tg) =f(ig) 
zu entnehmen, und die Lésung des Beharrungszustandes erhalt nach Ein- 


fiihrung neuer Konstanten 


r 


a+b= 


, 


t ] : . . . 
(33) v = — (Ausbreitungsgeschwindigkeit) 
ss Yle 
a—b= + 
die Gestalt 
i -=Viigtar—-e igt 
(34) u,(z,#) = feo, = Vita itt 


Ist die angelegte Spannung eine Welle der Form f(ig+)e“**®', so 
andert sich an den Uberlegungen nichts, und im Ergebnis ist nur ig durch 
iq +o zu ersetzen. 


3. Aus der Linearitat der Differentialgleichung und der Randbedingungen 
folgt, daB bei der Superposition der Anlegespannungen f(ig +0) e%**”", 
also beim Ubergang zur Spannung (30), die Lésungen der ‘Beharrungs- 
zustinde sich entsprechend iiberlagern. So ergibt sich die Lésung 

+@ 


)..)<-21,088, ew ee 


22 R+(iq+o)L* dq (o>), 
von der leicht nachzuweisen ist, daB sie die Anfangsbedingung (27) erfiillt’). 


*) Wird die komplexe q-Ebene lings der imaginéren Achse von q, = [(o+a)—b] i 
bis q,=[(o+4)+6]¢ aufgeschlitzt, so ist die Quadratwurzel auBerhalb des Schlitzes 
in der ganzen Ebene, der Integrand also jedenfalls fir J(q)<0 regular. Um den 
Integrationsweg zu schlieBen, kann fir ‘<= ein in der unteren Halbebene verlaufen- 
der Halbkreis K, hinzugefiigt werden, dessen Beitrag zum Integral fiir 9-+0o nach 
Null strebt. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ergibt sich danach U(x, ¢)=0 fiir 
alle ¢<=. 
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Die Lésung (35) kann nach dem Faltungssatz in der Form 


t 
(36) U(a,t)= f G(x, r)U(0,t —r)dr 
6 
dargestellt werden, wobei 
+o 
on \ 1 f( + i a 
(37) az) Beatz a (o>) 
der Eintrittsstrom und 
7 —V (iqt+or+al—b? (igta 
(38) O(z,t)—z fe* tate (o > 0) 


die von der speziellen Anfangsbedingung véllig unabhangige Grundlésung 
des Problems ist. 
Der Eintrittsstrom (37) la8t sich — erneuter Faktorenzerlegung seiner 


Amplitude entsprechend — durch Faltung der angelegten Spannung mit 
einer Exponentialfunktion erhalten: 


: R 
(39) U(0,1)=+ [ Pt—z)e * dt. 
0 


Die Ermittlung der Grundlésung (38) gestaltet sich besonders einfach, 
wenn man ihr Integral 


+2 ae Meterer— oe 











(40) P(x, t)=—JG(2, des JF ema i = dg 
“, (iqto+a 


betrachtet. Der Integrand ist auBerhalb eines auf der positiv-imaginaren Achse 
von g,=[(o+a)—b]t bis g,=—[(o+a)+)]¢ 

zu fiihrenden Schlitzes regular. Um den Integrationsweg zu schlieBen, 

werde ein Halbkreis K, hinzugefiigt, der fiir t — “ > 0 in der oberen, fiir 

t— =. <0 in der unteren Halbebene zu verlaufen hat, damit sein Beitrag 

zum Integral fiir 9g—+co nach Null strebt. Im ersten Fall werde der 


Integrationsweg zu einer den Schlitz beliebig eng umschlingenden Kurve C 
zusammengezogen und g—i(o-+a) statt g als neue Verianderliche ein- 
gefiihrt. So ergibt sich 
ea Vie -b , £), 

reed e'*'dg 1(t—-= 

» Vig)? 





(41) D(x, ——e 


Entwickelt man jetzt im Integranden a0 ear -te) nach Potenzen von ~ ; 
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so folgt nach offenbar erlaubter gliedweiser Integration 
oe Via-P 4) ée( 


t-—) 
42 e "7g 
= &  ‘V(egy—0* ‘ 








a BA gf (K igtahais) eta 
= a” V(ig?—b* 
wobei das y-te Integral bis auf einen wii Faktor die Besselsche 


Funktion der Ordnung » ist, gebildet fiir das Argument ‘b(t _ =).") 
Damit hat sich fiir das Integral der Grundlésung die Reihe 


(48) (2,1) = ver S'4 (2) 4, (10-2) 16-2 


ergeben, die nach dem Multiplikationstheorem fiir Besselsche Funktionen’) 
den Wert 


(44) @(x,t)=ve~“' J, (soe os =) 1(t—=) 


besitzt. 
Bei der Bildung der Grundlésung selbst tritt die Schwierigkeit auf, 


da8 die fiir vt unstetige Funktion (1 _ =) zu differenzieren ist. Da 


sich aber die Differentiation nach x durch die Ableitung nach ¢ ersetzen 
1aBt und bei der Bildung der Lésung (36) nach ¢ zu integrieren ist, so 
bewirkt dieser singulire Bestandteil der Grundlésung, daB aus dem ent- 


sprechenden Integral nur der Wert des Integranden an der Stelle rx = 
»herausgehoben“ wird*®), Es ergibt sich das Endresultat 


(45) U(z, t) 


—{o(0,1—2)e*F a0 if Sa u(0, 1—narf (s—2). 


*) Vgl. Courant-Hilbert, Methoden der math. Physik I, 1. Aufl. (1924), 8.391. 
(Da 1=4 ganzzahlig ist, fallt der von 0 nach —oo erstreckte Schlitz fort.) 


t+ 
%) Jy(é- vo St- rs 5) J,(€); hier ist ¢=ib(+-=) und 7 = 


u=O s— 





ej 








e\8 


zu setzen. 
°) Vgl. die ausfiihrliche Darstellung dieser Sachlage bei G. Doetsch, Elektrische 
Schwingungen ..., Festschrift d. Techn. Hochschule Stuttgart (1929), 8. 56—78. 


(Eingegangen am 9. 4. 1931.) 








Systems of K-dimensional manifolds in an 
N-dimensional space. 


Von 


Jesse Douglas in Cambridge, Mass. (U.S. A.). 


1. Introduction. In a paper of a few years ago’), the author deve- 
loped the geometry and tensor analysis of the most general space of paths. 
This configuration was defined as a system of analytic curves in an N-di- 
mensional space Sy, depending analytically on 2N— 2 parameters, and 
so distributed that through every pair of points not too far apart there 
passes a unique curve of the system. The principal result of the cited 
paper was that every system of paths is representable by a system of 
differential equations of the form 


oe = H(z, =) (¢ = 1,2,..., N) 





where the functions H‘ are homogeneous of the second degree in the ar- 
guments = ; 

The present paper generalizes the theory of paths by considering the con- 
figuration formed by a system of K-dimensional analytic manifolds immersed 
in an N-dimensional space and distributed according to an analytic law 
so that K-+1 points in general position determine uniquely a K-dimen- 
sional manifold containing these points. We suppose also that there is a 
unique K-spread containing any given K-element, this being defined as 
the composite of a point and incident K-flat (consisting of all vectors 
which are linear combinations of K given linearly independent ones). 

Evidently, the geometry of paths is included in the present general 
theory as the special case K=1. It will be found that a space of K- 
spreads is considerably more interesting and richer in properties than a 


1) The general geometry of paths, Annals of Mathematics (2) 29 (1928), pp. 143 — 168. 
This paper will be referred to hereafter as Paths. 
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space of paths; many phenomena appear first for K > 1 which are obscured 
or altogether hidden for K = 1. 


2. The various geometries of K-spreads. Suppose given a system 
of K-dimensional manifolds contained in N-dimensional space Sy. To re- 
present this configuration by formulas we use a reference system A con- 
sisting of the following three components: 

(A,) a system of coordinates (x‘;i=1,2,...,N) for the containing 
space Sy, 

(A,) a system of parameters (u*;a=—1,2,...,K) for each K-spread, 

(A,) a system of parameters (a', a*,...,a”) to determine the various 
K-spreads. The condition of a unique K-spread through K+ 1 points in 
general position requires that R —(N— K)(K-+1). Of course, the con- 
stants a are supposed to be all essential (not replaceable by fewer constants )- 

The reference system (A) being chosen, the given space of K-spreads 
is represented by a definite system of equations 


(2.1) az’ = f*(u;a), 
where the functions f* are presumed to be analytic in all their arguments. 

The space of K-spreads remaining the same as a geometric configura- 
tion, the reference system (A) may be transformed most generally by a 
combination of the following three operations: 

(7) an arbitrary transformation of coordinates in Sy: 

z= Z'(2), 
( T,) @ simultaneous transformation of parameters on all the K-spreads: 
u“ =u"(v; a), 
(T,) a transformation of the parameters a: 
a=a(b). 

All these transformations are supposed to be analytic. 

The transformations (7,),(7,),(7,) will convert the equation (2.1) 
into another system of equations 
(2.2) z' = g‘(v; b), 
which are the representation in the new reference system B= (Z, v, b) 
of the same space of K-spreads. 

The transformation (7,) is of only minor importance since it does 
not affect the partial differential equations of the K-spreads, to be derived 
later. All equations expressing geometric properties of the space of K- 


spreads must be invariant under an arbitrary transformation (7,), and 
hereafter we take such invariance for granted. 








xs Ss 
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If we now permit the space coordinates x‘ and the parameters u“ to 
be subject to prescribed groups G and H of transformations (7,) and (7) 
respectively, then each such pair of groups (G, H) determines a definite 
kind of geometry of K-spreads. 

In this paper G will always be the group of all analytic transforma- 
tions from ¢ to %, but geometries in which G is some other group — for 
instance, that of all transformations of constant jacobian — suggest them- 
selves very readily. 


As to H, it will be first the group of all linear transformations of 
parameters: 


(2.3) u*= Afv'+ 0%, inversely v*= Bf u’+ D*. 


The geometry in which the parameters on each K-spread are regarded as 
determined only up to arbitrary linear transformation will be called the 
affine geometry of K-spreads. 

Second, H will be the group of all transformations of parameters 
having constant jacobian: 


(2.4) v°=v"(u;a) with | =e = constant. 
The corresponding geometry will be called the voluminar geometry of 


K-spreads. 
Third, H will be the group of all analytic transformations of parameters: 


(2.5) v* = v"(u; a) 


where v“ are arbitrary analytic functions with non-vanishing jacobian. The 
geometry based on this group will be called the descriptive geometry of 
K-spreads, because the properties studied are entirely independent of the 
description of the space of K-spreads by means of coordinates and parameters. 

3. Partial differential equations of an affine space of K-spreads. 


According to (2.1), (2.3), the finite equations of an affine space of K- 
spreads are 


(3.1) a‘ = f*(v; a) 
with 
(3.2) v= Bi u’+ D*. 


The arbitrary constants present are the R =(N— K)(K-+1) quantities a 
together with the K(K-++-1) coefficients of the linear substitution (3.2), 
in all N(K-+1) in number. The partial differential equations of the 
K-spreads are to be found by eliminating these constants among the 
equations (3.1) and those resulting from them by partial differentiation. 
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Denoting by p the matrix of first partial derivatives of the 2’s with 
respect to the w’s: 
@ « ; dz‘) 
(3.3) p=(pi)=| sa, 
and using the subscript 4 to represent partial differentiation of f‘ with 
respect to v*, we find 
(3.4) p, = B: fi(v; a), 


(3.5) ve 





éu* aul + B, By fi, (5 #). 

(3.1) and (3.4) form a system of N-+-NK=N(K-+1) equations 
containing the same number of arbitrary constants a, B,D. The suppo- 
sition of the existence of a unique K-spread containing any given K-ele- 
ment, that is, corresponding to arbitrarily prescribed initial values of x‘, p' 
is equivalent to the assumption that the system (3.1), (3.4) has a unique 
solution for the quantities a, B,D in terms of z,p. When the results 
are substituted in (3.5), we get 


ae 
. oO" 2 
(8.6) 





—_ 3 = Hap(x, p)- 
cucu 

The generalized homogeneity property. When a similar elimination 
was carried out in Paths, the resulting functions H' were homogeneous 
of the second degree in the arguments p. We will next state and prove 
a property of the functions Hz, which generalizes this homogeneity of the 
second degree, a property which results from the circumstance that the 
variables u appear in the finite equations (3.1) only in the linear com- 
binations v. 

On account of this fact, the equations (3.6) must be invariant under 
the transformation (3.2), that is, we must have 








29) az! __ gyi 

(2. @) av®avé _ ap (2; q) 

where 

‘ : Ox! 

(3.8) q=(9i)] =|=]. 

Now, writing the inverse of the linear transformation (3.2) as 
(3.9) u*= Af v' + C%, 

we have 

, éx' 2 oz! ‘ 2S 
(3.10) gn Ae or 9g, =A_p,; 

and . 

F a* x! a a* x! 2 ‘ 
3.11 = A; A; = , »p)- 
( } dv* av? A.  utoun Aa Hin (2, P) 
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The condition (3.7) thus becomes 
(3.12) Hys(x,q) = Az Af Hi,(z, p). 


If ¢ is given any fixed value, the symbol H,4(z, p) represents a system 
of K* functions of the NK variables pj, the 2’s being regarded as mere 
parameters. We regard the matrix [p/] as consisting of N sets of K va- 
riables each, with j fixed for each set while « varies from 1 to K to 
generate the set. According to (3.10), these sets undergo cogredient linear 
transformation, the cogredience being expressed by the fact that the coef- 
ficients A, depend only on the Greek, not on the Latin indices. The effect 
of this on the system of functions Hi} (i fixed) is as stated in (3.12): 
it behaves like a tensor of the character expressed by its Greek indices, 
covariant of the second order. 

When K = 1, the linear transformation (3. 10) becomes a multiplication 
of each p’ by the same factor A = A}, and (3.12) then expresses homo- 
geneity of the second degree for the single function H,;’= H. For this 
reason, the property expressed by (3.10), (3.12) will be called the gene- 
ralized homogeneity property, and the K* functions H,% (4 fixed) will be 
termed a homogeneous function-system. 


4. Homogeneous function-systems. In this section we extend the 
generalized homogeneity property, just expressed for the function-systems 
H;) (¢ fixed), to systems of functions Hj°s*'";"(p) depending on any 
number of co- and contravariant indices. We shall find that these function- 
systems obey partial differential equations generalizing those of Euler for 
homogeneous functions in the ordinary sense. 

Let the N systems of K variables p‘ undergo cogredient linear trans- 
formation 


(4.1) q,= AL Pj, 
inversely 
(4.2) p= Bia» 
with 
0, 
(4.3) A: Bt — a —| P+e 
1,p=«e. 


Then the function-system Hj'7*""77(p) will be called homogeneous if under 
this linear transformation of its arguments it behaves like a tensor of the 
character expressed by its indices: 

(4.4) Apiseci(q) = Ap Apt... Ap BE Bi... Bir Ayia aap) - 

When K=1, we have a single function H homogeneous of degree s — r 
in the variables p’‘. 
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Regarding the relation (4.4) as an identity in the variables A and p, 
let us apply to it the operator 2/2A and then put A; = 6; (whereupon 
Bf = 62). We have to take account of the relations 








aA, pe 
(4.5) aaa =0,4.; 
identically ; 

eB? ‘ . 
‘4.6 = —6%5". wh 4 = be 
(4. 6) rae when A; 


(easily derivable from (4.3)); and 


J 
eq, 


— = 
0A’ 





(4.7) 
after which we get 


j Op a Fo 
(4.8) pies Pe a O§ Hey geet O8 Haan, +. + Oe Ape: 
op? 


o 


®e 


a, ar a. &, OAs... ar ar &.. -_ i@ 
=F bs Ap. fe” 65° Hp. bk ae = ba Api. ° 


When K =1, this reduces to Euler’s equation for a function homogeneous 
of degree s — r. 

In the sequel we shall be especially interested i in function-systems H, , 
depending on two covariant indices, and Gj, involving two covariant in- 
dices and one contravariant index. For these the equations (4.8) are 
respectively : 


OH, 
(4.9) pi—? — 82 Hap + 08 H, aa» 
OP, 
0G. 
(4. 10) ej 4. 9° G3, + 68 G2, — 3 Gs, 
e 


If the operator é/@p) (j fixed; 9 =1,2,..., K) is applied to a homo- 
geneous function-system, the resulting function-system is homogeneous with 
the additional contravariant index g. This is directly proved by applying 
@/@p2 to the definition (4.4). The operations of multiplication, contraction 
and transvection may be performed with homogeneous function-systems as 
with tensors. 

Applying to (4.9) the operator p+, a/ [ops and then using (4.9) itself 
in the resulting equation, we obtain 





(4. 11) pi pt, = 0f 03 Hao: + 0$ 68 Ha’e 


0* Hag 
sgh 
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Dealing similarly with (4.10), we get 
9) ; e*Gi, a , A a ; 
(4.12) ps pt, —~ = 6298 Gig + df 88 Go. + db; 68 GS, 
ofa op) ep, 
+ 88° 35 G25 — 08 85° G8p — 0f 85° Gq — 05 08 GS, — b5 0f Eq. 
By contracting (4.11) as to (@,@) and (8, 0’), and making the as- 
sumption that H,, is symmetric in its two indices, we find 





(4.13) pi pt. 


e* A, 
s f = K(K+1) Aga’. 
Ops Ps 


We shall also need the formula obtained by contracting (4.10) for (o, 2): 





a 
(4.14) pi ## — a2 Gi, + 08 G2, — KGS). 
OP 
It will be gathered from the preceding that we are using a double 
tensor-analysis, based on two kinds of indices: Latin running from 1 to N, 
and Greek running from 1 to K, and that we are employing the custo- 
mary summation convention for each type of index. 


5. Affine connection, curvature tensor, and integrability conditions. 
In our affine space of K-spreads we introduce an affine connection by the 
following definition: 


_ 1 e* Hi, 
(5.1) Tit = KCKF1) oplopt 





From His = Hj, it follows that Ij,—Iy;. By (4.18) the partial diffe- 
rential equations of the K-spreads can be written in the form 

a* x! i . 
(5.2) Sack Tia PaPe- 

Since in forming Ij, all the indices of homogeneity have been con- 
tracted away, we may say that the (single) function Ij, (4,7, & fixed) 
has the homogeneity property with zero indices. This means that I°j, is 
a function of the point z and the K vectors pi which remains invariant 
when these K vectors undergo the same arbitrary linear transformation 
q.=A_p\. This is to say that yl depends only on the K-element deter- 
mined by the point x together with all linear combinations of the vectors p,. 
Thus I7}, can be expressed as a function of z and the mutual ratios of 
the Grassman coordinates of the K-fold linear vector space, the K** order 
determinants in the matrix [p;]. 
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We next derive the conditions of integrability of the equations (5.2) 
of the K-spreads. We have 


’ atx! a oj, , al, ri 


jk 
au* autour ax! Te Ty Pe Pe “Pr Py + Teg T i PaP, Pp 


(5.3 mm 








+0 op & Ih, P,P, - 


From the fact that the third partial derivative must be symmetric in the 
indices £8, y there results 

















OS as 
(5.4) B’,, Pa P; P, =9 
with 
5.5 B' _ Tj, ln rr Sy — x r¢ 
(5.5) a oe aa* +p, ot * jk-a — pT, nr Tie ob ry, ol* jk* 
e 











(Here and hereafter we use the following notation to express the partial 
derivatives of any function with respect to p?: 


- ar’ 
(5.6) Tjre == x, 
e 





Pe 


and analogously for higher derivatives.) B},,, which since it involves no 
Greek indices is a function of a variable K-element, is by definition the 
curvature tensor of the affine space of K-spreads. (5.4), required to hold 
identically in the variables z, p and for all values of the indices 7, «, £, y, 
expresses a necessary and sufficient condition for the complete integrability 
of (5.2). 

In passing, we can settle very quickly the question of when the I’’s 
are functions of position alone. When K =1, (5.4) disappears identically 
in virtue of the skew-symmetry of Bix in k,l, and no restriction can be 
derived from that equation. If K = 2, we have 


By, P,P; P,=9, 
and since B},; now depends only on x, we have for every / 


* P; Py =0, 
whence 


Bye + Bij =0, 
or 


Bjxi = Burj. 
By cyclic permutation of the indices, 
Byxs = Burj = Bie, 
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so that substituting in the identity 

Bj + Burj + Bix =0, 
it follows that 
(5.7) Bip = 0. 
For K>2 this result is even more immediate by putting in (5.4) 
a=1, B=2, y=8. 


The well-known interpretation of (5.7) is that the space of K-spreads 
is flat; Psa exists a transformation of coordinates x —+ Z converting (5.2) 


into 





= 0. Thus, beyond the case of paths, the spaces in which 


au* aul 
the I’s depend on z alone are trivial. 

Characteristic properties of an affine connection. Given a system 
of functions Ij,(2, p), necessary and sufficient conditions for these to be 
the components of an affine connection are the following four. 

1° Symmetry in the lower indices: I}, = I. 

2° Ij}, must be invariant under arbitrary cogredient linear transfor- 
mation of the K vectors p,, i.e. Ij, must be a homogeneous function of 
degree zero in the K order determinants of the matrix [p']. This con- 
dition is equivalent to the system of partial differential equations 

. ely, a 
(5.8) p? ——~=0 (for all 9,0 and #, j,k) 
aps 
a special case of (4.8), in which the right mtember vanishes since no 

Greek indices are involved in I},. 

3° The integrability condition B',, p; P) p: = 0 must be obeyed. 

4° We must have, by (5.1) and (5.2), 
1 oT), pap 


lj, = — , 
R(E+1) oplopy 





which expanded ee. 





(5.9) PPS +(K+1) ps [4 = + <3) 0. 


ap2 apt 


If only 1°, 2°, 3° are obeyed, then (8.2) still represents an affine 
space of K-spreads, but Ij, is not its affine connection and Bj,, formed 
with Ij, is not its curvature tensor. The affine connection is then rather 


4},=T}+ rE {first member of (5.9)}, 


and the curvature tensor is formed of 4}, according to (5.5). 
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Conditions 1°, 2°, 4° are equivalent to the following: that ry, be deri- 
vable from a system Hz,(z,p) by the formula (5.1), where Hi, is a 
homogeneous function-system symmetric in the indices a, f. 


6. Transformation of parameters. If in the partial differential equa- 
tions of an affine space of K-spreads, 


o*z' i ox 
(6.1) sarap = Has (#, 55): 





we make an arbitrary transformation of parameters: 
(6.2) u*=u"(v;a), inversely v° = v*(u;a), 
the effect is as follows: 


az‘ az’ aue a*2z! a*xz! aul au? ax a*ue 


du" due dv’ av av? ial due Gu? av® ave aue av® ave” 


With (6.1) this gives 














; " a* x! i a@z\ due au’ | az! dv? Atul 
(6.3 m Hi, (2, 22) 286 NT at dot stat 
. 6v* avF Ce” au/ av® avé av* aue av ave 


By the homogeneity property (3.12) of His, and the notation 








av* atue 
6. ‘ ,q)=— 
(% 6) Gaa(2 q) due av* dv? 
with 
i éx' ; ax! 
q. = 3.0 0 P, —_ au®’ 
equation (6.3) takes the form 
o*z' { . ri 
(6.5) det a0k = Has q) + 9, Ga 4(%, q)- 


These are the equations of the space of K-spreads referred to the new 
parameters v. 

Allowing the v’s to undergo arbitrary linear transformation, we see 
from (6.4) that the system Gj, is homogeneous of the character repre- 
sented by its indices. This system ist also symmetric in «, 8. Hence 


(6.6) "Hyg(2> 9) = Hag (2s 4) +9; G29(2> 9) 
has the homogeneity property and is symmetric in the indices «, £. 

Giz must also satisfy certain integrability conditions, which follow 
directly from (6.4). Writing this in the form 


a*ue a due 
6.7 oh pati 
( } av" avF Foy?’ 
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we obtain by applying the operator 2/dv’ 


a*ue -(“ ; 00ns a*z' +e atue 
av* av8 av’ az! “ ag’ av% aut ¥ 


aut av" vt’ 
whence with reference to (6.5) and (6.7) 




















4 
. a ue ae (eae, i 0Gig ; ine Q@’ i 
(6.8) du" aula’ av* Part wr q+ aqi (He, +9 Gey) + ae Gey} 
By (4.10), 
; 0G, 
. ee $G35 +53 Gee — 8, Gas, 
so that 


i 0G; ° A o 4 a 
q Cort = Ga, Gop + Gpy Gay — Gy Gag; 
substituting this in (6.8) (and with change of certain summation in- 
dices), we get 


d = aya 
a* ue due (“s i, Gap i Pr are 
es ee ’ A. G’,G:,+ Gi,a \. 
ov" av av’ av? \ az' q, + agi ey + ay et By Gao 








(6.9) 


From the symmetry of the first member in f, y it follows that 














i 0Grn i , Op ai i 
Casy = eg) + af Ho, + Gay Gop 
6.10) oe /~ 
( ws a 
Gig i aa i —— 
2 Fe — aq Hos — Gap Gay = 0. 











These are the required integrability conditions. 
Another aspect of these conditions resides in the identity 





(6.11) 








‘Bi 295%, = Bi, 9.959, + 9 Copy 





which we will next prove. Here ’B},; denotes the curvature tensor of the 
space with parameters v, based on the affine connection ‘Ij, derived 
from ‘H,,. (6.11) expresses that if the partial difecential equations of 
the u-space satisfy their integrability condition B’ a q q, =0, and if 
Osx, =0, then the partial differential equations of the v- space obey their 
integrability condition 'B' ik GW a q, =0. 

Conversely, if a system Get connects two systems Hy, and ‘Hig in 
the relation (6.6), and Hs, ‘Hag obey their respective — con- 
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ditions, then G3, must obey its integrability condition (6.10) and con- 
sequently defines a parameter teanalormation from the space Hyp to the 
space ‘Hi,. For with Bi % 95%, =0 and Bie q 79, =9, it follows 
from (6.11) that g' Cr, gy = 9; consequently C:, gy = on the assumption 
that not all the K® order determinente in the matrix [qi] are equal 
to zero*). 

The proof of (6.11) is as follows. From the manner of derivation of 
the integrability conditions (by the commutativity of certain third-order 
partial derivatives), we have first 

















eH aH: oH! Hi, 4 6H; 
(6.12) B.. PLP, p= —* — “1 _*f ! As, — — ps — — Hip, 
B eu? auP az* az® ** ope 
second 
o’Hi, 2H; 
> +6 *pi i ap ay 
(6.13) Bi 1% % 9, = — ah 


and third, by reference to the equations (6.8) to (6.10), 


nea agi, 


(6. 14) Cis = + Giz Gg, a aut — Gi, Ges. 





From (6.6) (summation indices are interchanged freely in what follows) 

















- oH, Hi ‘ 0G: 
(0. 15) av? = ov? P+ (H' +96 Or, +9; ia : 
Now regarding His as a function of z,g, we have 

> > Hi, _ Has a 0H}, a @ fi 
(6. a6) ov? ax® Gat ty + aq" (H,,+ % G,,): 
By (4.9), 


aH; , ee 
Qi oe = 82 Hig + 0? Hea, 


a 





whereby (6.16) becomes 





OHi, 2B, «', ig we i 
Get ae ggg ert Sar te + Oy Ba 
By substitution in (6.15), 
oH, oH, H, i i A gyi 
(6.17) == —7e a+ Hey + {Gay Hy + Gj, Hai + Gis Hi,} 


+4:(6%, Gant <9). 


*) This means, of course, that we are dealing with a non-singular point of a 
K-spread. 
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Let this be alternated as to f,y; then the bracket disappears on account 
of its symmetry in these indices, and we get with reference to (6.12), 
(6.13) and (6.14) 

> i i j Bi ip 
(6.18) Bip 2% % = Bin, 92.95%, + %, Cap, 
which was to be proved. 


Voluminar transformation. What property of the system Gj, corre- 
sponds to the circumstance that the parameter transformation thereby 
defined is voluminar: 


(6.19) D=|>* = constant? 
The answer follows directly from (6.4), which contracted for 4 and a gives 
i dv a /aue 
Gis = Fe aot (aot) 
alii e 
Observing that ae is equal to the cofactor in D of an divided by D 
u v 


itself, we have by the rule for differentiating a determinant 








. 1 @D élog D 
6. 20 a a 
4 ) ” D av? avé 
from which we see that 
(6.21) G,=G;,=0 











is the necessary and sufficient condition for voluminar transformation of 
parameters. 


The three geometries as invariant theories. The law of transformation 


of the I’s under arbitrary parameter transformation is to be found directly 
from (6.6) and the definition (5.1): 








(6.22) jr,=ri = : P Or, | 
(6.22) Lie= at oa ait 1 opp tos + Pi Tonk 
With the notation 

as 1 6G, A 1 e°Gr, 
6.23 —— a a =oh 
mae A, K(K+1) ap} Bix K(K+1) épiap! 
this may be written 

. tri i i ‘ i pa 


In a voluminar transformation _47,—0, and we have the simpler 
transformation 


(6.25) Ti=T},+ pi Bi: 
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The transformation of the I’s under change of the coordinate system, 
z#' = 2Z'(z2), 


is to be found by successive differentiation as to wu: 











| oz’ j i az! =~ a*z' 
Pb. 75%: H!,= 5-7 Hes + az! ax® —— P,> 
‘ 1 6° 
the last th to —— ; 
and by applying to the last the operator K(K+1) opdoph’ we thus get 
az° az =: az W~. a*z' 
, —rn= -—, 
(6.26) ax4 ox* - éx* ” é24 dx* 


the same law of transformation as in the geometry of paths. 

The affine geometry of K-spreads is the invariant theory of a system 
Tj,(x, p) with respect to the group of transformations (6.26). 

The descriptive geometry of K-spreads is the invariant theory of a 
system I"',(x, p) with respect to the group of transformations (6. 26) 
combined with (6.24). 

Between these two lies the voluminar geometry of K-spreads: the 
invariant theory of a system I’},(z, p) with respect to the group (6.26) 
combined with (6.25) (condition (6.21)). 

Identities governing parameter transformation. The following three 
identities will be useful: 








7, 
7 Wheat =0, 
(6.27) Pp} oF 
(6. 28) P; Bi = 0, 
(6.29) Cop 25 Pp Ay + 5 Pa Ay + Pa Pp Bis: 
To prove the first of these, we observe by (4.8) (s =/, r= 0): 
m OG a 
P, ap™ = a? 


whence, contracting for o, 8 and with attention to (6.23), 
(6.30) (K+1)p;" A, = G,. 
Differentiating this with respect to p* and wet as to 4, we get 
=) 
wherefrom, referring again to 7 23), identity (6. Pes follows 
To establish the identity (6.28) we differentiate (4. 10) as to p*, whereby 
el, Si 0G, 0G) 1 Og, 2@2, 


J . = my 
Pa cpl opt" apt oF 

















~a—. 
ap! apt 
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(6.28) results from this by contraction for (o, a), (t,#) and (g,4) with 
attention to the notation (6.23). 
For the identity (6.29), we contract (4.12) for (0, «) and (0’, 8), and get 





ata? 
pi pt a aot = K* Gig + KGa + (8s Gor) + {09 Go} 
— Kb) Go — {8% Ga} — (85 Gor) — K83 Ge, 
where the terms in parentheses and brackets cancel, giving 
a, a; p? ph, Gay 
Kyi % + yy Gr 7 K(K+1) ap) ap 
or by (6.30), (6.23) 
a Lok a jk pa 
Ge = 6, P, A, - 6, Py JA, + P,P,» Bip 
which is (6.29). 
7. Determination of all descriptive and voluminar differential in- 
variants. Suppose we have a system of functions of fixed form in the Is 


and their partial derivatives up to any finite order, the vectors p being 
also permitted to enter: 


1 a or ar a*r 
(7.1) F,, , i [pe Ds Fee Gee Fave] 


a 
Goa = 





The same system of functions formed for I, of another coordinate 
system (Z) will be related to the system for the coordinate system (2) 
by a definite law of transformation. We will say that (7.1) defines an 
affine differential invariant; abstractly this invariant consists in the asso- 
ciation with each coordinate system (x) of a system of functions (7.1), 
and (7.1) is the representation in the coordinate system (x) of this in- 
variant. The invariant is, in particular, an affine tensor if its law of 
transformation is the tensor law. 

A system (7.1) will be said to define a descriptive differential in- 
variant if it remains unchanged under an arbitrary transformation of 
parameters, as expressed by (6.24). It will be said to define a voluminar 
differential invariant if it remains unchanged under any voluminar trans- 
formation of parameters, as represented by (6.25), where G,=0. In 
particular, we have descriptive tensors and voluminar tensors. 

The determination of all descriptive and voluminar differential inva- 
riants will result directly from the following derivation of necessary and 
sufficient conditions that two spaces of K-spreads be descriptively or 
voluminarly equivalent. 

With the notation 


(7.2) P= Th — The, 

























(7.8) 
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the law of transformation (6.24) is 


(7.3) Dye= 8) A, +o: A+ pi Bie 
By contraction for 4, 7 and (6.28), 


1 ya 
(7.4) A, = ile. 
To calculate ya we have from (7.3) 


(7.5) ) oe a all ~ Sale e+ pe ait 


e oP, : apy 





(refer to the notation (5. 6)). Now on account of the one contravariant 
index of homogeneity (4) in Bj, we have by (4.8) (r=1, s =0): 


Bi, 
6 o—l* —é Bi. 
dp? 


and by contraction for 1, o 


a Bj 
Pp? age EBh 


whereby (7.5) becomes 
Ping 2G + + K) Bh. 
e 9p, 
Therefore by (7.4) 
. 1 7a 1 a 1 a 
(7.6) Bis= ya (Rie — welts — yyyhis). 
e ‘4 4 


Substituting (7.6) and (7.4) in (7.3), we have as a necessary con- 
dition for descriptive equivalence 





(7.7) 'TT}, = Tj, 


J 











where 





i é i 





i i j a k a P; a j 1 « ). 
Tie=Tie— yy tee — yale yo (Dey wei lees — wei ley 








To prove this condition also sufficient, we begin by substituting (7.6) 
and (7.4) in the formula (6.29) for Gi, in terms of 7, and B},, getting 
a 3; ipa 33 kpe 1 j_kpe 

(7.9) Gap = WP a Tat Wet Pa Von t HRP a Pp Vite 
as defining the only possible parameter transformation that can convert J" 
into ‘I. Under the condition (7.7), the formula (7.9) does define a 











(7.11) Fe: wp, 2. 
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parameter transformation converting I’ into ‘I, for then we have 


(‘I7;, _ IT;,) p2 P= 0, 

whence 
(7.10) Ty, PL Pp =, DLP, + Pi; Gags 
which according to (6.6) expresses what is required. That Gi, obeys 
the integrability condition C;;,—0 requisite for a parameter transfor- 
mation follows from the discussion connected with the identity (6.11). 

Descriptive invariants. A descriptive differential invariant is charac- 
terized by the conditions 
ar ar or 
’ ez’ op’ Oz?’ ° 


Jaren fp 22, 28, ee 





which must be satisfied whenever I and ‘I’ are the affine connections of 
two spaces equivalent by arbitrary parameter transformation. We have 
seen that the necessary and sufficient conditions for this are that I’ and ‘IT’ 
shall each obey the characteristic relations of §5 and that ‘J7‘, = I7},. 

Now it is a general theorem in the theory of partial differential 
equations *) that any partial differential equation which is a consequence 
of a given system of such equations must be derivable from this system 
by differentiation and functional combination (setting any analytic function 
of left-hand members equal to the same function of right-hand members). 
From this results the following theorem: 


Theorem. Any function of I and its partial derivatives up to any 
finite order which is invariant under arbitrary transformation of para- 
meters must be expressible, with the help of the characteristic relations 
satisfied by I’, as a function of IT}, and its partial derivatives. 

The converse is evident. 

Thus the general form of a descriptive differential invariant is 

at ile i am on am} 
(7.12) Fae wp, Ih, 55+ Gp gate >| 

A simple descriptive invariant can be obtained by applying the 
identity (6.27) to (7.4), from which it results that 
(7.13) I= pi Tj. 

A 
is a descriptive invariant (tensor). Similarly, by applying the identity 
(6.28) to (7.6) and taking account of (5.8) and the invariance of J,, 


*) See M. Janet, Les systémes d’équations aux dérivées partielles (Mémorial des 
Sciences Mathématiques, fasc. XXI), p. 22. 


oe ° oe 
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we find that 
(7.14) J,= pi ik-a 


is a descriptive invariant (tensor). 

According to the above general theorem, it must be possible to 
express J, and J, in terms of JJ}, and its derivatives. This we show 
directly as follows. We have first, by contraction of (7.8), 


(7.15) ee — ye (A — wah): 
Again from (7.8), 
(7.16) rae Pp; = ae Pp; — PG, 
where 

A A 
(7.17) 


AA B 1 i k ra 
Gan = Wi Pe ja + Wy Pal eet WOK Pa Pp Uje0 
Apply to (7.16) the operator a ae we get 
pply ) pe apioph ge 
6° (IT}, py ps) 
— aplopt 


(0G, os 0G, 
— 5—* 


0G, 
iJ . 
” apt op, Opler, 
28), 


we have 


= K(K+1)I}, — 4 








Contracting for ¢, j and referring to (6. 


1% 
rer — K(K +1 1) r%,—(N+1 at. 


By contraction of (7.17), 
(7.19) G, = 


(7.18) 


K+ 1 k 
= yas Via + Wa Pe Ye: 


From (7.13) and (5.8), p, ;i,=0, whence by (7.15) 
1 





P; IT’. = — yo Pe: 

By substitution of this in (7.19), 
= , al K+1 5 7. a 
(7.20) Ge= Ari Pel ie — p, II,, 
therefore 

Gg K(K+1) K+1 2 (113, pp) 

pn as gee Cee. 
Substituting this in (7.18), we get finally 
= 1 (ITP, pe Py) 6 (115, Pf) 
(7.21) = —- gy ot +)". 


ope apy IP, 
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an expression for J, of the desired type, and a confirmation of the general 
theorem. By means of (7.15) we can now also express J, in terms 
of IT}, and its derivatives. 

Voluminar invariants. If the transformation of parameters is volu- 
minar, then G,=0, therefore by (6.23) #W,=0, and by (7.4) 





(7.22) ri. =0, or TS, = Ty. 
Through this, the condition ’/7;;,—= J}, simplifies to 
(7.28) "Vir = Vir 
where 

i i 1 i pa 
(7.24) Vie = Vie — HoR Pal ine 











That the conditions thus proved necessary for voluminar equivalence: 





(7. 25) T,=T, 'Vie=Vie (‘Ty = Th), 











are also sufficient is to be seen by observing first that the two combined 
imply ’J7;,—= 17}, — therefore there exists a parameter transformation G: p 
relating the two spaces — then by (7.4) and ‘T, =I, we have for this 
parameter transformation 77, = 0; hence, by (6.36), G,=0; therefore the 
transformation is voluminar. 

From the general theorem on partial differential equations previously 
cited, it follows that the general form of a voluminar differential invariant is 

; @ vi, al, avs 

(7.26) Wossett [p, Tan Vis gets ges pen ge]. 


We observe that by contraction of (7.24) 


1 a 
(7.27) Vv; = I; — vox" (Vi = Var) 





8. Flatness of a space K-spreads. In this section we derive necessary 
and sufficient conditions for the affine, voluminar or descriptive flatness 
of a space K-spreads. 

Affine flatness. A space of K-spreads will be called affinely flat if 
by a transformation of coordinates without any transformation of para- 
meters (except merely a linear one) the equations of the K-spreads can 
be reduced to 

a? x! 
(8.1) 


autaut 





or, what is equivalent, 


(8.2) a’ = Aiu*+ 0. 
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Since, as is immediately seen from (6.26), I°j,._ is a tensor, and reduces 


a 
to zero for the representation (8. 1), we must have in every coordinate system 





(8.3) Them 0. 











Thus Ij, is a function only of position. We have seen in § 5 that the 
integrability conditions of the I”’s then imply that 





(8.4) Biu=0, 











so that (8.3) is a sufficient as well as necessary condition on the I’s of 
a space of K-spreads in order that the space be affinely flat. 

If it is not known that I"), belongs to a space of K-spreads, i. e. 
that it obeys the integrability condition (5.4), but only that it is a system 
of tunctions depending on a variable K-element, and symmetric in j and k, 
then (8.3), (8.4) are necessary and sufficient conditions that Ij, define 
an affinely flat space of K-spreads. 


Voluminar flatness. A space of K-spreads will be called voluminarly 
flat if it can be reduced to the form (8.1) or (8.2) by any transformation 
of coordinates combined with a voluminar transformation of parameters. 

From the definition (7.24) of V}, it is to be seen immediately that 
it transforms like I7},; hence the following are tensors: 

(8.5) Vit-m 


a 


and 





aaa - 
6Vi, eV; 





kg jl al’ jk’ 





api b ya “pi i ye 7s ya 
+P. Vii Vine — Pe Moe Ving + Ve ve, — Vis 








The latter will be called the voluminar curvature tensor, being formed 
from the V’s in the same way as the affine curvature tensor Bj,; is 
formed from the Is. We have also from (7.27) that 


(8.7) J, =(N — K) (1, —V,) 


is a voluminar tensor, indeed in (7.14) it was observed to be even a 
descriptive tensor. 

Now necessary and sufficient conditions for voluminar flatness are 
the vanishing of these three tensors: 





(8.8) iem =, Un = 0, J, =0. 
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The necessity is to be seen at once from the fact that the quantities 
(8.8) have voluminar as well as tensor character and that they vanish 
for the representation (8. 1). 

To see the sufficiency, observe that the first of (8.8) implies that 
the V’s are functions only of position. Since the V’s transform like the I”’s, 
the second of (8.8) implies the possibility of a transformation to a new 
coordinate system wherein V},—= 0. In this coordinate system, it follows 
by the third of (8.8) and (8.7) that I, —0. But, according to (7.25), 
V;,=0 and I, =0 are sufficient conditions for the existence of a volu- 
minar transformation of parameters converting the given space into one 
for which Ij, = 0. 

Descriptive flatness. The law of transformation of JJ when the coor- 
dinate system us changed is easily derived from the definition of J7 and 
the law of transformation of I"; it is the same as in the geometry of paths: 
az" 


(8.9) az4 ax* 





a*z' az! az 
Sh, ow 2 + 2 See 
so oa" T aztan® a2) * az* 3” 
where 
en 1 @log4 
- Sees ma Se 
N+1 dz 





4 denoting the jacobian of the transformation. If we solve this equation 


274 

for er differentiate with respect to x', and then express the sym- 
zx’ oz 

metry of the resulting third partial derivative as to k and |, we get 

i‘ ; da‘ oz az* ax ‘ 

(8.10) Bj — PP) oa* ax! Big +5) Pj, — 9, Pj» 


where Bhar is Bu formed with J7 instead of I’: 
on}, el}, 





(8.11) ier = oat > ns Pe MMe p, I; 2 ing + Tas Tf, — Mi ie 
and . 
26 66, 
Pin = 9,0, — 8;, — 0, (0.—5— se) 


After contracting (8.10) for ¢,1 and ¢,%, we can combine with (8.10) 
so as to eliminate y,,, and obtain an equation which expresses that 





jy 


(8. 12) Wea -— Biu— Vi jee —FWo Biya 











are the components of a tensor. This will be called the descriptive curva- 
ture tensor and corresponds to the Weyl or projective curvature tensor in 
the geometry of paths. 
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Necessary and sufficient conditions that a space of K-spreads be 
transformable into (8.1) or (8.2) by arbitrary changes of coordinates and 
parameters are 
(8.13) Tjiim=0, Wys=O. 


a 














The necessity is obvious from the fact that they are satisfied for (8.1) 
and that they have both tensor and descriptive character. The sufficiency 
is to be seen by observing that the first condition implies that 7}, is a 
function only of position, and then the second insures the existence of a 
coordinate system in which /]},—0. That a parameter transformation then 
exists which makes I}, 0 follows by the theorem connected with (7.7). 


9. Affine normal coordinates. Normal coordinates (y) with respect 
to a point O of a Riemann space were defined by Riemann to be such 
as are linear functions of the arc-length along each geodesic issuing 
from O: y‘ = pi(s — 8,). The idea was extended by Veblen‘) to a restricted 
affine space of paths (one whose connection is a function only of position), 

d*z' < dx/ dx* 
(9.1) ae Tie) Ge ae 
by the analogous condition that the paths through O shall have linear 
equations y‘=pi(t—t,). The present author has shown’) that in a 
general space of paths 


(9.2) oe = H' (2,52) 


where the homogeneous functions of second degree H‘ are not quadratic 
polynomials (9.1), it is impossible to find normal coordinates in the above 
sense for an arbitrary point O which shall be related by a transformation 
analytic at O to the original coordinates (x). This fact, constituting the 
most striking characterization of restricted spaces of paths, may be for- 
mulated more concretely as follows: 


In a restricted space of paths, the paths through an arbitrary point O 
may be converted into the bundle of straight lines through a fixed point 
of a euclidean space by a point transformation analytic at O; in any 
more general space of paths this is not possible. 

In the cited paper the author then went on to define normal coordi- 
nates with respect to a fixed lineal element. These no longer have the 
property y* = pi(t— t,) expressed above, but retain other important pro- 
perties of normal coordinates in the original sense. 


*) Normal coordinates for the geometry of paths, Proceedings of the National 
Academy of Sciences 8 (1922), pp. 192—197. 
5) Paths (see *)), § 8. 
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We proceed to define normal coordinates in an affine space of K-spreads 
with respect to a fixed K-element. Our basis will be the system of dif- 
ferential equations 

d*z' dz’ dz* 

ae = The(2, ») Te dt dt’ 
(9.3) api ds! 
— Dje(z, P) ay Pr: 
where x‘, p‘ are to be regarded as the unknown functions of ¢. A solution 

ax*(t), pi(t) “ these equations may be interpreted as follows. We have 

a curve C, z‘=<2'‘(t), along which there are at each point K vectors pi(t). 
If these vectors are substituted in I'/,(2, p), these become functions of 
position on C and thus define a parallel displacement. The equations (9.3) 


i 
express that the tangent vector - of C as well as the K vectors p‘ 


remain parallel to themselves along C with respect to this derived affine 
connection — we will also say “with respect to the vectors p‘”. 

A solution of (9.3) is uniquely determined by initial conditions of 
the form: for t=%, z*= 2}, ls = &' pi =(pi),. If we hold a‘, (pi), 
fixed and let ¢ vary, then we obtain a bundle of paths issuing from the 
fixed point O in all directions, and along each path a system of K vectors p‘; 
the path belongs to the restricted affine connection determined by the 
vectors p! substituted in the original connection I}, (2, p), which vectors 
are furthermore parallel along the paths with respect to themselves. 

Normal coordinates with respect to the K-element z,, p, and the 
initial coordinate system (2) will then be the normal coordinates in the 
original sense determined by this bundle of paths; these paths have linear 
equations 
(9.4) y' =é'(t—t) 
in terms of the normal coordinates, and for uniqueness of (y) we need the 
further stipulation: 

az! i 
=) §. 


The solution of (9.3) for 2‘ may be expanded as a convergent 
power-series: 


(9.5) a! as +88 (t— t) +o Te (0, Do) GE (t — bo)” 


+3 Djer(2o, Mo) £2 g* e'(t —t))*° +..., 
whence by (9.4) we have 


. i 7 i 1 { : 1 > , 
(9.6) a =agty' +o Tilo my y +a Tiny’ yy +... 











(9.7) 
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for the equations defining the transformation from (z) to(y). The coefficients 
in (9.6) are determined by a recurrence formula arrived at as follows. 
Suppose we have 
es . if te 
gern take Ee de de? 
which is surely the case for r—1=2. Differentiate both sides as to t, 
and use (9.3); there results 
a’ ‘ er} a ar; a v a yi a i 
= = k= +p? rie JB ..t + Djm Tox... + PiaD js... + Tin Te...0| 
dt CE ap, 
dz/ dz* dz'dz™ 
~x< "Te he "°° de’ 








To obtain a symmetrical coefficient we interchange m successively 
with j,k,...,1, then add and divide by r, getting 
a’ x' ‘ dzidz* dz'dzx™ 
(8.8) ae Tie. ap Ge ae ae 
where 








: er ar? 
(9.9) Piya -18,( ae +9 Te: en! +28, (laPs...1), 
the sum S, being relative to all partitions of the r indices j,k,...,1,m 
into 1 and r—1, and the sum SQ, relative to all partitions into 2 and 
r — 2 (the order of the letters in each partition is indifferent). 

The usefulness of normal coordinates rests on the important property 
that when the coordinates (x) undergo arbitrary analytic transformation 
to (%), the normal coordinates (y) undergo linear homogeneous trans- 

dz‘ az‘ dx 


formation to (7). For from ‘= Z'(x) we have ———.™ , whence 
me az! : dt dx’ dt 
i‘ — (=) &4, and therefore by (9.4) 
="/o 
zi 
9.10 g* as =3) i, 
(9 ) y (= . 


A fundamental meriedric isomorphism is thus set up with respect to the 
fixed K-element between the total group of z-transformations on the one 
hand and the linear homogeneous group of y-transformations on the other. 

From this linear transformation of (y) the law of transformation of 
the higher I's, coefficients in (9.6), may be derived as follows. Let 
Me... denote the partial derivative of z' with respect to a‘, a*,...,2' 
evaluated at the point z,; then 


(9.11) B= 5+ uf (2! — 2) + p-wha( a’ — 24) (2* — 2) 


+ 5 Wer (2? — 2f)(2* — af) (x! — 2g) +... 
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We have also, writing (9.6) in the coordinate systems (Z), (7), 
(9.12) #'=a+y'+ + pT yy jt+en Tuy gy +. 


There are two ways of obtaining a power-series expansion for Z in terms 
of y; one is by substituting (9.10) in (9.12), the other by substituting 
(9.6) in (9.11). By identifying these two power-series we get 
(9.18) af aft... af Tae. or = S[tb,0...0 LG Tihs «+» Phy) 
Here the sum S is “enti to al partitions of the r indices j,,j,,...,7, 
into g groups (7),, (j)p,---,(j), containing respectively r,,1r,,..., 7, indices. 
The order of the 4m within each group is indifferent, but the order 
of the groups, or I”’s, among themselves is not (thus uj, », I"), 17%, counts 
as different from wp, », rj, T}%;,). 

The observation is important that if the transformation of coordinates is 
linear, then all w’s with more than one subscript vanish, and (9.13) becomes 


i yd 
(9.14) uj us... . af Tia... ar = U5 5, jy... ies 


i. e. under linear transformation of coordinates the higher I’s behave 
like tensors. 


10. Extension of a tensor. In the present geometry the covariant 
derivative of a tensor with respect to the coordinates x may be defined 
quite as in the geometry of paths: 


TS: -a, eT”: ar 
@,...8f —_ my ~™ l b, ... ds 
(10.1) 777, -—" + 9, tie, 


oe STi a all 4 STi Te: es at. ie 


e=1 


(the only new feature is the summation index « in the second term). 

Also, it is evident that the operator @/2p% applied to a tensor Ty""y)” 

produces a new tensor 7;.’"";:"4. The two operations of covariant diffe- 
a 


rentiation and differentiation as to p may be combined arbitrarily. 

More convenient for many purposes than the process of covariant 
differentiation is that of extension of a tensor, defined by Veblen and 
T. Y. Thomas*) for the restricted and by the writer’) for the general 
geometry of paths. 

Let Ty::4i"(x, p) be a tensor and z,, p, any fixed K-element. Let 
the representation of 7 in the normal coordinates (y) relative to this 





*) The geometry of paths, Transactions of the American Mathematical Society 
25 (1923), pp. 551—608, § 11. 
”) Paths (see *)), § 9. 
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K-element be #''"(y,q4). If ti::0i"(9, 7) represents the same tensor 
in the normal coordinates (7) relative to a second coordinate system (7) 
and the same K-element, then by the tensor law 

=bs 


ag” = «aR x6,...0, a9" a7 .i,...i, 
(16. 2) Se 65g aie FSO ee Ee .., er iE 








ay” saat ay” Ch ay” biti ay?* 
Apply to both sides the operator 2"/@y"...2y%; then since, on account 
of the linearity of the relation between y and 7, the higher derivatives 
of ¥ with respect to y vanish, we have 

ag = ag’ ag §=— ay a*i--8rG,q) ay §— ag" OH (y, g) 


ay® "* ay® ay® "ay ag%...a9% = ay ay ay... ay © 











(10. 3) 


If we consider this equation for the K-element 2z,,p, determining the 
normal coordinates, we get with reference to (9.10): 


10.4) (=) (=) (=) (=) (=5U.D) 
ee?) \aaed** Neate], \an"], \az=),\ a9... 09 J, 


~ \eeh ‘tie o27*/,\ ay™... ay™ ” 


«vty 


) Nas Te Ri...kis Po) 
0 











which expresses that the symbol 
a" eit 7 (y> 9) 


(10.5) ( a 


denotes a tensor. The result of the operations indicated by this symbol: 
expression of the tensor 7j)"''j/(x,p) in normal coordinates relative to 
an arbitrary K-element z,, p,, differentiation of this expression #,''"';7(y, q) 
as to n of the coordinates y successively, and evaluation for the basic 
K-element of the normal coordinates, will be called the n™ extension of 
the original tensor. 

Extension may also take place successively with respect to groups of 
indices, as 
(10. 6) = €,C,,4,d,d,,¢ 
the first extension of the third extension of the second extension of the 
tensor 7. It is readily seen that the first extension is the same as the 
covariant derivative. 

Similarly 

gmtn i, ..-t¢ , 
(10.7) ( fide q) : 
ay”... dy" oqy +++ OGam)y 

is a tensor, provable to be the same as 
(10.8) a 


eda y .. «an, Cy... On * 
% Gm 
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11. Normal tensors. The process of extension may be applied to 
other invariants than tensors, yielding new invariants which may be tensors 
even when the original ones are not. The necessary and sufficient con- 
dition for the extensions of an invariant to be a tensor is that the 
invariant behave like a tensor under linear transformation of coordinates. 

It was on this basis that normal tensors were defined by Veblen and 
T. Y. Thomas*) as extensions of Tj, and the higher I”’s. We have seen 
(end §9) that a I’ of any number of subscripts behaves like a tensor 
under linear transformation of coordinates. Let C},;(y,q) be the 
representation in normal coordinates relative to an arbitrarily fixed 
K-element of Ij. ;,(2,p) and Cj, ;,(9,q) the expression in normal 
coordinates relative to the same K-element of Tj, ;,(%, p). Then since y 
and g are connected by the linear relation (9.10), we have 

7% ar : at 
aut) (5)... (22) ts...(2) = (%) hs (vea). 


axe 





Operating on both sides with @"/dy...@y™ and evaluating for the basic 
K-element we get 


=z): (=) (&). ax*/,\ ag”... ay™ ) 


et + Cc? (¥ ®) 
Nag? o\ ay™...ay™ /o’ 


arc; (y, q) i 
(11.3) (at) = a ers | p) 

















which expresses that 


is a tensor. 
We may also differentiate with respect to p any number of times 
before extending, thus obtaining the tensor 


(11.4) ( amt"o! 5 (y, 9) _rt 
0 


Jans Fahy oe ds Cro. On* 
ay”... ay age: pe aqén . «Om 





(11.3) and (11.4) are the normal tensors of the affine space of K-spreads. 
Massachusetts Institute of Technology, March, 1931. 


*) Loe. cit. § 9. 


(Eingegangen am 9. 4. 1931.) 
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Beweis des Mengerschen Einbettungssatzes. 
Von 
L. Pontrjagin und G. Tolstowa in Moskau *). 


Der Mengersche Einbettungssatz lautet: Jeder n-dimensionale kom- 
pakte metrisierbare Raum ist einer Teilmenge des R°"** homéomorph. 

Seinen Beweis fiir diesen Satz hat Menger fiir n —1 durchgefiihrt, 
fiir ein allgemeines n dagegen nur skizziert’). Selbst im Falle n —1 ist 
der Beweis sehr umstiandlich und bedarf miihevoller mengentheoretischer 
und elementargeometrischer UWberlegungen, die den einfachen und — wie 
wir sehen werden — im Grunde genommen kombinatorischen Kern der 
Sache nur verschleiern. 

Im folgenden soll ein einfacher und — bis auf einen dem Wesen der 
Sache nach notwendigen Grenziibergang — rein kombinatorischer Beweis 
des Einbettungssatzes gegeben werden. Es wird sich dabei zeigen, daB 
dieser Satz als eine unmittelbare Anwendung des Alexandrofischen allge- 
meinen Approximationsverfahrens (fiir kompakte Raume)*) zu betrachten 
ist und sich mit Hilfe dieses Verfahrens leicht auf die entsprechende Be- 
hauptung fiir n-dimensionale Komplexe zuriickfiihren lat. Letztere Be- 
hauptung aber (d.h. die Tatsache, da8 man einen n-dimensionalen Kom- 
plex in den 2n + 1-dimensionalen Euklidischen Raum topologisch einbetten 
kann) folgt aus den Elementen der mehrdimensionalen analytischen Geo- 
metrie und ist langst bekannt. 


*) Der Inhalt dieser Arbeit wurde im Winter 1929/30 im Topologischen Seminar 
von Prof. Alexandroff (Universitat Moskau) vorgetragen. 

Nach Fertigstellung der Arbeit erfuhren die Verfasser, da8 inzwischen Herr Nébeling 
in den Math. Annalen 104 (1930) einen Beweis des Einbettungssatzes gegeben hat. 
Da aber der Beweis von Herrn Noébeling auf ganz anderen (namlich vorwiegend 
mengentheoretischen) Methoden beruht, diirfte der vorliegende Beweis dennoch sein 
Interesse behalten. 

*) Menger, Dimensionstheorie (Leipzig, Teubner, 1928), S. 287 —308. 

*) Alexandroff, Untersuchungen tiber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengei 
(Annals of Mathematics (2) 80 (1928), S. 101—187); insbesondere Einleitung, § 10 
und Kap. IT. 
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Ais Zusatz zum Einbettungssatz ergibt sich bei unserer Beweismethode 
von selbst folgendes neue Resultat: Jede stetige Abbildung eines n-dimen- 
stonalen kompakten metrischen Raumes in einen mindestens 2n +-1-di- 
mensionalen Huklidischen Raum lat sich durch eine beliebig kleine 
stetige Abdnderung in eine Homéomorphie verwandeln. 


Es werden benutzt: aus der kombinatorischen Topologie — nur die 
Begriffe des Komplexes, der baryzentrischen Unterteilung und der simpli- 
zialen Abbildung; aus der Alexandrofischen Approximationstheorie — nur 
der Begriff des Projektionsspektrums sowie die Tatsache, da8 ein n-dimen- 
sionaler kompakter Raum durch ein n-dimensionales Projektionsspektrum 
approximiert werden kann *). 


Hilfssatz I. Es sei ein Projektionsspektrum 


(1) a ae See ee oe 


gegeben. Man nehme an, da8 auf Grund irgendeiner Eigenschaft gewisse 
Simplexpaare (t,,, t,) aus Ky, ausgezeichnet werden, und zwar soll die Eigen- 
schaft, die die Auszeichnung bedingt, die einzige Forderung erfiillen, daB 
die Projektion der Simplexe eines ausgezeichneten Paares (tm, t,) wieder ein 
ausgezeichnetes Paar bilden. Dann gilt die Behauptung: wenn es fiir be- 
liebig groBe n ausgezeichnete Paare (t,,t,) gibt, so gibt es zwei Projek- 
tionsfolgen 
ae Spe SOE 


, , , 
G5, bay o 005 buy ove 


deren Elemente t,, t, fiir jedes n ein ausgezeichnetes Paar bilden. 

Beweis. Aus unseren Voraussetzungen folgt unmittelbar, daB es fiir 
jedes n in K, ausgezeichnete Paare gibt, und zwar solche, in die sich aus- 
gezeichnete Paare aus K, (h >, sonst beliebig) projizieren. Somit pro- 
jizieren sich unendlichviele ausgezeichnete Paare in (ausgezeichnete) Paare 
von K,; da es aber in K, iiberhaupt nur endlichviele Simplexpaare gibt, 
mu8 mindestens ein (ausgezeichnetes) Simplexpaar (t,, t,) in K, existieren, 
welches als Projektion von unendlichvielen ausgezeichneten Paaren aufge- 
faBt werden kann. Man wihle ein solches Paar (#,,¢{) insbesondere fiir 
n= 1, 

Man nehme an, die ausgezeichneten Paare 


(2) (ts, ti), (a=)... fh) 
seien bereits konstruiert, und zwar so, daB fiir 1< i< m 


t= m(tey1), te = 2(ti41) 





*) Alexandroff a.a.0., S. 107 und 8. 130—133. 
48* 
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und jedes der Paare (2) Projektion von unendlichvielen ausgezeichneten 
Paaren ist. Man betrachte nun alle ausgezeichneten Paare (t,, t,), =m +1: 
die sich auf (t,,¢,) projizieren und nenne sie fiir einen Augenblick 
P-Paare. Da es unendlichviele P-Paare, aber nur endlichviele Simplex- 
paare in K,,, gibt, existiert in K,,, mindestens ein (ausgezeichnetes) 
Paar (tm+1, #m+1), in welches unendlichviele P-Paare (also unendlichviele aus- 
gezeichnete Paare) projiziert werden. Die Induktion geht also weiter. 
Auf diese Weise fortfahrend, erhilt man die ausgezeichneten Paare 


(a, Gh (he. Gb ..-, eG) :-. 


wobei fiir jedes n das Simplexpaar (t,, t,) die Projektion von (tn+1; t.+1) 
ist. Die Folgen (t,,#,,...,#,,...) umd (tj, ts,...,%,,...) sind also Pro- 
jektionsfolgen, w. z. b. w. 

3. Man betrachte wieder das Projektionsspektrum (1) und ein festes 
Simplex ¢, von K,; ein Simplex ¢, von K,, n >h, heiBt Nachfolger von t,, 
wenn a(t,)=4¢, ist. Sodann besteht folgender 

Hilfssatz Il. Das Projektionsspektrum (1) und ein Simplex #, von K, 
seien gegeben. Fiir alle hinreichend groSen mn und jedes Simplex ¢, aus K,, 
welches mit einem Nachfolger von ¢, benachbart ist, ist 2 (t,) im Stern *) 
um ¢, enthalten. 

Wir nehmen an, der Hilfssatz sei falsch, und nennen ein Simplexpaar 
(tn, t,), ™ > 1, ausgezeichnet, wenn ¢, und ¢, benachbart sind und t,= 2! (t, ) 
ist, wahrend 2/(t,) nicht zum Stern um ¢, gehdrt; ein Paar (t,, tj) soll 
ausgezeichnet heiBen, wenn es Projektion eines ausgezeichneten Paares ist. 
Sodann sind alle Bedingungen des Hilfssatzes I erfiillt, und es gibt zwei 
Projektionsfolgen 


(3) ee Se 
und 
(3°) ti, | RE: nem 


so daB fiir jedes n die Simplexe ¢,,¢, ein ausgezeichnetes Paar bilden, 
und folglich #; nicht zum Stern um #, gehért. Da aber zwei Simplexe 
eines ausgezeichneten Paares benachbart sind, sind auch die Folgen (3) 
und (3°) benachbart, so daB es eine diese beiden Folgen umfassende 
Projektionsfolge 

ae? wer 


*) Unter dem Stern des Komplexes K um das Simplex ¢ dieses Komplexes ver- 
stehen wir hier die Vereinigungsmenge aller (abgeschlossenen) Simplexe von K, die ¢ 
als ihre Seite haben. Wenn ¢ dem Simplex T als eine seiner Seiten angehért und ¢’ 
eine andere Seite von T' ist, so heiBt ¢’ ein inneres oder ein Randelement des Sternes, 
je nachdem ¢ eine Seite von ¢’ ist oder nicht. 








os 


as 2 © 
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gibt®). Somit sind die beiden Simplexe #, und t; Seiten desselben Sim- 
plexes 7, folglich gehért ¢; zu dem Stern um ¢,, was unserer Annahme 
widerspricht. Der Hilfssatz II ist damit bewiesen. 

4. Es sei 7” ein Simplex mit den Eckpunkten a,,a,,...,a, (wir 
schreiben kurz 7" =(a,, a@,,...,@,)°). Unter der Ziementarzerlegung 
von 7” in bezug auf seine Seite t”=—(a,,a,,...,@,) verstehen wir die 
Zerlegung von 7” in die r-+1 Simplexe 


(2 er Ss eer 
CS a ere » 
ae ey eS Sees @ * 


wobei 6 der Schwerpunkt von ¢” ist. 

Dabei wird ausdriicklich auch das Simplex 7” selbst als seine einzige 
n-dimensionale (,,uneigentliche“) Seite betrachtet. 

Man nehme eine Elementarzerlegung von 7” in bezug auf sich selbst 
vor; es entstehen Simplexe von der Form (0b, a,,..., @; 3, @ 445 +++) @)- 
Wenn man jedes dieser Simplexe in bezug auf seine ‘a-Seite (d. h. die 
Seite (a,, ..., G; 4 Be gay ees a,,)) elementar-zerlegt, entstehen Simplexe 
(b, b,, dy, ..., @ ae tet ws+y @, _4,@; 4,++-)@,). Wenn man jedes dieser 
Simplexe in bezug auf seine a-Seite zerlegt, entstehen Simplexe, deren 
erste drei Eckpunkte Schwerpunkte“) b, b;, 6, , sind und deren iibrige Eck- 
punkte zu den urspriinglichen Eckpunkten a, gehéren. Durch Fortsetzung 
dieses Verfahrens gelangt man schlieBlich zu den Simplexen von der Form 
(b, bb, 4 +++, 0, ;...4,.), db. den Simplexen der baryzentrischen Unter- 
teilung von 7”. 

5. Es sei jetzt K ein Komplex, ¢ ein Simplex von K. Wenn man mit 
jedem Simplex von K, welches ¢ als eigentliche oder uneigentliche Seite 
enthalt, eine Elementarzerlegung in bezug auf ¢ vornimmt und die tibrigen 
Simplexe von K intakt laBt, entsteht eine Hlementarzerlegung von K in 
bezug auf ¢; aus der Uberlegung der vorigen Nummer ergibt sich sodann 
der eigentlich selbstverstandliche 

Hilfssatz III. Es seien 

tes cil 


sdmtliche Simplexe aller Dimensionen des Komplexes KX, in einer solchen 


5) Alexandroff a. a. O., 8. 107. 

*) Orientierung des Simplexes kommt hier nicht in Frage, die Reihenfolge der 
Eckpunkte ist also gleichgiltig. 

*) Wenn ¢ eine Seite von T ist, und a, , a, ,..., a, diejenigen Eckpunkte von 7 
sind, die nicht zu ¢ gehéren, so bezeichnen wir den Schwerpunkt von ¢ mit By ae i 
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Reihenfolge geschrieben, da8 stets dimt;, > dimt#,;,, ist; wenn man K = K, 
setzt und mit K,;,, den Komplex bezeichnet, welcher aus K, durch Ele- 
mentarzerlegung in bezug auf t,,, entsteht, so ist K, mit der baryzentri- 
schen Unterteilung von K identisch. 
6. Jetzt gehen wir zum Beweis des wichtigsten Hilfssatzes iiber. 
Hilfssatz IV. Man betrachte ein Projektionsspektrum 


(1) R favnk,.... mee 


a+) 


und ein Simplex ¢ von K,. Es sei K; der Komplex, der durch die Ele- 
mentarzerlegung von K, in bezug auf ¢ entsteht. Man bezeichne mit g 
eine (festzudenkende) simpliziale Abbildung von K; auf K,, welche den 
Schwerpunkt 5 von ¢ auf einen bestimmten (aber beliebigen) Eckpunkt a 
von ¢ abbildet und alle iibrigen Eckpunkte von Kj (die ja zugleich Eck- 
punkte von K, sind) festlaBt. Es existiert sodann ein K,, des Spektrums 
(1) und eine simpliziale Abbildung f von K,, auf K; von der Eigenschaft, 
daB die Abbildung gf von K,, auf K, mit der Projektion 2™ identisch ist. 

Beweis. Man wihle m so groB, da® fiir jedes Simplex ¢t,, von K,,, 
welches mit einem Nachfolger von ¢ benachbart ist, 2™(t,,) zum Stern 
um ¢ gehért. Nach Hilfssatz II ist ein solches m stets vorhanden. Es sei 
a‘”” ein beliebiger Eckpunkt von K,. Zwei Fille sind méglich: 

1. 2™(a™) +a; dann setzen wir f(a) = a™(a™); 

2. a2™(a™) =a; dann unterscheiden wir die weiteren beiden Fille: 


2’. a” gehért zu keinem Nachfolger von t; dann setzen wir 


f(a™) =a (also f(a™) = a (a™)); 
2”. a” gehért zu einem Nachfolger von ¢; dann sei 
f(a) =b. 
Fiir jeden Eckpunkt a“ von K,, ist offenbar 
gf(a™) = ar(a™), 

es bleibt also nur zu zeigen, daB die obige Eckpunktzuordnung tatsichlich 
eine simpliziale Abbildung von K, auf K, bestimmt. 

Jedes Simplex t,, von K,, gehért zu einer der drei folgenden Kategorien: 


I. ¢,, enthalt keinen Nachfolger des Eckpunktes a. In diesem Falle 
gehért »™(t,) nicht nur zu K,, sondern auch zu Kj, und es ist 
f(t,,) = af" (t,). 

Il. ¢,, enthalt mindestens einen Nachfolger des Eckpunktes a, aber 
keiner dieser Nachfolger gehért zu einem Nachfolger von t. In diesem 
Falle wird keine Seite von ¢, auf ¢ abgebildet, folglich gehért a/*(t,,) 
nicht zu den Simplexen von K,, die ¢ als Seite enthalten, ist also unter 
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den Simplexen von K; vorhanden; es ist sodann nach der Vorschrift 
1. und 2”: 


f (ty) = 72" (bn) » 

III. ¢,, enthalt einen Nachfolger von a, und zwar einen solchen, der 
zu einem Nachfolger von ¢ gehért. Somit ist ¢, mit einem Nachfolger 
von ¢ benachbart, und laut unserer Voraussetzung tiber die Zahl m gehért 
ai"(t,,) zum Stern um ¢t. Unter den Eckpunkten von af"(t,,) ist ferner 
bestimmt der Eckpunkt a enthalten. Wir unterscheiden nun zwei weitere Fille: 

III’. ¢,, enthalt keinen Nachfolger von ¢ (d. h. 2*(t,,) enthilt ¢ nicht). 
Dann gehért 2{"(t,,) =(a,a,,...,@,) zum Rande des Sternes um #, folglich 
ist das Simplex (b, a, a,,..., a,) gewiB in K; enthalten. Nun sind aber 
die Bilder der Eckpunkte von ¢,, bei der Abbildung f unter den Punkten 
b,a,a,,...,@, enthalten, so daB f(t,,) eine echte oder unechte Seite des 
Simplexes (b, a,a,,...,@,) und folglich ein Simplex von K; ist. 

ITI”. ¢,, enthalt einen Nachfolger von ¢ (d.h. a*(¢,) enthilt #). 
Dann wird jeder Eckpunkt von ¢,,, der ein Nachfolger von a ist, bei der 
Abbildung f auf b abgebildet; wenn x/"(t,,) = (a, a,,...,@,,@,,4,-++)4,) 
und ¢ =(a,a,,...,@,) ist, so ist f(t,,)=(b,a,,...,@,,@,,,,---,@,), und 
das ist ein Simplex von jong 

Die Eckpunkte von ¢,, werden also in allen Fallen mittels f auf das 
Eckpunktsystem eines Simplexes von Ki abgebildet; f ist also tatsichlich 
eine simpliziale Abbildung, und der Hilfssatz IV ist bewiesen. 

7. Wir beweisen nun den letzten Hilfssatz, aus dem dann der Ein- 
bettungssatz ganz leicht folgen wird. 


Hilfssatz V. Zu jedem Projektionsspektrum 
(1) a ae eer (K,, = 2(K,,,;)) 


laBt sich ein aquivalentes (d.h. denselben Raum approximierendes) Pro- 
jektionsspektrum 


(4) Qi, Qis Qe» Qa, +++ Qa» Qs ++ 


unter folgenden Bedingungen konstruieren. Die Q, bilden eine Teilfolge 
der Km, Qn=Km,, Wahrend fiir jedes h Q; ein Teilkomplex der bary- 
zentrischen Unterteilung von Q, ist. Die Projektionen werden als Ab- 
bildungen g, von Q;, auf Q, bzw. Abbildungen f, von Qa,: auf Q; de- 
finiert, die folgenden Bedingungen geniigen: 

1. Wenn 6 ein Eckpunkt von Q;, also der Schwerpunkt eines Sim- 
plexes ¢, von Q, ist, so ist g,(b) ein Eckpunkt von t,. (Daraus folgt 
insbesondere, daB ein Eckpunkt von Q;, der gleichzeitig Eckpunkt von Q, 
ist, bei der Abbildung g, in sich selbst iibergeht. ) 
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2. Wenn a,,, ein beliebiger Eckpunkt von Q,,:=— Kym,,, ist, so gilt 


Gn fa (Qn41) = Amp*? (Qns1)- 
(0) 


Beweis. Es sei Ki”, K;’,..., Ki", Ki”, K°=K,, Ki” = Kj; die 
endliche Folge von sukzessiven Elementarzerlegungen, die sich dem Hilfs- 
satz III gema8 zwischen K,= Q, und seiner baryzentrischen Unterteilung 
Ki = Q; einschalten |48t. Durch sukzessive Anwendung des Hilfssatzes IV 
erhalt man ein Projektionsspektrum 


Q:, Qi, Ku, Ku,+1; eeey 
welches auf Grund des Hilfssatzes IV den Bedingungen 1 und 2 des Hilfs- 


satzes V fiir Q,,Q{ und K,,—Q, geniigt und im iibrigen mit (1) m- 
sammenfallt. Man nehme an, das Projektionsspektrum 


a ee, RG ey Se 
wire bereits konstruiert, so daB fiir Q:, Qi,..., Qa, Qi, Km, = Qnai die 
Bedingungen 1 und 2 erfiillt sind und die Projextionen fiir K,, (m>m, -+-1) 
mit denen des Spektrums (1) identisch sind. Man schaltet zwischen 
Km, = Qn+1 und seiner baryzentrischen Unterteilung Q,,, wiederum eine 


Kette von Elementarzerlegungen ein und erhalt durch Anwendung des 
Hilfssatzes IV ein Spektrum 


Q:, Q, ses Qa+1, Qiat, Key. Koy. .+1> tees 
wobei wieder alle Bedingungen erfiillt sind. Die durch Fortsetzen des Ver- 
fahrens entstehende unendliche Folge 
Q:, Q, sees Qi; Qi, eee 


mit den zgugehérigen Abbildungen g, und f, geniigt sodann den beiden 
Bedingungen 1 und 2. Aus der Bedingung 2 folgt, daB diese Folge ein 
dem Spektrum (1) aquivalentes Projektionsspektrum bildet, w. z. b. w. 

8. Beweis des Einbettungssatzes. Es sei F ein n-dimensionaler 
kompakter metrisierbarer Raum und 


(1) | eee, Meee (K,, = 2(K,,,,), dim K,, =n) 
ein Projektionsspektrum von F. Auf Grund des Hilfssatzes V besitzt F 
ein Projektionsspektrum 

(4) Q:, Qi, Qe, eral a, 


welches den Bedingungen dieses Hilfssatzes geniigt. 

Man betrachte jetzt einen polyedralen Komplex C, des R*"**, welcher 
ein eineindeutiges simpliziales Bild von- Q, ist; man darf dabei voraus- 
setzen, da8 die Simplexe von C, simtlich einen Durchmesser <1 haben. 
Die baryzentrische Unterteilung von C, bezeichnen wir mit Cj; die Sim- 
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plexe von C; sind kleiner als ari = 9%) Indem man C, bzw. Ci mit 


Q; bzw. Qj als identisch betrachtet, kann man von der Abbildung f, von 
Q. auf C{ sowie von der Abbildung g, von C{ auf C, sprechen. 

Jedem Simplex 7, von C, ordne man eine feste Umgebung U(T,) 
zu, deren Durchmesser kleiner als 1 ist. Diese Umgebungen sollen so ge- 
wahlt sein, da8 zwei disjunkte Simplexe Umgebungen bekommen, die von- 
einander einen positiven Abstand haben. 

Das Bild f,(t,) eines beliebigen Simplexes ¢, von Q, ist ein Sim- 
plex tj von Cj, also ein baryzentrisches Teilsimplex eines gewissen Sim- 
plexes 7’, von C,. Das Simplex g, f,(t,) ist dabei eine echte oder unechte 
Seite von 7, und zwar ist diese Seite jedenfalls unecht (dh. sie fallt 
mit 7, zusammen), wenn die Dimensionszahlen von t, und zt, gleich sind. 

Man Andere jetzt die Abbildung f, von Q, auf C{ unter Wahrung 
ihres simplizialen Charakters durch eine kleine Verriickung der Bildpunkte 
der Eckpunkte von Q, zu einer topologischen Abbildung f; von Q, auf 
einen Komplex C, ab, und zwar sollen die Verriickungen der Bildeckpunkte 
so gering sein, daB das Bildsimplex f/(t,) = 7, in U(7,) liegt und noch 
immer kleiner als g ist. Der Projektionsabbildung 2 =—g,/f, von Q, auf 
Q, bzw. C, entspricht (vermége der Homéomorphie f; zwischen Q, und C,) 
eine Abbildung von C, auf C,, die ebenfalls Projektion genannt und mit 
a bezeichnet werden soll. 

Dabei gilt die Relation 


(5,) T,C U(T,), 


und 2(T7,) ist eine echte oder unechte Seite von 7,, die notwendig mit 
T, zusammenfallt, wenn die Dimensionszahlen von J, und von 2(T,) 
gleich sind. 

SchlieBlich wahlen wir eine U(T,)CU(T,) so, daB dabei disjunkten 
Simplexen positiv-entfernte Umgebungen zugeordnet werden und da8 der 
Durchmesser von U(T,) stets <q ist. 

Man nehme jetzt an, daB die Komplexe Q,, Q,,..-,Q,, durch ein- 
eindeutige simpliziale Abbildungen als Polyederkomplexe C,, C,, ..., C,, 
in den R°"** bereits eingebettet sind; daB8 den Projektionen von Q,,, 
auf Q@; (1<t<m—1) Projektionen von C,,, auf C, entsprechen und fiir 
jedes Simplex 7; von C; (1<i<m) eine feste Umgebung U(7,) gewahlt 
ist, die kleiner als g‘~* und so beschaffen ist, da8 disjunkte Simplexe Um- 
gebungen bekommen, die voneinander eine positive Entfernung haben. 


*) Wenn der Durchmesser eines n-dimensionalen Simplexes « ist, so ist der 


Durchmesser eines Simplexes seiner baryzentrischen Unterteilung Saar a. 
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Ferner soll U(7;,,) in einer U(T;) liegen, wobei 7;>2(7;,,) und ins- 
besondere 7; = 2(T7;,,) ist, wenn die Dimensionen von 7;,, und 2(7; 
zusammenfallen. 

Indem wir zwischen Q,, und C,, nicht unterscheiden, betrachten wir 
die Abbildung /,, von Q,,,, auf die baryzentrische Unterteilung C’, von C,. 
Da die Simplexe von C,, kleiner als g”~* waren, sind diese von C’, kleiner 
als gq"; wenn t,,,, ein beliebiges Simplex von Q,,,, ist, so ist f,,(t,,,,) 
ein baryzentrisches Teilsimplex eines bestimmten Simplexes 7, von C,, 
zu dem auch g, f,,(t,,,,) =2(t,,,,) als echte oder unechte Seite gehért; 
wenn dabei ¢,, , , die gleiche Dimensionszahl wie x (t,, , ,) hat, ist 2(t,,, ,) = T,,. 
Man Andere jetzt die AbLildung f,, unter Wahrung ihres simplizialen Cha- 
rakters durch eine kleine Verriickung der Bildpunkte der Eckpunkte von Q,, , , 
zu einer topologischen Abbildung f,, von Q,,,, auf einen Komplex C,,, 
ab; dabei sollen die Verriickungen der Bildeckpunkte so gering sein, da8 
f..(tms1) = Tn4, in U(T,,) liegt und noch immer kleiner als g™ ist. Die 
Projektion x=g,f,, von Q,,, auf Q, bzw. C,, geht in die Projektion 
von C,,,, auf C, iiber, und, wenn man mit 7, ,, ein willkiirliches Simplex 


von C,,,, bezeichnet, gibt es in C,, ein solches T,,, dab 
(5,,) Tari U(T,); Tb. > (Tyas) 


wobei, wenn die Dimensionszahlen von 7|,,, und 2(7,,,,) gleich sind, 
die Simplexe 7, und 2(7,,,,) zusammenfallen. SchlieBlich wahlen wir 
fiir jedes T,., von C,,, eime U(T,,,)CU(T,,); diese Umgebungen 
sollen <qg™ sein und die Eigenschaft haben, daB disjunkten Simplexen 
positiv entfernte Umgebungen entsprechen. 

Die Induktion geht also weiter; wir merken uns noch, daB aus (5, ) die 
Ungleichung 


(6) @( Tana» *(Tu41)) <9" 


folgt. 
9. Jedem Punkt xz von F entspricht eine Kette des Projektions- 
spektrums 


+1) 


; a sve Qaas tees 
also eine Kette 
(7) AL ee 
des Projektionsspektrums 
(8) ot RRR 


Da die Dimensionszahlen der Simplexe von (7) mit wachsendem m 
jedenfalls nicht abnehmen kénnen und andererseits immer héchstens gleich n 
bleiben, mu8 von einem bestimmten m, an 


dim T, = dim Thyi =... 
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und folglich fiir alle m > m, 

U(Tm+1) C U(Tm) 
sein. Da 5U(Tm) kleiner als g”~* ist, konvergieren die Simplexe 7, gegen 
den einzigen Durchschnittspunkt der U(77), «= m,; diesen bezeichnen 
wir mit w(x). Dabei gilt nach (6) folgende Abschatzung 


(9) e(p(z), Ta) S 3 le (I, Mis) +0 (Tha) < Sg *+4'*) <2. 


10. Wir beweisen jetzt der Reihe nach folgendes. 

1. Die Abbildung p ist stetig. 

Man wiahle in der Tat einen beliebigen Punkt x, von F und eine 
positive Zahl «. Ihm entspricht eine Kette des Projektionsspektrums (8): 


mpenlFl s AE s.0+u Maguscade 





Wir wahlen m so groB, daB dim TO — dim Oo = ... und 
gq? 
i-¢ <€ 


ist. Es sei x ein beliebiger Punkt der m-ten Umgebung*) von 2, 
d. h. es sei 

wom (77, Te, «+5 Tens +s) 
wobei fiir 1<i<m das Simplex 77 eine echte oder unechte Seite 
von T,° ist. Dann ist zunachst 


p(a)CU(Te’), d(U(TS)) <q" <e, 
also 


(10) o( (xo), Ta”) <e. 
Wegen (9) ist (unter Beriicksichtigung der Relation Ti, Ty’) 


(11) o(p (2), TS) < 0(p (2), Ta) <2 — <2, 
also nach (10) und (11) 


o (p(x), p(xo)) < o(y (x), Tm’) +45(Tm’) + (Tm 's P (%0)) < 48, 
womit die Stetigkeit von » bewiesen ist. 

Die Bildmenge @ von F ist als stetiges Bild eines kompakten metrischen 
Raumes in sich kompakt; ® ist also eine beschrinkte abgeschlossene 
Menge des R*"*?. 

2. Die Abbildung yp ist eineindeutig. Denn sind x und zx’ zwei ver- 
schiedene Punkte von F, so sind die betreffenden Ketten nicht benachbart, 
d. h. von einem gewissen m an sind die Simplexe Tx und 7,, zueinander 


®) Alexandroff, a.a.O. S. 108. 
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fremd. Wir nehmen dieses m eogleich so groB, daB dim T, = dim Ta41 =... 
und dim 77 = dim T7,, =... ist. Da die zugehérigen Umgebungen U (7,2) 
und U(72 ) voneinander einen positiven Abstand haben und die Punkte z 
und z’ in U(T2) baw. U(Tia ) liegen, sind sie gewi8 verschieden. 

Eine eineindeutige und in einer Richtung stetige Abbildung eines 
kompakten Raumes ist bekanntlich eine Homéomorphie’®). Somit sind F 
und ® homéomorph, und der Einbettungssatz ist bewiesen. 

Korollar. Fiir jeden kompakten metrischen Raum F der Dimension n 
kann man stets im (2 +1)-dimensionalen Euklidischen Raum eine Teil- 
folge C,, C,,..., C,,,... von n-dimensionalen polyedralen Komplexen finden, 
deren topologischer Limes existiert und mit F homéomorph ist; dabei kann 
man die Folge C,, C,,..., C,,,--- 80 konstruieren, dab, wenn ein endlicher 
Abschnitt von ihr (C,, C,,..., C,,) schon konstruiert ist, der Komplex C,, ,, 
in eine beliebig kleine Umgebung von C,, verlegt wird. 

Diese Bemerkung folgt unmittelbar aus dem obigen Beweis des Satzes. 

11. Zusatz. Hine stetige Abbildung f eines n-dimensionalen kompakten 
metrischen Raumes F in einen Euklidischen Raum R von einer Dimension 
=>2n-+1 kann durch eine beliebig kleine stetige Abdnderung in eine 
Homéomorphie verwandelt werden. 

Man betrachte wieder die Projektionsspektra (1) bzw. (4) von F. 
Jedes Q, kann als Nerv einer ¢,,-Uberdeckung P,, von F, bestehend aus 
den Mengen 

Se Biss ++«> Mame 


aufgefaBt werden. Diesen Uberdeckungen entsprechen Uberdeckungen 
f (Fm), f(Fm’)» «+++ f(Fm™) 


der Bildmenge f(¥'), und man kann von vornherein die «,, so klein wahlen, 
daB schon die f(F{") samtlich kleiner als das beliebig vorgeschriebene 
«> 0 sind. Den Eckpunkten. von Q,, sind eineindeutig die Mengen F°, 
folglich auch die Mengen f(F<)) zugeordnet. Man wahle nun die den Eck- 
punkten von Q, entsprechenden Eckpunkte c; von CO, (Nr. 8) so nahe zu 
den betreffenden Mengen f (Fi ), daB die Entfernung von ci bis f ( Fi ) kleiner 
als « und jedes Simplex 7, von C, kleiner als 2« ist; auch die Um- 
gebungen U(7',) wahle man kleiner als 2¢. Sodann fiihre man die Kon- 
struktion des Projektionsspektrums 


(8) a 


wortlich wie in Nr. 8 aus, mit dem einzigen Unterschied, daB jetzt die 
Umgebungen U(T7,,) der Simplexe von OU, sinngema8 kleiner als 2ag”~* 


%) Siehe z. B. Hausdorff, Mengenlehre (zweite Auflage), S. 196. 
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sein sollen, was zur Folge hat, daB auf der rechten Seite der Ungleichung (6), 
sowie im letzten Glied der Formel (9) der Faktor 2a hinzukommt. 
12. Genau wie friiher unterscheiden wir zwischen Q,, und C,, nicht mehr. 
Das Projektionsspektrum (8) definiert nach Nr. 9 und 10 eine topo- 
logische Abbildung y von F auf eine abgeschlossene beschrankte Menge ® 
des Raumes R. Wir behaupten, daf fiir jeden Punkt x von F die Ent- 


fernung zwischen f(x) und (x) kleiner als ms tst; mit dieser Behauptung 
ist auch der Zusatz bewiesen: um die stetige Uberfiihrung von f in » zu 
erhalten, braucht man ja nur jeden Punkt f(z) bis zum Punkte ¢(z) 
wahrend derselben Zeiteinheit gleichférmig und geradlinig laufen zu lassen. 
Unsere Behauptung beweist man aber so. Ist 
Lt) Ae, Ae ee 
ein Punkt von F, ¢, ein Eckpunkt von 7, F, die diesem Eckpunkt ent- 
sprechende Menge der Uberdeckung P,, so liegt z in F,, f(x) in f(F,). 
Unter Beriicksichtigung der am Schlu8 der vorigen Nummer gemachten 
Bemerkung folgt aus (9) 


o(9 (2), TY) < 


4 
> also o((zx),¢,) <ta5+ 2a 


und 
o(y (zx), f(x)) < o(y (zx), ¢,) + o(¢,, f (F,)) + 6f(F,) 
< (7X +20) +a+20< i 





9a 
—q’ 


w. z. b. w. 


(Eingegangen am 5. 2. 1931.) 











Bemerkungen zum Mengerschen Einbettungssatz. 


Von 
Georg Nébeling in Wien. 


In dem vorstehenden ,Beweis des Mengerschen Einbettungssatzes* 
von L. Pontrjagin und G. Tolstowa wird der Einbettungssatz durch einen 
Zusatz iiber die beliebig kleine Abanderung einer eindeutigen, stetigen 
Abbildung in eine Homéomorphie verscharft. Anderseits wurde in einer 
kiirzlich erschienenen Arbeit’) statt der Einbettbarkeit in den R*"** 
sogar die Einbettbarkeit in eine Universalmenge bewiesen. Wir wollen 
zeigen, daB man aus jedem dieser beiden Beweise durch eine geringe 
Modifikation beide Verschirfungen, und zwar zu einer einzigen Aussage 
kombiniert, herleiten kann. 


Im k-dimensionalen Euklidischen Raum R* bezeichnen wir mit U;* die 
n-dimensionale Menge aller Punkte mit héchstens n rationalen Koordinaten. 


Ist nun F ein kompakter Raum von einer Dimension n < Ld und f(F) ein 


eindeutiges, stetiges Bild von F im R“, so behaupten wir: f(F) lapt sich 
durch eine beliebig kleine Abdnderung*) in eine zu F homéomorphe Teil- 
menge © von U; iiberfithren. 

Zum Beweise schreiben wir zuniachst das Komplement R*— U,' als 
Summe von abzahlbar vielen (k — n — 1)-dimensionalen Ebenen £,, £,, ... 
von denen jede aus allen Punkten mit n-+1 festen, rationalen Koordi- 
naten besteht. Nun fndere man in Nr. 8 bzw. 11 der vorstehenden 
Arbeit die induktive Konstruktion der Komplexe C,, und der Um- 
gebungen U(T7.,) folgendermaBen ab. Nachdem man den Komplex, 
C..4,; (m=1,2,...) bereits so gewahit hat, daB (5,,) gilt, macht man 
ihn durch eine kleine, die Giiltigkeit von (5,,) nicht stérende Eckpunkts- 

1) Nébeling, Math. Annalen 104, 8.71. ~ 

*) Damit ist gemeint, daB fiir jeden Punkt aus F die beiden in f(F) und @ 
liegenden Bildpunkte einen beliebig kleinen Abstand haben. 
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verriickung zu Z,, fremd; sodann wahit man die Umgebungen U(7’,, , ,) so 
klein, daB sie auBer den unter Nr. 8 bzw. 11 formulierten Eigenschaften 


noch die weitere besitzen, daB die Durchschnitte U(T7., , ,)- H,, leer sind. Da 


jeder Punkt der Menge @ fiir jedes m in einem U(T7,,,,) und daher in 
keinem ZH, enthalten ist, so ist ® eine Teilmenge von UF, w.z. b. w. 

Den zweiten Beweis*) hat man folgendermaBen zu modifizieren. Man 
liest statt 2n-++1 und U, immer k und U*, versteht unter M, (dieser 
Menge entspricht bei uns die Menge /(F’)) das vorgegebene eindeutige, stetige 
Bild von M und unter ¢, eine beliebige positive Zahl. Da M, beschrainkt 
ist, diirfen wir die Z; so numeriert annehmen, daB 6(M,, Z,)>0 ist. 
LaBt man die iibrigen Argumentationen unverindert, so folgt aus (9) und (19), 
da8 M* (bei uns ®) aus M, durch eine Abanderung < e, hervorgeht, w. z. b. w. 

Ist F eine Teilmenge des R* von einer Dimension n < + so folgt 
aus dem Bewiesenen, wenn man unter /(F’) die identische Abbildung ver- 
steht, daB man F durch eine beliebig kleine Abianderung in U; einbetten 
kann*). Da weiter jede (k —1)-dimensionale Ebene des R*, welche aus 
allen Punkten mit fester rationaler Koordinate besteht, mit U* einen (n — 1)- 
dimensionalen Durchschnitt hat, so ergibt sich als weitere Konsequenz: 
eine kompakte Teilmenge des R* mit einer Dimension n < Ld 1aBt sich 


durch eine beliebige kleine Abanderung in eine homéomorphe Menge # 
iiberfiihren, deren Punkte in beliebig kleinen Wiirfeln (nicht nur Umgebungen 
schlechthin) enthalten sind, deren Begrenzungen mit ® einen héchstens 
(n — 1)-dimensionalen Durchschnitt haben. 


’) Fir n 2+ ist dies noch unbewiesen. Man kann vorlaufig F nicht einmal in 


US oder eine andere Universalmenge einbetten. 


(Eingegangen am 8. 6. 1931.) 





Die Homoiomorphie der kompakten konvexen Mengen im 
Hilbertschen Raum. 
Von 
Ott-Heinrich Keller in Frankfurt a. M. 
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Einleitung. 


Mit vorliegender Arbeit soll der Versuch gemacht werden, das Element 
der kombinatorischen Topologie fiir den Hilbertschen Raum zu definieren. 

In endlichen Dimensionen kénnen wir das Element definieren als kom- 
pakte konvexe Menge, die ein Gebiet enthalt. Diese beiden Eigenschaften 
schlieBen sich aber im Hilbertschen Raum aus, und zwar kann niemals 
eine Menge, die ein Gebiet enthalt, einer kompakten Menge homoiomorph 
sein. Wir miissen also in unsrer Definition die eine Eigenschaft fordern und 
somit die andere ausschlieBen. 

Fordern wir, daB die Menge ein Gebiet enthalte. Die Homoiomorphie 
aller derartigen Mengen la8t sich beweisen wie in endlichen Dimensionen. 
Aber die Klasse der zugelassenen Mengen ist zu klein; ganz wesentliche 
Gebilde, wie Simplex und Fundamentalquader, bleiben ausgeschlossen. Zudem 
ware es von Vorteil, wenn man jeden Punkt durch Festlegung einer hin- 
reichend groBen, aber endlichen Anzahl seiner Koordinaten beliebig genau 
bestimmen kénnte. Dies ist aber bei Gebieten nicht méglich. 
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Fordern wir Kompaktheit, so sind diese Mangel behoben. Da aber 
die Elemente einander homoiomorph sein sollen, fragt es sich, ob wir nicht 
zu wenig gefordert haben, ob auch alle konvexen kompakten Mengen des 
Hilbertschen Raumes, die sich nicht schon in einen euklidischen Raum 
einbetten lassen, wirklich homoiomorph sind. Mit dieser Frage hat sich 
der Verfasser auf Anregung von Herrn Alexandroff befaBt. 

In § 1 bis 5 sollen einige Hilfssétze und Hilfsbegrifie gebracht werden, 
mit deren Hilfe sich in § 6 die Homoiomorphie leicht beweisen la8t. Der 
Grundgedanke des Beweises ist, die Projektionen der Mengen in euklidische 
Raume immer hoéherer, aber endlicher Dimension einander zuzuordnen. 

Es wirft sich noch folgende Frage auf: Mengen, die ein Gebiet ent- 
halten, sowie Mengen endlicher Dimension haben Randpunkte und innere 
Punkte, die sich bei keiner homoiomorphen Abbildung ineinander iiberfiihren 
lassen. Kompakte Mengen bestehen aber aus Randpunkten. Nun fragt es 
sich, kann man Analoga dieser Begriffe finden; gibt es topologisch invariante 
Teilmengen einer konvexen kompakten Menge? Es wird sich zeigen (§ 7), 
daB es das nicht gibt, daB sich jeder Punkt in jeden andern durch eine 
homoiomorphe Abbildung der Menge auf sich selbst iiberfiihren lat. Eine 
Folge davon ist, da8 sich der Begriff der Sphdre, die ja in endlichen Di- 
mensionen die Begrenzung des Elementes war, nicht unter Beibehaltung 
der Kompaktheit auf den Hilbertschen Raum iibertragen 1aBt. 


§ 1. 
Schalenpunkte und Kernpunkte. 


Eine kompakte Menge hat keine inneren Punkte, und wie sich spater 
zeigen wird, laBt sich auch kein Analogon dazu bilden. Fiir den Gang der 
Untersuchung ist es jedoch von Vorteil, ein solches Analogon einzufiihren, 
auch wenn es sich spater als unhaltbar herausstellen wird. 

Eine Ebene sei eine Punktmenge, die auBer je zweien ihrer Punkte P* 
und P* auch alle Punkte der durch P* und P* bestimmten Geraden enthiit. 

Eine Stiitzebene an eine Menge 22 sei nach Minkowski eine Ebene, die 

1. den Raum teilt, aber die Menge nicht teilt; 

2. mindestens einen Punkt P*€ 9 enthalt und mindestens einen 
Punkt P*€ M nicht enthiilt. 

Minkowski zeigte*), daB man durch jeden Randpunkt einer konvexen 
kompakten Menge endlicher Dimension eine solche Stiitzebene legen kann. 

Wir kénnen diese Tatsache geradezu als Definition des Randpunktes 
ansehen; und diese Definition l48t sich auch auf kompakte konvexe Mengen 
des Hilbertschen Raumes iibertragen. 


1) Minkowski, Geometrie der Zahlen, Kap. I, § 16. 
Mathematische Annalen. 105. 
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Definition. Ein Punkt PEM heibe Schalenpunkt, wenn es eine 
Stiitzebene durch ihn an die Menge gibt; andernfalls heiBe er Kernpunkt. 

Sei nun P ein Kernpunkt, g eine Gerade durch P, J das Intervall, 
das die Menge 9% auf g ausschneidet, HZ, und ZL, die Endpunkte von J. 
Dann gilt der 

Satz 1. Alle inneren Punkte von J sind Kernpunkte von MR. 

Angenommen, es giibe auf g zwischen EZ, und Z, einen Schalenpunkt 8; 
die Stiitzebene durch S darf die Punkte Z, und £, nicht trennen, muf 
demnach die ganze Gerade g und somit auch den Kernpunkt P enthalten, 
was nicht méglich ist. 


§ 2. 
Bezeichnungen. 


Es bezeichne im folgenden: 
Ein Index rechis unten die Ordnungszahl der Koordinate. 
Ein Index rechis oben eine Spezialisierung auf bestimmte Werte. 


Ein Index links oben den Hilbertschen Raum und sein Koordinaten- 
system (wenn von mehreren Raumen die Rede ist). 

Es fiihre jeder Punkt die Indizes der Mengen, deren Element er ist, 
und jede Koordinate die Indizes des Punktes, den sie festlegt. 

Ein groBer lateinischer Buchstabe bezeichne einen Punkt, oder auch, 
ebenso wie x, die Gesamtheit seiner Koordinaten. Es sei 


1 a ee” oF ned 23 
[P—P*l=|r—2 = 2 (% —2,) 
v=1 
q,, bezeichne die Gesamtheit der ersten nm Koordinaten x, ...2,, 1, die 


nn 
Gesamtheit der iibrigen Koordinaten z, ,,, 2.4, ---- 


Sei 
jax—azP—S(at— a3; [rk —atf—_3 (a! — apy. 


Es ist dann | 
le*—z*/S 1a — a8|+ it} —23I, 
denn es ist 
Jet — a= lag — ashley — PS (145 — as + les — tel)’. 


Sei Q} die Menge aller Punkte, fiir die q, =i. Sei M, die Menge 
aller Q,, die mindestens einen Punkt P€ WM enthalten. M, laBt sich als 
Punktmenge in einem n-dimensionalen Raume deuten. Wir gewinnen diese 
z. B. durch Projektion von I in den “Raum r, = 0. 

Den Ausdruck [qi —q?| wollen wir auch die q,-Entfernung der 
Punkte P* und P* bzw. der Mengen Q) und Q; nennen. 
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§ 3. 
Einfiihrung des Koordinatensystems. 


Wir beziehen nun die Menge 9% auf ein. orthogonales Koordinaten- 
system, das wir auf folgende Weise konstruieren wollen. Sei S° ein be- 
liebiger Punkt der Menge; wir machen ihn zum Koordinatenanfangspunkt. 
Angenommen, wir hitten die Punkte 8°, S*, S*,..., S"~* schon definiert, 
und zwar so, daB wir keinen (nm — 2)-dimensionalen Raum durch sie hin- 
durchlegen kénnen. Der von diesen Punkten aufgespannte (mn — 1)-dimen- 
sionale Raum mége St"~* heiBen. Es seien ferner die ersten (n — 1) 
Achsen 2,, %,...,%,_, schon festgelegt, und zwar mége jede von ihnen 
ganz in R"~* liegen. 

Es sei nun §" ein Punkt der Menge, dessen Abstand von R"~* einen 
denkbar gréBten Wert d, hat. Wegen der Abgeschlossenheit von 2 gibt 
es immer einen solchen Punkt. Es ist d,> 0, da sich sonst die Menge I 
schon in den euklidischen Raum t"~* einbetten lieBe. 

Durch S" und "~* legen wir den n-dimensionalen Raum ft". Die 
z,-Achse des gesuchten Koordinatensystems sei die auf R"~* senkrechte, 
ganz in KR" verlaufende Gerade durch S°. 

Satz 2. Hine beschrankte Menge 2 ist dann und nur dann kompakt, 
wenn die Folge der d, gegen 0 konvergtert. 

1. In einer kompakten Menge konvergiert jene Folge gegen 0. Denn 
angenommen, es bliebe d, >d > 0 fiir jedes n; dann wire | S°— S“| >d 
fiir » + 4 nach Definition der GréBen d,. Die Folge S°, S*,... hatte also 
keinen Haufungspunkt, entgegen der Annahme. 

Die unendliche Reihe 

|P*— P*'= 3 (2! — 23)" 
y=1 
konvergiert gleichmaBig fiir alle Punktepaare der kompakten Menge ‘IM. 
Denn es ist nach Definition von d, 
S (a) — a2) =| rt — 12? <2 ((rtP+|e2P) <4’. 


v=n+1 
2. Konvergiert die Folge der d, gegen 0, so ist die Menge kompakt. 


Sei m°C M eine beliebige unendliche Teilmenge. Unter Benutzung 
der Beschrinktheit kénnen wir aus m° nach dem Diagonalverfahren eine 
Folge so auswihlen, daf die Werte jeder Koordinate x, gegen einen Wert 2% 
konvergieren. Wir wiahlen zu diesem Zweck aus m° eine Folge m? von 
Punkten P™, P™*,... so aus, da8 ihre x,-Koordinaten gegen x;* konver- 
gieren; aus m* wihlen wir eine Folge m* von Punkten, P™, P™,... aus, 
deren x,-Koordinaten gegen zg konvergieren usw. Dann konvergiert jede 
49* 
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Koordinate der Folge P™, P™,... gegen x*. Der Punkt P*(r*) ist Hau- 
fungspunkt dieser Folge; denn nach Annahme gibt es bei beliebig vorge- 


gebenem «> 0 eine Zahl n und eine Zahl N derart, daB d,<z, also 
lrg — xt |< 5 (»>n), und gleichzeitig |qz*—q¢|<4 (> >N). Dann ist 


lxrr—x*|<Slar’—aqt|+|ry—rt|<Se (»>n,N). 


Die gewahlte Teilmenge m° hat also einen Haufungspunkt, und die Menge IN 
ist kompakt. 


§ 4. 
Elliptiseche Konvexheit. 


Satz 3. Jede Menge enthdlt mindestens einen Kernpunkt. 

Zum Beweise zeige ich, daB jede Menge einen Quader enthilt. Der 
Mittelpunkt dieses Quaders wird sich dann als Kernpunkt herausstellen. 

Sei Y der gesuchte Quader. YW, sei die Strecke }d,< 2, < 2d, auf 
der z,-Achse. Angenommen, wir hiatten 8, _, schon gefunden. Sei fiir 
seine Punkte 4g, ,<4,_,5%9,-1- %8,_, liege ganz im Innern des 
Simplex S°, S’,..., 8"~*. 

Dann gibt es eine kleinste q, ,-Entfernung e¢,>0 der Punkte von 
%,_, vom Rande des Simplex. Die gréBte q, ,-Entfernung der Rand- 


punkte des Simplex von S” sei f,. Sei g, = ats - Dann liegen die Punkte 


Qu(3Gn-aS 1S $8n-13 0S 2,<9,) in dem Simplex S°, S*,..., 8°, 
und die Punkte Q,(39,< 4, <$4g,,) sind innere Punkte dieses Simplex. 
Die Menge aller dieser Punkte sei %,. Der Quader W(ig<r< 2q) 
liegt dann ganz in der Menge QI. 

Bezeichne fiir einen Augenblick Ri die Menge aller Punkte von %, 
fir die r,=r}. 

Angenommen, der Mittelpunkt M° (r°= 4) von ¥8 wire Schalenpunkt 
von WW; dann gibe es eine Stiitzebene Y durch M°. Diese diirfte die 
Punkte des n-dimensionalen Quaders Ry (x, =ig,) (y >) nicht trennen, 
enthielte aber seinen Mittelpunkt. = enthilt ihn also ganz, enthilt alle 
Koordinatenachsen und somit den ganzen Hilbertschen Raum. Die An- 
nahme, = sei Stiitzebene und M° sei Schalenpunkt, ist damit widerlegt. 





Fiir die spateren Untersuchungen brauchen wir noch eine Eigenschaft 
der Menge, die sie im allgemeinen nicht hat, die wir ihr aber durch eine 
Umformung des Hilbertschen Raumes °© in *$ geben kénnen: die ellip- 
tische Konvexrhett. 
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Wir wollen eine Menge elliptisch konvex nennen, wenn die Verbin- 
dungsstrecke je zweier Punkte der Menge ganz aus Kernpunkten der Menge 
besteht. 

Sei °M eine konvexe Menge, °M einer ihrer Kernpunkte. Wir wollen 
nun durch eine Transformation des ganzen Raumes die Menge °§% in eine 
elliptisch konvexe Menge * I iiberfiihren. Es mégen sich dabei die Punkte °P 
und *P entsprechen; es sei°M=*M, und °r =|°P—°M|; *r =|*P—*M]. 

Die Zuordnung von °P und *P soll nun auf folgende Weise geschehen: 

1. °P,*P, und °M sollen in einer Geraden liegen, und zwar *P zwischen 
°P und °M. 


2. *r sei eine monoton wachsende stetige Funktion von °r, und me 


nehme monoton ab. Der Fall, daB +r oder = lings eines Intervalls der 


°r-Geraden konstant bleibt, sei hierbei ausgeschlossen. So kénnen wir z. B. 


setzen: 
0 ir-b °r.b 


ad Se ie ee 
wobei 6 eine beliebige, aber feste von Null verschiedene endliche Zahl sei. 
Diese Zuordnung des Hilbertschen Raumes °% auf die Kugel *r <b 
im Hilbertschen Raume *§ ist im Endlichen eineindeutig und beider- 
seits stetig. 
Sei °g* eine beliebige Gerade, °g* ihr Spiegelbild in bezug auf °M. 
°9', °g* und °M bestimmen dann eine Ebene €. Bei geeigneter Wahl 
eines Anfangsstrahls in € haben °g* und °g® die Gleichung 


(°r)* cos*y = a?. 
Bei der oben ausgefiihrten Umformung gehen sie iiber in die Hilipse 


1 1 : 1 1 
ty) tine cma 
mit dem Mittelpunkt °M und der groBen Achse 6 in der Ebene ©. Sind 
*P* und *P* zwei beliebige Punkte der Menge. Dann liegt der sie ver- 
bindende Ellipsenbogen mit dem Mittelpunkt °M und der groBen Achse b 
ebenfalls in *9%. Ein innerer Punkt *P der Verbindungsstrecke *P* *P* 
liegt im Innern des Intervalls, das*9 auf der Geraden °M*P ausschneidet 
und ist nach Satz 1 Kernpunkt. *2t ist also elliptisch konvex. 


cos” ( 


§ 5. 
Hoch- und Tiefpunkte. 


Unter einem Hochpunkt P(t) bzw. einem Tiefpunkt ,P(,?) n-ter 
Ordnung wollen wir einen Punkt verstehen, der unter allen Punkten einer 
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Menge Q,_, der x,-Koordinate ihren gréSten bzw. kleinsten Wert erteilt. 
Hoch- und Tiefpunkte wollen wir auch mit dem gemeinsamen Namen 
Endpunkte bezeichnen _P(,r): Ferner sei 

R die Menge aller Hochpunkte n-ter Ordnung, 

we die Menge aller Tiefpunkte n-ter Ordnung, 

R die Menge aller Endpunkte n-ter Ordnung. 

Satz 4. Endpunkte sind Schalenpunkte. 


Denn in der Menge I, ist Q , als Streckeq, .=q}_,, ,ti<a< x}, 


nn —n'n 


~ 


x 
os x 
Nach Minkowski gibt es eine Stiitzebene >” durch ,P* an M,. 

Jeder Punkt von >” ist eine noch unbestimmte Punktmenge a 
fiir die q,_,—4,_,- Wir bestimmen nun: Eine solche Menge Q,_, sei 
die Gesamtheit aller Punkte P€ , fiir die q, ,=—{9,_, ist. Die Ebene = 
mége nun aus allen Punkten bestehen, die in einer in >’ gelegenen 
Menge Q,_, liegen. ¥ ist dann Stiitzebene an WM, denn eine Menge Q,_, 
gehért nur dann zu Y,, wenn M@ und Q,_, einen Punkt gemeinsam haben. 


als Endpunkt davon und somit als Randpunkt von YW, zu deuten. 


Satz 5. Es gibt in jeder Menge Q 
einen Tiefpunkt n-ter Ordnung. 


an. mur je einen Hochpunkt und 
, ‘. 
Angenommen z. B. es gabe in Q} ._; zwei Hochpunkte © und Bo 

, , 
so bestiinde die Verbindungsstrecke A Do aus Hochpunkten von a 
also aus Schalenpunkten, im Widerspruch mit der elliptischen Konvexheit. 


, e x 1 . oe 
Ist zi= 2! oder , «zi'=, ,x}, so besteht Q , aus einem einzigen 


n-l n-l n 
U « , x 
Punkte ,P* =, P* bzw. ,P’=,_,P’. 
Denn jeder andere Punkt wire ebenfalls Endpunkt n-ter bzw. (n—1)-ter 
Ordnung. 


n-—1 


Satz 6.. Hine Menge Q,, besteht entweder aus einem einzigen End- 
punkt n-ter Ordnung, oder sie laBt sich in keinen euklidischen Raum 
endlicher Dimension einbetten. 

Fiir n = 0 besagt dies, daB sich Q, = nicht in einen Raum end- 
licher Dimension einbetten laBt. Dies haben wir von 2% vorausgesetzt. 

Angenommen, wir hatten den Satz schon fiir » =1, 2,...,n—1 be- 
wiesen. Angenommen, Q) lieBe sich in einen euklidischen Raum h-ter Di- 
mension € einbetten und bestiinde nicht aus einem Endpunkt n-ter Ord- 
nung. Nach Satz 5 kann Q) iiberhaupt keinen Endpunkt n-ter Ordnung 
enthalten. . 

Die Strecke ,P',,P* trifit Qi}, denn es gibt auf ihr einen Punkt der 
Menge, fiir den g,=q'. Es gibt also einen euklidischen Raum (h + 1)-ter 
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Dimension ©’, der © umfaBt und die Punkte »PTE Qi_, und ,P’€ Q)_, 
enthalt. Qj_, liegt dann ganz in ©’, ohne in einen Punkt ae auszuarten. 

Denn angenommen, es gabe einen Punkt P*E Qi-1, P*¢G’. Sei 
0. B.d. A. 22 < 2}. Die Verbindungsstrecke s = P* .P? trifft Q} in einem 
Punkte P*. Denn auf s ist G,-1 = Wy 2? S2.s,2!', und daher in 
einem Punkte P*€s gerade z,—2,. Dann liegt PPEQLC ECE’; 
Pre &’, also die Gerade _P P* in © und P*€ &’ entgegen der Voraus- 
setzung. 0... lige also ganz in ©’, was nach Annahme nicht méglich ist. 

Satz 7. Es ist | R+, ,R—D(,R, MR), die Menge aller End- 
punkte (n —1)-ter Ordnung gleich dem Durchschnitt der Menge der Hoch- 
punkte und der Menge der Tiefpunkte n-ter Ordnung. 


1. Ist ein Punkt zugleich Hoch- und Tiefpunkt n-ter Ordnung, so 
besteht die Menge Q,-; aus diesem einen Punkt (nach Satz 5). Dieser 
Punkt ist dann nach Satz 6 Endpunkt (nm — 1)-ter Ordnung. 

2. Ein Endpunkt (nm — 1)-ter Ordnung ist gleichzeitig Hoch- und Tief- 
punkt n-ter Ordnung; denn nach Satz 5 besteht Qi_; aus einem ein- 
zigen Punkt. 


Satz 8. Die Mengen we und nt sind stetige Funktionen von q,,_,- 
Angenommen, es giibe eine Wertefolge q_,,q?_,,... mit einem Hau- 
fungswert j,,_,, ohne daB sich die zugehérigen Hochpunkte gegen ,P hauften. 
Da IN kompakt ist, hiufen sie sich gegen einen andern Punkt P*, und es ist: 
G,-1= 4-1 at <,z,. 
6... enthalt also mindestens zwei Punkte, P* und PB und _P kann nach 
Satz 5 nicht Endpunkt (nm —1)-ter Ordnung sein. Es gibt also eine kleinste 
q,,,-Entfernung e >0 von ,P von allen Punkten aus a. 

Ich verbinde ,P mit allen Punkten von att. Die Punkte dieser 
Verbindungsstrecken seien P. Es gibt dann in jeder Menge Q, , einen 
Punkt P. Denn in M, trifft der Strahl ,PQ,_, den Rand in einem 
Punkte ,_ P, besteht also aus Punkten P. 


, 
Fiir |G,-1—4,_1| Szq-e wird |Z, —,,%,| <e. Fir verschwindendes 


'G,.-1— 4,3] konvergiert also Z, gegen ,z,. Da nun in jeder Menge 


n 
4 


¢... 4s Ze? konnen die Werte ,z, bei verschwindendem |§,_,— <3! 
z, als Funktion von 


nicht gegen x* <2, konvergieren. Die Annahme, ,7z, 
4,; habe in , P eine Unstetigkeitsstelle, ist damit widerlegt. 


Analog ist der Beweis fiir Tiefpunkte zu fiihren. 
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§ 6. 
Die homoiomorphe Abbildung. 

Seien *IN und *M zwei beliebige elliptisch konvexe Mengen, die sich 
nicht in einen euklidischen Raum endlicher Dimension einbetten lassen. 
Die Koordinatensysteme seien nach der in § 2 gegebenen Vorschrift fest- 
gelegt. Es ist zu beweisen, daB *92 und *%9 homoiomorph sind. 

Angenommen, wir hitten schon die Mengen *9,_, und *M,_, einein- 
deutig und beiderseits stetig aufeinander bezogen. Da in endlichen Dimen- 
sionen der Satz der Gebietsinvarianz gilt, miissen die Endpunkte (n — 1)-ter 
Ordnung einander entsprechen. 

Sind 'q°_, und *q° , entsprechende Vektoren, so soll die Zuordnung 
der x,-Koordinaten bestimmt sein durch die Gleichung 

170 __ 130 2,0 __ 230 
Goat Hee 


22° ec 528 , 





Da ,%, und ,z, eindeutig und stetig von q,_, abhingen (Satz 8), ist 
diese Beziehung eineindeutig und beiderseits stetig, solange keiner der 
Nenner verschwindet. 

Ist z. B. 1z0 = 120, so liegt nach Satz 7 > und wegen der 
Gebietsinvarianz *P°€  *H, *P°€  * und nach Satz 7 24° — 22°. Die 
Zuordnung von ipo mit sp? ist demnach eindeutig. Ferner entspricht jeder 
Punktfolge, die gegen ip? konvergiert, eine Folge von Punkten, deren 
*q,_,-Vektor gegen 4242, konvergiert. Die Punkte selbst miissen dann 


wegen Satz 5 gegen ?P° konvergieren. 

Wegen der Symmetrie von *9 und *M ist die bewiesene Eindeutig- 
keit und Stetigkeit umkehrbar. Auf diese Weise werden *9t und *M 
einander eineindeutig zugeordnet. Nach n Schritten haben wir die 2z,-Ko- 
ordinate des Bildpunktes bestimmt. Angenommen, die Zuordnung sei in 
einem Punkte P unstetig; eine Punktfolge *P*,*P*,... konvergierte gegen 
*P, wahrend ihr Bild nicht gegen *P konvergierte, sondern sich noch in 
einem anderen Punkt *P’ +*P haufte. Ich kann o. B. d. A. annehmen, sie 
konvergierte gegen *P’, denn andernfalls kénnte ich eine konvergente Teil- 
folge auswahlen. 

Es mu8 nun der Wert einer Koordinate mit endlichem Index fiir *P 
und *P’ verschieden ausfallen. Sei *z,4+*%z,. Die Zuordnung der z,-Ko- 
ordinaten ist aber stetig, und deshalb *z, —*z/. 

Die Beziehung von * 3 auf *M ist also eineindeutig und umkehrbar stetig. 
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§ 7. 
Die Aquivalenz von Schalen- und Kernpunkten. 


Es ist nun noch die in der Einleitung aufgeworfene Frage zu beant- 
worten: Lapt sich jede Menge so auf sich selbst abbilden, daB ein be- 
liebiger Punkt in einen beliebigen anderen tibergeht? 

Da wir den Homoiomorphiesatz schon haben, kénnen wir uns auf die 
Betrachtung des Quaders 2 (| z,|/< *) beschriinken. Ferner geniigt es zu 


zeigen, daB sich jeder beliebige Punkt P in den Hochpunkt erster Ordnung 
iiberfiihren 1aBt. 

Sei zunachst P ein Kernpunkt, | z,| < = (» =1,2,...), dann kénnen 
wir den Quader so in sich iiberfithren, da P in S*(2!—~ ——.) 


vy »-gr~s 
(» =1,2,...) tibergeht. S* und S*(r*— —y*) sind dann Endpunkte des 
Intervalls, das der Quader auf der Geraden g(z,=—2!-t) (vy —1, 2,...) 
ausschneidet. 

Ist P Schalenpunkt, so sind S*=P und 8*(r*= —xz*) Endpunkte 
des Intervalls, das der Quader auf der Geraden g(z,= x!-t) ausschneidet. 
In beiden Fallen liegt der Mittelpunkt M des Quaders auf g, und da M Kern- 
punkt ist, besteht nach Satz 1 das offene Intervall S* S* aus Kernpunkten. 
Wir machen die Gerade g zur x,-Achse und S* zum Einheitspunkt darauf. 

Wir betrachten nun die Schar der konfokalen zweischaligen Rotations- 
hyperboloide mit den Brennpunkten $* und S*. Jeder Punkt des Raumes °© 
liegt auf eimem und nur einem solchen Hyperboloid. 

Wir projizieren nun jede solche Hyperboloidschale von M auf seine 
Scheiteltangentialebene. Auf der Ebene z,=0 miissen wir, damit die Ab- 
bildung dort stetig wird, der Kugel mit dem Radius °r um M die Kugel 
mit dem Radius ’ 

r 


¥1+(°r)* 
um MM zuordnen. 


Hierdurch wird der Hilbertache Raum °% auf die Einheitskugel im 
Hilbertschen Raum *{% abgebildet. Die Abbildung ist aber nicht stetig 
und eineindeutig, denn dem ganzen Intervall der z,-Achse auBerhalb der 
Strecke S*8* entsprechen die beiden Punkte S* und S*. Ferner ist die 
Abbildung der unendlich fernen Punkte zweideutig. Da aber °I ganz 
im Endlichen liegt und von der z,-Achse nur die Strecke S* S* enthilt, 
ist die Abbildung von °3 auf die Menge *3 iiberall homoiomorph. 

*M ist elliptisch konvex. Denn seien *P* und *P* zwei beliebige 
Punkte von *9. Die Verbindungsstrecke °s der Urbilder °P* und °P* 


lp = 
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von *P* und *P* liegt ganz in °M. °%s liege auf der Geraden °g. Wir 
legen durch °g und M eine Ebene Z. In ihr legen wir ein orthogonales 
£-n-Koordinatensystem folgendermaBen fest: M sei der Anfangspunkt, 
E schneide die Einheitskugel im Einheitskreis und die Ebenen x, = konst. 
in Geraden = konst. Z schlieBe mit der z,-Achse den Winkel «@ ein. 
°g habe die Gleichung 
a°F+b°n —c=0. 
Die Gleichung ihres Bildes lautet dann 
FP=(a'§+ b*n)*(1 we cos*«-2é*) ne c*(1 =o fig®_.. 54%) mG 

Es ist: 

F< 0 im Nullpunkt, 

F>0 auf dem Einheitskreis, 

F <0 im unendlich Fernen. 


Es liegt also im Innern des Einheitskreises ein geschlossener Zug J von F 
und im AuBern ein zweiter geschlossener Zug A; jede Gerade, die den 
Einheitskreis trifft, schneidet A in mindestens zwei Punkten, kann also J 
in héchstens zwei Punkten schneiden. J begrenzt also ein elliptisch kon- 
vexes Gebiet, das auch M enthdlt. 

I beriihrt den Einheitskreis in zwei Punkten B* und B’, den Bildern 
des unendlich fernen Punktes von °g. *P* und *P* liegen auf J und werden 
von B* und B® nicht getrennt. Der Verbindungsbogen *s von *P* und 
*P* auf J, der B* und B’ nicht enthilt, ist Bild von °s und besteht aus 
Punkten von *9. *s und die Strecken M*P* und M*P® schlieBen ein 
konvexes Gebiet @ ein. Da der ganze Rand von G zu *M gehért, liegt G 
ganz in *¥t. Die Verbindungsstrecke *P**P* liegt nun ganz im Innern 
von &, besteht also, da M Kernpunkt ist, aus Kernpunkten der Menge *2. 

Wir kénnen jetzt die Menge *9% wieder in der in § 6 geschilderten 
Weise auf den Quader % abbilden, wobei aber die Punkte S* und S* 
Endpunkte erster Ordnung bleiben. 


Hiermit ist gezeigt, daB man von dem kompakten Element im Hil- 
bertschen Raum sprechen kann, dafB aber der Begriff der kompakten 
Sphdare im Hilbertschen Raum keinen Sinn hat. 


(Eingegangen am 5. 2. 1931.) 
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Einleitung. 


Pasch’) hat gezeigt, daB die Einfiihrung der idealen Elemente im Raum 
allein unter Zugrundelegung der Verkniipfungs- und Anordnungsaxiome 
innerhalb des begrenzten Raumstiicks méglich ist. Insbesondere ist es also 
méglich, mit Zuhilfenahme riumlicher Verkniipfung das begrenzte Ebenen- 
stiick projektiv zu erweitern. Die Einbettung der Ebene in den Raum ist 
bekanntiich*) gleichwertig mit der Giiltigkeit des Satzes von Desargues in 
der unbeschrinkten Ebene. Nun fragt es sich, ob von ebenen Schnittpunkt- 
sitzen innerhalb der begrenzten Ebene nur der Satz von Desargues es ge- 
stattet, das begrenzte Ebenenstiick projektiv zu erweitern, — abgesehen 
von ebenen Schnittpunktsitzen, die den Satz des Desargues zur Folge haben. 
In der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, daB die Erweiterung des begrenzten 
Ebenenstiicks auch mit Hilfe des Satzes vom volistdéndigen Vierseit (siehe 
8.761) méglich ist, eine Tatsache, die deshalb bemerkenswert ist, weil 


1) H. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie. Siehe auch F. Schur, Math. 
Annalen 39 (1891), Uber die Einfiihrung der sogenannten idealen Elemente in die 
projektive Geometrie. 

*) D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie. 
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wahrscheinlich der Satz des Desargues nicht aus dem Satz vom vollstandigen 
Vierseit folgt (umgekehrt folgt der letztere aus dem ersten), so daB mit 
dieser Methode die Hilfsmittel zur Einfiihrung der idealen Elemente in der 
Ebene reduziert wiren*). 

Wir nehmen im folgenden an, alle Punkte und Geraden eines gewissen 
endlichen ebenen Bereiches seien uns zugianglich; wir bezeichnen diese Ele- 
mente als real und operieren im folgenden nur mit solchen Elementen. In 
diesem Bereich seien die Sitze giiltig: 

a) Zwei verschiedene Punkte bestimmen stets genau eine Gerade; irgend 
zwei Punkte auf ihr bestimmen sie. 

b) Ist Pein Punkt auf der Seite [A B] des Dreiecks A, B,C, und liegt 
A zwischen‘) P und B, und ist Q ein Punkt zwischen A und C auf [AC], 
so trifft die Gerade [PQ] die Seite [BC] in einem Punkt R zwischen B 
und C (Axiom von Pasch). 

c) Der Satz vom vollstandigen Vierseit (siehe 8. 761). 

In §1 beweisen wir aus diesen Voraussetzungen einige spiter zu ge- 
brauchende Siatze iiber harmonische Punktquadrupel. 

In § 2 fiihren wir die auf dem Begriff des harmonischen Quadrupels 
fuBende kollineare Spiegelung ein und untersuchen die Transformation der 
Ebene vermittels der kollinearen Spiegelungen an den drei Ecken und 
gegeniiberliegenden Seiten eines festen Dreiecks (das das reale Gebiet der 
Ebene reprasentieren mége); sie ordnet jedem Punkt auBerhalb des Drei- 
ecks einen bestimmten inneren Punkt des Dreiecks zu und daher jeder 
Geraden in ihrem Gesamtverlauf ein ganz im Dreiecksinnern gelegenes Ge- 
bilde: man erhilt so eine darstellende Geometrie der Ebene im Dreieck **). 

In § 3 beweisen wir fiir die ,Geometrie im Dreieck“, deren Elemente 
gemaB § 2 definiert sind, auf Grund der Voraussetzungen a), b), c) die 
projektiven Verkniipfungssitze. 

In § 4 wird kurz die Giiltigkeit der projektiven Anordnungsaxiome 
in unserer Geometrie bewiesen. 


*) Der den folgenden Ausfiihrungen zugrunde liegende Gedanke stammt aus einer 
Vorlesung von Herrn Dehn iiber die Grundlagen der Geometrie (W.-S. 1928/29). 
*) Siehe D. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, I. Kap., § 3. 

**) Anmerkung wahrend der Korrektur. Inzwischen machte mich Herr 
Dehn auf eine Arbeit von J. Clasen (Darmstadt) aufmerksam: ,,Das Spiegelungsgesetz 
als zeichnerisches Konstruktionsprinzip“ (Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht, 61, 
Heft 6), in der bereite spezielle kollineare Spiegelungen zur Beherrschung nicht er- 
reichbarer Punkte angewandt werden, nimlich die Spiegelungen an je einer Seite des 
den erreichbaren Teil der Ebene begrenzenden Rechtecks und dem absoluten Pol dieser 
Geraden als Achse und Zentrum. Auf diese Weise wird die Ebene nur mit Ausnahme 
der unendlich fernen Geraden in das erreichbare Gebiet transformiert. 





















Einfiihrung der idealen Elemente in die ebene Geometrie. 


§ 1. 
Das harmonische Quadrupel. 

1. Vier voneinander verschiedene Punkte A, B, C, D bilden dann und 
nur dann ein harmonisches Quadrupel, wenn sie durch ein vollstindiges 
Vierseit erzeugt werden (Fig. 1). Man sagt, A und B werden durch C und 
D harmonisch getrennt, oder D ist der vierte harmonische Punkt von A, B 
in bezug auf C. Wegen der Voraussetzung b) liegt D 
zwischen A und B. Man bezeichnet das harmonische 
Quadrupel mit {A BC D} in dieser Reihenfolge. Aus 
der Symmetrie des Vierseits folgt, daB in Fig. 1 auch 
{A’ B’C D’} und, da der Punkt C mit £ vertausch- 
bar ist, auch {A’AE F} und {B’B EG} je ein har- 
monisches Quadrupel ist. Aus der Symmetrie des 
Vierseits in bezug auf die Punkte A, B folgt ferner 
{BAC D}. SchlieBlich ist auch die Zuordnung der 
Punkte C,D involutorisch: ist {A BC D} ein harmonisches Quadrupel und 
D der vierte harmonische Punkt in bezug auf C, so ist auch CO der vierte 
harmonische Punkt in bezug auf D, denn es gibt ein Vierseit, das die 
vier Punkte A, B, D, C erzeugt, namlich dasselbe Vierseit, das die Punkte 
A, B,C, D erzeugt. Freilich braucht nicht zu jedem Punkt D zwischen 
A und B der vierte harmonische Punkt zu existieren. 


2. Postulat. Zu irgend drei verschiedenen Punkten A, B, C auf einer 
Geraden, wobei A zwischen B und C liegt, ist bei gegebenen Punkten £ 
und B’, wobei B’ mit B und EZ auf einer 
Geraden und zwischen diesen Punkten liegt, 
auf Grund der Verkniipfungsaxiome eindeutig 
der vierte harmonische Punkt Dz py bestimmt- 
Wir verlangen jetzt, daB die Lage dieses 
Punktes unabhingig ist von der speziellen 
Wahl von £ und B’, d. h. ist M’ die Mitte 
eines Vierecks (AB A’’ B’’), dessen (reale) 
Nebenecke HZ’ + E ist und weder auf [CB] 
noch auf [CB’] liegt, so sollen 2’, M’ und 
Dg,» in einer Geraden liegen (Fig.2). Dieser 
Schnittpunktsatz ist der sogenannte Satz vom 


AD 
Fig. 1. 





Fig. 2. 
vollstandigen Vierseit. Wir bezeichnen ihn mit Satz 1. Es ist also 


Dz,» = Dex" =...=D der eindeutig bestimmte vierte harmonische 
Punkt von A,B in bezug auf C, d.h. aus dem gleichzeitigen Bestehen von 
{ABCD} 


und {ABCD} 
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folgt ts 


D=D. 
Ebenso folgt aus 
{ABCD} 
und 
{ABCD} 
c=C. 


Denn lage etwa C zwischen C und A, so lage nach dem Axiom von Pasch 
fiir das Dreieck C, B’, B der Punkt B” = ({(C A’|[B’ B]}) zwischen B’ und B; 
also lige nach dem Axiom von Pasch fiir das Dreieck B’,M,B der 
Punkt M’=({B” A|]{MB}) zwischen M und B, daher lage nach dem Axiom 
von Pasch fiir das Drei- 
eck M, D, B der Punkt 
D* — ([E M’) [D B)) 
zwischen D und B; das 
gleichzeitige Bestehen 
von {ABCD*} und 
{ABC D} ist aber fiir 
D* +Dein Widerspruch. 
— Wahit man in Fig. 2 
einmal Z’= E, B’+ B”, dann E’ + E, (CB”| =(CB’), so ergeben sich 
die beiden spezielleren Schnittpunktsiatze Satz 1’ und Satz 1” (Fig. 3 und 4). 
Wir bemerken, da8 auf Grund der als ausnahmslos giiltig vorausgesetzten 
ebenen Verkniipfungsaxiome aus jedem der Sitze 1’ und 1” der Satz 1 folgt. 
Wahrscheinlich folgt in der begrenzten Ebene aus Satz 1’ oder 1” noch 
nicht der Satz 1. 


3. In Fig. 3 ist nach Definition {A” B” C D”} ein harmonisches Qua- 
drupel; geht die Gerade [C B*] speziell durch M’, so folgt, daB in Fig. 1 
auch {FGCM} — und daher auch {D D’' EM} — ein harmonisches 
Quadrupel ist. Das vollstindige Vierseit trigt also 6 harmonische Qua- 
drupel. 


4. Satz 1’ sagt aus, daB das harmonische Quadrupel {A BCD} bei 
Projektion von E aus auf die Gerade [CB”], wobei B” zwischen E 
und B liegt, nicht zerstért wird. Daraus folgt umgekehrt: Sind zwei 
harmonische Quadrupel {ABCD} und {A’ B’CD'} gegeben, und ist 
E =({AA’')[B B’)) ein realer Punkt, so geht auch{D D’) durch E, denn 
nach Satz 1 liegen HZ, D und die Mitte M des Vierecks (A A’ BB’) in 
einer Geraden, aus demselben Grund atich E, D’ und M, also auch Z£, D 
und D’. (DaB auch umgekehrt A, A’ mit ({[D D’|{BB’}) in einer Ge- 
raden liegen, beweisen wir in 6a.) 











Fig. 4. 
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5. Aus 4 folgt die Vertauschbarkeit der beiden Punktepaare in einem 

harmonischen Quadrupel. Wir behaupten: 
{BAC D} ={ABCD}={CDBA}. 

Dazu hat man zu zeigen, da es ein Vierseit itiber C, D, B, A gibt, dessen 
Nebenecke in B liegt (Fig. 5), also etwa, daB sich 
[A A’] und [ND], wobei N = ([C £}[A’ B)), in 
einem Punkt F auf der Geraden [C M] schneiden: 
Ist A” =([{A N](CA’}), so liegen nach Satz 1” fiir 
das Quadrupel {A BCD} N, F=({A” B][A4’)) 
und D auf einer Geraden. Nach 3 sind {D D’ EM} 
und nach Definition, da A”, F und B in einer 
Geraden liegen, {A.A’E F} harmonisch; also # 
ergibt 4 fiir diese Quadrupel, daB C, F und 
M in einer Geraden liegen, q. e. d. 





6a. Jetzt ist man imstande, den in 4 bewiesenen Satz dahin zu er- 
ginzen, da8, wenn E =({A’ A][D’ D)) real ist, auch [B B’] durch E hin- 
durchgeht: Ist B’=({EB\{A’C}), so sind nach Satz 1’ {A’B’CD’) 
harmonisch, also wegen 5 auch {C D’ A’ B’}. Nach Voraussetzung sind 
ferner {A’ B’'C D’} harmonisch, also wegen 5 auch {C D’ A’ B’}, woraus 
folgt B’= B’ (siehe Seite 762), q. e. d. Ebenso zeigt man, daB {A A’) durch 
({B B’|[D D’)) hindurchgeht. 

6b. Wir beweisen jetzt: Sind {A BC D} und {A’ B’ C D'} zwei harmo- 
nische Quadrupel, und ist M=({A’ B\{AB’}), 
so liegen D', D und M in einer Geraden: 
Ist (Fig. 6) 








K,=([A4’][C M)), 
wpe oy® }(¢ M)}), 
N, = ([K, B][4 M)), 
N, = ((K, 4]{B M)), 


so liegen nach Satz 1” D, N, und A’, ebenso D, N, und B’ je in einer 
Geraden. Ist ferner 

L, = ((K, M) [A’D)), 

L, = ({K, M][B’D)), 
so ist nach 3 {D L,B’N,} und ebenso {D L, A’ N,}, also wegen 5 auch 
{B’N, DL,} und {A’N,DL,} ein harmonisches Quadrupel. Aus 6a fiir 
diese Quadrupel folgt, daB N,, N, und C in einer Geraden liegen, also ist 
auch {L, L, CM} ein harmonisches Quadrupel, und aus 4-fiir {L, L,C M} 
und {A’B’CD’} folgt endlich, daB D, M und D’ in einer Geraden 
liegen, q. e. d. 
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Wegen der Eindeutigkeit der Verkniipfung folgt daraus, daB, wenn 
M =(({D D’){A’ B)) ist, auch A, M und B’ in einer Geraden liegen. 

Die Umkehrung dieses Satzes, nimlich, daB, wenn der Punkt M das 
harmonische Quadrupel {A BCD} in die Punkte B’, A’, C, D’ projiziert, 





Fig. 7. 


wobei M zwischen A und B’ liegt, {A’B’CD’} ein 
harmonisches Quadrupel ist, folgt durch eine leichte 
Uberlegung an Hand der Fig. 6: man zeigt, wie oben, 
daB O, N, und N, in einer Geraden liegen, so daf 
{A’ B'C D’} auf Grund der Definition ein harmo- 
nisches Quadrupel ist. (Das erzeugende Viereck ist 
A’, B’, N,, N,-) 

7. Wir projizieen {ABCD} auf eine durch B 
gehende Gerade von S aus nach A’, B, 0’, D’ (Fig. 7) 
und beweisen, daB, wenn S zwischen C’ und C liegt 


(falls C’ real ist), {B.A’C’ D’} ein harmonisches Quadrupel ist. Wegen 
ist: {ABCD}={CDAB}. Nach 4 geht dieses Quadrupel durch 


5 








Projektion von ©’ aus iiber in das harmonische 
Quadrupel {S7TAA‘}; daher ergibt 6b fiir die 
Quadrupel {8 714 A’} und {C DAB}, daB 7, D’ 
und C in einer Geraden liegen, also ist wegen 3 
{B A’C’ D’} harmonisch, q. e. d. 

8. Aus 5 folgt weiterhin, daB das harmo- 
nische Quadrupel {ABCD} auch bei Projektion 
von E aus auf eine nicht durch C gehende Ge- 


3” vade erhalten bleibt: {A” B” C0’ D"} ist harmo- 


nisch (Fig. 8). Nach Satz 1’ sind {4” B’ CD”) 
harmonisch, also wegen 5 auch {C D” B” A”, 


also nach Satz 1’ auch {C’ D” B” A”}, also wegen 5 auch {A” B” 0’ D”}. 
Bezeichnet man vier Strahlen, die von einem Punkt aus ein harmo- 








nisches Punktquadrupel projizieren, als harmo- 
nisch, so haben sie die Eigenschaft, auf jeder 
Geraden, die sie trifft, ein harmonisches Qua- 
drupel auszuschneiden. 


9. Ist die Nebenecke C des Vierecks (A B A’ B’) 
nicht real, so schlieBt man auf folgende Weise, 
da8 wie im Falle eines realen C {D D' E M} har- 
monisch ist (Fig. 9): Ist N= ([A’ E][BD’}), 
so ist nach Definition {Z.A’ AN} harmonisch, 


also wegen 5 auch {ANEA’}; dieses Quadrupel geht durch Projektion 


von B aus in das harmonische Quadrupel {D D’ E M} iiber. 
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10. Man erhilt in Fig. 9 den vierten harmonischen Punkt F von A, A’ 
in bezug auf HZ durch folgende Konstruktion (Fig. 10): 
N =([4'D}[AM)), 
F =({AA’)(BN)). 
Projiziert man das Quadrupel {A A’ HF} von M aus 
auf {#B], so geht es nach 6b in das harmonische Qua- 
drupel { B B’ EG} iiber, d.h. die drei Strahlen [A’ B’), 
[A B}| und (FG) verhalten sich so, als ob sie durch die 
reale Nebenecke C des Vierecks (A B A’ B’) gingen, indem 
sie namlich die drei harmonischen Quadrupel {A’A E F}, Fig. 10. 
{D’' DEM}, {B' BEG} ineinander projizieren. 

11. Wir treiben diese Analogie noch weiter und zeigen, daf jeder 
Strahi [2 R\ die obengenannten dret Geraden in drei Punkten 8S, R, T 
schneidet — sofern er sie tiberhaupt real schneidet —, die zusammen mit 
E ein harmonisches Quadrupel bilden. (In Fig. 11 liegt R zwischen A 
und B, was keine Beschrinkung bedeutet.) Wir lassen im folgenden mit 
Riicksicht auf 5 die Reihen- E 
folge der Paare eines har- 
monischen Quadrupels auBer 
acht. Wir beweisen jetzt, daB 
{S RET} harmonisch ist. 
Nach Voraussetzung sind 
{AA EF}, {B B’EG} und 
{D D'E M} harmonisch. Ist 


P=([{AD')[FM)), 


so liegen nach 6b A’, P und 
D in einer Geraden. Ist 


= ([A’R}[£M)), 
U=({A8)}(£M)), 
K=((V A][4’D)), 
L=([A’U}[AD’)), 

so liegen nach Satz 1 fiir das Quadrupel {A’AH F} F,K,R, ebenso F,L,S 


je in einer Geraden. 
Ist also 











= ([F B}(£D)) 
J=((FS)[£D)), 
so sind {SL FJ} und {RK FH} harmonisch, also liegen nach 6a 
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E, L und K in einer Geraden. Ist also 
= ([FS)[4’D}), 
so geht nach 7 durch Projektion von ZL aus das harmonische Quadrupel 
{A’AE F} in das harmonische Quadrupel {A’ P K W} iiber und dieses durch 
, C Projektion von F aus nach 8 in das harmonische 
Quadrupel {SR ET}. 
12. Wir beweisen schlieBlich noch folgenden Satz, 

D ’ den wit ebenfalls spiter gebrauchen (Fig. 12): 

Sind {ABCD} und {A BC’D’} harmonisch, 
und ist E=({AD’|[DA’)), 80 liegen C, D’, M 
», =([BE][AA’]) (ebenso C0’, D,M) in einer Ge- 
A a” 4 raden: Ist L =({A’E](CD’]), M =({CD’}[A4’}), 

Fig. 12. so sind nach Satz 1’ {D’ MCL} harmonisch; projiziert 
man von E£ aus die Quadrupel {D’ M C L} und {B AC D} ineinander, so folgt 
nach 6b, da8 B, EZ und M in einer Geraden liegen, also ist ZW — M, q.e. d. 





§ 2. 
Die Gruppe der kollinearen Spiegelungen am Dreieck. 


1. Gegeben sind ein fester Punkt O und eine feste Gerade a in nicht 
vereinigter Lage. Ist P ein beliebiger Punkt und 


P,=([O Pja), 
wobei P, zwischen O und P liegen soll, so bezeichnet man als kolli- 








Fig. 13. Fig. 14. 


neare Spiegelung mit der Achse a und dem Zentrum O diejenige Trans- 
formation, die P den Punkt P’ zuordnet, wobei {0 P, PP’} ein harmo- 
nisches Quadrupel ist (Fig. 13). 

2. Sind P,Q zwei verschiedene Punkte, P’, Q’ ihre nach 1. konstruierten 
Bilder, und ist ([PQ]a)=U ein realer Punkt, so geht offenbar auch 
[P’Q’] durch U (Fig. 14), wie sofort aus 6a fiir die harmonischen Qua- 
drupel {PP’O P,} und {QQ’0Q,} folgt. 
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Wegen Satz 1’ wird zugleich jede durch O gehende Gerade, die von 
[PQ] in einem realen Punkt R getroffen wird, von den drei Geraden durch 
U in drei Punkten R, R’, R, getroffen, die zusammen mit O ein harmonisches 
Quadrupel bilden. Ist U kein realer Punkt, so wissen wir nach § 1, 11, 
da8 gleichwohl {O R, R R’} ein harmonisches Quadrupel ist, m. a. W.: 

Die als kollineare Spiegelung bezeichnete Transformation ist eine 
Kollineation, d.h. sie fiihrt Geraden in Geraden iiber. 

3. Wir begrenzen jetzt in dem uns zuginglichen ebenen Gebiet ein 
Dreieck I, I], III, das so gewahlt sei, daB in einer gewissen, endlichen 
Nahe auBerhalb von ihm noch zugingliche Punkte € 
liegen. Das Dreieck teilt die Ebene in der in Fig. 15 
angegebenen Weise in vier Gebiete YU, 8, €, T; 
durch die drei kollinearen Spiegelungen mit je 
einer Dreiecksecke und der gegeniiberliegenden 
Seite als Zentrum und Achse wird offenbar die P 3 *\8 
Ebene auBerhalb des Dreiecks in dieses hinein- 
gespiegelt: jedem Punkt auBerhalb entspricht der- 
art eindeutig ein bestimmter Punkt im Innern des Dreiecks, so daB dieses ins- 
gesamt vierfach iiberdeckt wird. Wir unterscheiden seine Punkte durch Indizes 


P,, Py, P;, P,, 
je nachdem das Urbild des Punktes im Gebiet 
4%, 8, €, D 
gelegen war. Wir bezeichnen die Spiegelungen der Reihe nach mit 





Fig. 15. 


5, & S. € 
und schreiben 
P,=6,P 
usw. 

4. Da bei jeder kollinearen Spiegelung Zentrum und Achse punktweise 
fest bleiben, so bleiben bei den drei Spiegelungen die Dreiecksecken fest, 
und die Dreieckseiten gehen in sich iiber. Wir zeigen, daB die Dreieck- 
seiten bei der Folge S, S, S, der drei Spiegelungen punktweis liegen bleiben 
(es geniigt, dies fiir die Punkte von [II III] —1 zu zeigen). Da bei ©, 
alle Punkte von 1 liegen bleiben, geniigt es zu zeigen, daB fiir sie 

6, S,= € 
ist. Ebenso ist S; = SG] = SG; = G. 

a) Dem Punkt P auf [II III], wobei Il zwischen P und III liegt. 
entspricht vermége ©, (ebenso vermége G,) der Punkt P’ (Fig. 16), der 
mit P zusammen II, III harmonisch trennt. Diesem Punkt P’ entspricht 
also vermége ©, (resp. vermége ©,) wieder P (siehe § 1, 1). 


50* 
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b) Geht man umgekehrt von einem beliebigen Punkt P’ zwischen II 
und III aus, so braucht diesem vermége ©, kein realer Punkt P zu ent- 
sprechen. Wir wissen aber: ist Q ein realer Punkt auf [I P’] auBerhalb 





Fig. 16. Fig. 17. 


des Dreiecks (Fig. 17) (ein solcher existiert nach Voraussetzung), und ist 


Q’ das reale Bild von Q vermége G,, so ist 
(1 [IQ"] = 6, [I P’], 


da die Spiegelung eine Kollineetion ist. Nun entspricht aber offenbar in 
der Spiegelung ©, dem Punkt Q’ der Punkt 


Q” = ({I P’] (Q’I11}), 

denn wenn man das harmonische Quadrupel {QQ’Q, I1} mit dem Viereck 
(1Q, IL P’) erzeugt, so liegen nach § 1,2 die Punkte III, Q’ und die Mitte 
Q; dieses Vierecks in einer Geraden; also ist {Q’Q” III Q;} ein harmo- 
nisches Quadrupel, d. h. es ist mit Riicksicht auf (1) 

(2) S,[1@'}=(19"]=[1P'] = 6,6, [1P'] = 6 [1P'] = GF [1P']. 
Ferner: Bei , geht Qs iiber in einen Punkt, der mit Qs zusammen I, II 
harmonisch trennt, also, da {QQ’IIQ,} ein harmonisches Quadrupel ist, 


nach Satz 1 in ’ 
Qs = ({I11 Q] [I I1}). 


Dieser Punkt ist zugleich mit Q real. 
Also ist 


(3) Sz [Qe P’] = Se (Qe Qs] = [G2 Qs']. 
Bei GS; bleibt Q,’ liegen, und Q, geht iiber in 
Qs = ({I1Q”] [1 111}); 


dies ist namlich, da {Q’Q” III Qs} ejn harmonisches Quadrupel ist, der 
vierte harmonische Punkt von I, III zu Q,. Also ist 


Ss[Q: Qs'} = (Q:Qs']. 
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Nun geht aber nach § 1, 12 [Qs’Q:] durch P’, da {111 Q;'Q3} ein harmo- 
nisches Quadrupel ist. Also ist mit Riicksicht auf (3) 


(4) Ss [Qe Qs’ ] = [Q:Q3'] aad (Q: P’} = Ss S2(Q: Qs] = Ss S2[Q» P’). 
Aus (4) 
(Q: P’] = Ss S2(Q. P’) 
und (2) 
[1 P’) = 6, S, [I P’] 
folgt 


P’ = ((Qz P’'} [I P’]) = Ss Ss ((Qz P’) [1 P']) = Se Sa (P’) = S; (P’) = G2 (P’). 


Es bleiben also auch alle Punkte innerhalb von II, III auf 1 liegen bei 
der Spiegelung ©, G, resp.S?. Damit ist fiir alle Punkte auf den Drei- 
ecksseiten bewiesen 


(3) S;S;,, S,,2=E (¢—1. 2, 8), 
wobei alle Indizes mod 3 zu nehmen sind, und 
(MR. ) Si—E&, 
also 
6,=5,6,; 6,—-6,6,;5 6,—6,S,. 


5. Diese Relationen gelten auch fiir jeden Punkt der Ebene, denn 
ist P ein innerer Punkt des Dreiecks, so ziehe man die Geraden [I P] 
und [III P} (Fig. 18); ist dann 


({I P)} [II 111]) = A, 
({II P](I11}) =, 


also 

P= ({IA}[I1C}), 
so gelten, da fiir A und C und ebenso fiir I und III 
die obigen Relationen gelten, diese Relationen auch fiir P, 
da jede Spiegelung eine Kollineation ist. Ist P ein 
iuBerer Punkt des Dreiecks, so ziehe man [III P] und die Gerade durch 
P und einen Punkt C zwischen I und II: dann ist 


A =({PC}(I111)}) 





Fig. 18. 


ein realer Punkt, also 
P= ({III1C][C A}). 
Da aber fiir III, C und Q, C die obigen Relationen erfiillt sind, und da 
jede Spiegelung Gerade in Gerade iiberfiihrt, so gelten sie auch fiir P. 
Die kollinearen Spiegelungen an den drei Ecken und gegentiberliegenden 
Setten eines Dreiecks bilden zusammen mit der Identitat eine Gruppe mit 
den Erzeugenden ©,,S,,S, und den Relationen (R,) und (R,). 
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Wir untersuchen, wie sich eine Gerade g’=[A’B’] im Inneren des 
Dreiecks darstellt, wenn man die ,ganze“ Ebene auBerhalb des Dreiecks 
in dieses hineinspiegelt: Vermége ©, geht g’ iiber in (Fig. 19) 
©,(A’B’] = [AB] =g,, 
wobei 

{B’BIlI} und {A’ATIIII} 
je ein harmonisches Quadrupel ist. Ist 
M=({IA)[BII} 

und 
C =({Il M)[II1)), 
so liegen nach § 1, 12 
B'AC 








und 
Fig. 19. ABC 

je in einer Geraden, m. a. W. die Strahlen von A nach den Punkten 
III, I, B,C (ebenso die Strahlen von B nach den Punkten III, II, A, C) sind 
harmonisch. Ist also X irgendein Punkt auf [BA], wobei A zwischen B 
und X liegt, so wird nach §1,8 die Gerade [I X} von ihnen in den har- 
monischen Punkten { X X’I X,} getroffen. (Ebenso ist {Y Y’ Y, II} ein har- 
monisches Quadrupel.) Daraus folgt, es ist 


S,{[4B) =(AC]= S,6,[4°B’] - S, [A’B’) = 9s 
und ebenso 
6,{[AB]=[AC]= S, S,[A’ B’) - ©,[A’B’] = 9, = S39. 


Die Gerade g'=‘A'B’| erscheint in unserem Dreieck als ein zu 
1, Il, Ill reztprokes Dreieck A, B,C. 


Verliuft g’ mit der Strecke [A’B’] nicht im Gebiet ©, sondern in 
einem anderen Gebiet, so andert sich nur die Numerierung der Seiten des 
Dreiecks A, B,C, entsprechend der Spiegelungen, die man vorzunehmen 
hat, um die Urbilder dieser Seiten nach D zu bringen. — Geht g’ speziell 
durch eine Ecke des Dreiecks, so entartet das g’ darstellende reziproke 
Dreieck in ein Zweieck: die Gerade wird in sich zuriickgespiegelt durch 
eine oder zwei Spiegelungen, je nachdem sie innerhalb von D verlauft oder 
nicht. Geht g’ durch zwei Dreiecksecken, etwa I und II, so ist die Gerade 
mit der Dreieckseite {I II] identisch; die Punkte zwischen I und II gehéren 
gleichzeitig den Gebieten € und D an, die Punkte auBerhalb von I und II 
liegen gleichzeitig in den Gebieten & und $; bei den Spiegelungen © und ©, 
bleibt also die Gerade [III] punktweise liegen, bei den Spiegelungen €, 
und ©, gelangt das AuBere der Strecke [III] in ihr Inneres. Es ist also 
die Dreieckseite 3 doppelt mit Punkten belegt, jede der beiden Punktreihen 
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gehért zu zwei der vier iibereinanderliegend zu denkenden Dreiecksblattern. 
Man hat also die Seite 3 mit g,, und g,, zu bezeichnen; entsprechend ist 
(11] =g,,=g,, und (IMI) —9,,— 49,5. 


g 3. 
Die projektiven Verkniipfungsaxiome in der Geometrie im Dreieck. 


1. Wir beschranken uns jetzt ganz auf das Fundamentaldreieck I, II, III 
und konstruieren in ihm — entsprechend den Uberlegungen von § 2 — 
eine Geometrie, deren Elemente folgendermaSen definiert sind: 


a) Ein Punkt ist definiert durch einen gew6hnlichen Punkt im Dreiecks- 
inneren und einen der Indizes 1, 2, 3, 4. 


Die Ecken des Dreiecks tragen gleichzeitig alle vier Indizes. 

b) Eine Gerade ist definiert durch ein zu I, II, III reziprokes Drei- 
eck A, B, C, dessen Seiten den folgenden Numerierungsgesetzen unterliegen 
[AB)=g,, [AC)=g,, [BC]=—g, 

[AB]=g,, [AC)=g,, [BC]=g,, 

[AB]=g,, [AC])=g,, [BC]=g,, 

[AB]=g,, [AC]=g,, [BC]=g,. 
Die Seiten von I, II, III tragen gleichzeitig zwei Indizes 


(111) —9 = 9%; 
(IL TIT] = 9,,= gas 
(TIT 1) = 9,,= gs;- 
Eine Strecke im elementaren Sinne ist dann und nur dann auch eine 
Strecke unserer Geometrie, wenn alle ihre Punkte, ausschlieBlich der End- 
punkte, gleichen Index tragen. Man darf also in der 
Geometrie im Dreieck unmittelbar nur Punkte mit 
gleichem Index verbinden und Strecken mit gleichem 
Index schneiden. 
2. Verbindung zweier Punkte. 








«) Die Verbindung zweier Punkte mit ¢ 
gleichem Index ist trivial. Schneidet [P,Q,] die 
Seiten 2 und 1 resp. in den Punkten B und A (Fig. 20), 
und ist C =({MIII)[II1I}) mit M=({IA][IIB)), so ist das Dreieck 
A, B,C offenbar die gesuchte Gerade [ P;Q,;] und wegen der Eindeutigkeit 
der ausgefiihrten Operationen zugleich die einzige Gerade durch P, und Q,. 
Die Numerierung der Dreieckseiten ist durch g;=[AB] nach § 3, 1b 
bestimmt. 
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6) Verbindung zweier Punkte mit ungleichem Index, etwa 
[P,Q,] (Fig. 21): 

Man mache folgende Konstruktion: 

({1 P,) (11IM1}) =U 

((1Q,] (1M) = 7 

(UQ){VP,)) =s 

({IS)({I1MI}) =A 

((4QJ[1M]) =c 

({A P,)(11T)) =B. 
Ist ferner 

({I1C]{1A]) =M 

({ 11 M)] (1 111}) = B’, 
so ist zu zeigen: 


B’ = B. 








Beweis. 
a) Ist 


G =({SU)[P, A}), 


{USGEQ,} 
harmonisch. Durch Projektion von A aus geht dieses Quadrupel nach § 1, 8 
in das harmonische Quadrupel 

{Ill MLC} 


so ist nach § 1,9 


iiber, wobei 
L = ({I1C][{AB}). 
Durch Projektion von II aus geht dieses Quadrupel iiber in das harmonische 
Quadrupel (nach § 1, 4) 
{III B’ Ol}, 


O =({L11}{11I1)). 


wobei 


b) Ist 
K = ({MII}(C4)), 
F = ({Iil K) [1 4)), 
F’ = ({Ill KX] (111}), 


{Ill K FF’} 


harmonisch. Projiziert man dieses Quadrupel vou II aus in das harmonische 
Quadrupel {III MLC}, so folgt nach §1, 6a, daB Il, F und L in einer 
Geraden liegen. 


so sind nach § 1,3 
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c) Ist 

L' =({IL) (II II1}), 
E=({KIll](LL’}), 


{IEZLL} 
harmonisch. Projiziert man dieses Quadrupel von F aus in das harmunische 
Quadrupel {I F’ CII}, so folgt mit Riicksicht auf b) (nach § 1, 6b), dab 
auch C, F und L’ in einer Geraden liegen. Also ist nach Definition 
{Ill AII L’} 


so sind nach Definition 


ein harmonisches Quadrupel. 


d) Dieses Quadrupel geht durch Projektion von L aus in das harmonische 
Quadrupel 
{III BOI} 
iiber. Daraus folgt aber zusammen mit a) wegen der Eindeutigkeit des 
4. harmonischen Punktes (§ 1, 2) 
B= B’, 
q. e. d. 
Damit ist bewiesen: durch P, und Q, geht mindestens eine Gerade. 
Wir zeigen jetzt, daB es durch diese beiden Punkte genau eine Gerade 
gibt, d. h. wir beweisen: Ist A, B,C ein zu I, II, III reziprokes Dreieck, 
und liegt P, auf [BA]=—g, und Q, auf [CA] =g,, und ist 


U = ((1P,) [IL 1)), 
V = ((1Q,) [IL Tt)), 


so schneiden sich [UQ,], [VP,] und [1 A] in einem Punkt 8. Ist dies 
bewiesen, so folgt in der Tat aus der Eindeutigkeit der Verkniipfung in 
unserem Dreieck, daB es durch P, und Q, nur eine Gerade gibt. 

Wir beweisen jetzt, daB P,,V und S=((Q,U][IA]) in einer 
Geraden liegen (Fig. 21): 

a) Ist L = ({CIII] [ BA}, so ist, da nach Vor. A, B, C ein zu I, II, Ill 
reziprokes Dreieck ist, nach § 1,9 {C ZIII M} ein harmonisches Quadrupel. 
Durch Projektion von II aus geht es in {I OIII B} iiber; dieses Quadrupel 
geht durch Projektion von A aus in {I ZU P,} ier. 

b) Ist R=([Q, A] [SV]) und W=((UR] [S 4]}), W'=((UR) (Q,¥)], 
so sind {W’ WRU} harmonisch, Andrerseits geht das Quadrupel {C L MIII} 
durch Projektion von A aus in das harmonische Quadrupel {Q, GSU} 
iiber. Projiziert man also die Quadrupel {W’WRU} und {Q,GSU} 
von V aus ineinander, so folgt, daB G,W und V in einer Geraden liegen 

c) Projiziert man die harmonischen Quadrupel {1 WS A} und {I ZU P,} 
von G@ aus ineinander, so folgt, daB Z, G und W in einer Geraden liegen, 
also wegen b) auch Z, W und V. 








774 R. Moufang. 


d) Projiziert man jetzt von V aus die harmonischen Quadrupel {I Z P, U} 
und {IWS A} ineinander, so folgt mit Riicksicht auf c), daB P,, S und V 
in einer Geraden liegen, q. e. d. 

Hat man P, mit Q, zu verbinden, so projiziere man P, und Q, 
von II aus und verfahre sonst wie oben, entsprechend projiziere man, um 
die Gerade durch P, und Q, zu konstruieren, die beiden Punkte von III 
aus. (Entsprechendes gilt fiir die anderen Indizes.) Damit ist bewiesen: 

Durch irgend zwei verschiedene Punkte unserer Geometrie ist stets 
genau eine Gerade bestimmt. 

Wir bemerken, da8 wir auBer der Eindeutigkeit der Verkniipfung bei 
unseren Konstruktionen noch wesentlich das Axiom von Pasch beniitzt 
haben, um in jedem Falle die Realitaét der konstruierten Punkte zu sichern. 

3. Schnitt zweier Geraden. 


a) Wir beweisen zunachst den im folgenden gebrauchten Satz, daf 
in der begrenzten Ebene durch Projektion die Anordnung von drei Punkten 
auf einer Geraden nicht zerstért wird. Liege A zwischen B und C; man 

S projiziere von S aus (8 soll 
nicht auf [B C] liegen) das Tripel 
B, A, C in das Tripel B, A’, C’ 
auf einer Geraden g’ durch B. 
Liegt dann C zwischen S und C’, 
so liegt nach dem Axiom von 
Pasch fiir das Dreieck B, C, C’, 
da A zwischen B und C liegt, 
auch A’ zwischen B und (”. 
Liegt C’ zwischen S und C, so kommt man mit demselben Schlu8 fiir das 
Dreieck B,C, C’ mu dem gleichen Ergebnis. Den Fall, daB S zwischen C 
und ©” liegt, brauchen wir im folgenden nicht. 

Geht g’ nicht durch B, und liegt B zwischen S und B’ und C 
zwischen S und ©’, so liegt zunachst A” zwischen B und C’ und daher 
nach demselben Schlu8 auch A’ zwischen B’ und C”. 

b) Wir beweisen jetzt, daB zwei zu I, II, III reziproke Dreiecke A, B, C 
und A’, B’,C’ nicht so liegen kénnen, da ihre Seiten sich in sechs 
Punkten schneiden. 

Sei A, B,C ein mz I, II, III reziprokes Dreieck und liege B’ 
zwischen B und III und A’ zwischen A und II. Wir behaupten: ist 


M’ = ((B’ Il} (I 4’}) 


C’ = ({III M’) {111}, 
so liegt C’ zwischen C und II. (Fig. 24.) 


8 4’ co’ 
Fig. 22. 





und 
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Beweis. Nach a) geht die Anordnung (BB’Iil) durch Projektion 
in die Anordnung (V M’ A’) iiber, wobei V = ({I A’] [BII]). Durch Projektion 
von I aus geht in gleicher Weise die Anordnung (A A’ II) iiber in die Anord- 
nung (MVII). SchlieBlich geht durch Projektion von III aus die Anordnung 


(V.M’' A’) 
iiber in die Anordnung 
(V’C' Il) 
und die Anordnung 
(MVII) 
iiber in die Anordnung 
(CV'IL). 


Es liegt also C’ zwischen II und V’; V’ liegt 
zwischen C und II, also liegt C’ zwischen C 
und II, wie behauptet wurde. Daraus folgt dann, da8 [BC] und [B’C’} 
keinen inneren Punkt gemein haben (ebensowenig [CA] und [C’ A]), denn 
existierte ein solcher Schnittpunkt S zwischen B und C, so schnitte die 
Gerade [C’ S] =[C’ B’| nach dem Axiom von Pasch fiir das Dreieck I, C, B, 
da C zwischen I und C”’ liegt, die Seite [I B] im Punkte B’ zwischen I 
und B, und das ist gegen die Voraussetzung. 


c) Damit ist bewiesen: Zwei Geraden unserer Geometrie haben 
topologisch héchstens vier Schnittpunkte. Wir zeigen: von diesen vier 
Punkten ist genau einer ein Punkt im Sinne 
unserer Geometrie, namlich Schnittpunkt von 
zwei Dreieckseiten mit gleichem Index. Dies 
folgt aus den Numerierungsgesetzen, denen 
die Seiten von A, B, C und A’, B’, C’ unter- 
worfen sind. 

Sei 





[B A] = 9s 
[AC]=9,, 
[CB]=g,. (Fig. 25.) 








Tragt dann g’ dieselbe Numerierung, so ist ({[AC][A’O’]) =(gg’) der 
einzige Schnittpunkt von g und g’. 
Ist 
[A’B’|=g;, also [A’C’]=gj, [B’O’] = 3, 
so ist 


(99") =({4B)[B’'C’)). 
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Ist 
[A’B’]}=g;, also [A’C’)=g;, [B’C’]=gi, 
so ist 
(g9') =((BA)[A4’C’}). 
Ist 
[A’B’]=9i, also [A'C']=gi, [B’C’]=9i, 
so ist 


(gg') =({AC][B’C’)). 
Dies sind die einzigen, wesentlich voneinander verschiedenen Kombinations- 
mdéglichkeiten. 

Die Spezialfille, wo beide Dreiecke eine Ecke gemein haben, oder wo 
ein Dreieck oder beide Dreiecke mit I, II, III eine Ecke gemein haben, 
also in ein Zweieck entarten, dessen eine Seite doppelte Numerierung triigt 
(deren Gesetze man ohne weiteres aus dem allgemeinen Numerierungs- 
gesetz ableitet), bieten nichts Neues. 

Damit ist bewiesen: 


Zwei voneinander verschiedene Geraden unserer Geometrie haben stets 
genau einen Punkt gemein. 

In unserer Geometrie sind also die ebenen projektiven Verkniipjungs- 
sdtze erfillt. 


§ 4. 
Die projektiven Anordnungsaxiome in der Geometrie im Dreieck. 


1. Das unserer Geometrie zugrunde liegende topologische Gebilde , 
bestehend aus vier Dreiecken mit gemeinsamen Ecken und paarweise 
zusammenfallenden Seiten, ist mit dem 
durch ein Elementarflachenstiick ge- 
schlossenen Mébiusschen Blatt homéo- 
morph: es ist, wie sofort aus Fig. 26 
hervorgeht, nicht orientierbar; ferner 
hat es die Charakteristik 1 (4 Flachen, 
6 Kanten, 3 Ecken). 


2. In unserer Geometrie gelten die- 
selben linearen Anordnungssitze wie in 
der projektiv erweiterten Ebene: die 
Gerade hat evidentermaBen die Eigen- 
schaft eines geschlossenen, doppelpunkt- 
freien Streckenzugs. Zerschneidet man @ lings einer Geraden u (im Sinne 
unserer Geometrie), so geht jede Gerade, da sie mit u genau einen Punkt, 
also mit dem zerschnittenen Gebilde genau zwei Randpunkte gemein hat, 
in einen offenen, doppelpunktfreien Streckenzug iiber. Bezeichnet man u 
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als ,,Grenzgerade“*), so gelten mithin bei ,,ausgeschlossener Grenzgeraden u“ 
auf jeder Geraden unserer Geometrie die gew6hnlichen linearen Anordnungs- 
axiome, da diese nach Voraussetzung in jedem Blatt von G gelten. 


3. Der Schnitt lings u, d.h. lings des die Gerade u darstellenden, 
zu I, II, III reziproken Dreiecks U, V, W verlauft in genau drei Blattern von & 
(ein Blatt bleibt unzerschnitten) und zerlegt jedes von ihnen, zwei Schnitt- 
ufer erzeugend, in ein Viereck und ein Dreieck; das zerschnittene Gebilde 
besteht also insgesamt aus drei Vierecken und vier Dreiecken, derart, daB 
bei dem sukzessiven Aufbau des Komplexes aus 
diesen Polygonen jedes hinzugefiigte Polygon mit 
dem bereits vorhandenen Komplex nur einen ein- 





fachen Streckenzug gemein hat und an jeder Kante ’ 6 
genau zwei Polygone (ein Viereck und ein Drei- . 

eck) zusammenstoBen. (An jeder der Ecken [| m3 
I, If, III hangen zwei Vierecke und zwei Drei- . 


ecke.) Fig. 27 stellt den Polygonkomplex dar. Man 
erkennt, daB die Ebene nach Herausnahme der 
Grenzgeraden wu ein einfach zusammenhangendes Flachenstiick (intern trans- 
formiertes Elementarflichenstiick) geworden ist, dessen Rand die beiden zu 
u gehérigen Schnittufer bilden. Die elementare kombinatorische Topologie 
zeigt, daB jeder einfache Streckenzug, der zwei Randpunkte verbindet, also 
auch insbesondere jede Gerade, dieses Flaichenstiick in zwei Teile zerlegt. 
Aus der Tatsache, daB jede Gerade die Ebene in zwei Teile teilt, folgt 
aber durch einen einfachen Schlu8 das Axiom von Pasch; es gilt also in 
unserer Geometrie das folgende ebene Anordnungsaxiom: 

Trifjt die Gerade (PR) die Seite{|X Y| des Dreiecks X, Y,Z bei aus- 
geschlossener Grenzgeraden u in einem Punkt P zwischen X und Y und 
liegt bei ausgeschlossener Grenzgeraden u Y zwischen R und Z, so trifft 
[PR] die Strecke (ZX) in einem Q zwischen Z und X bei ausgeschlossener 
Grenzgeraden u. 

Fig. 28 veranschaulicht diesen Satz. Wir bemerken, daB man ihn auch 
ohne Zuhilfenahme topologischer Betrachtungen direkt aus den im begrenzten 
Ebenenstiick giiltigen Anordnungsaxiomen beweisen kann; jedoch ist es 
hierbei nétig, je nach der Lage der Punkte A,, B;, C; usw. auf den Seiten 
des Dreiecks I, II, III verschiecene Fille zu unterscheiden. 

In entsprechender Weise wie in der Ebene lassen sich auch die idealen 
Elemente im Raum einfiihren, indem man alle auBerhalb eines festen, be- 
grenzten Raumstiicks, etwa eines Tetraeders, gelegene Punkte durch die 
kollinearen Spiegelungen an je einer Tetraederfliche und der gegeniiber- 


Fig. 27. 


®) Siehe Pasch, Vorl. itiber neuere Geometrie, § 9. 
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liegenden Ecke in dieses hineinspiegelt (diese Spiegelungen bilden wieder 
eine Gruppe). Vermége dieser Transformation wird das Innere des Tetra- 
eders insgesamt achtfach iiberdeckt. Eine Ebene erscheint in ihrem Gesamt- 
verlauf im Tetraederinnern als ein Heptaeder, dessen Kanten in den Tetra- 
ederflachen liegen, eine Gerade als ein windschiefes Vierseit, dessen Ecken 
in den Tetraederflichen liegen und dessen Seiten, ebenso wie die Hepta- 
ederflachen, in geeigneter Weise numeriert sind. Man zeigt nun auf Grund 
der im begrenzten Raumstiick 
giiltigen Verkniipfungs- und An- 
ordnungsaxiome, daB in dieser 
Geometrie im Tetraeder, dessen 
Elemente als Punkte, windschiefe 
Vierseite und Heptaeder mit 
passender Numerierung definiert 
sind, die projektiven Verkniip- 
fungssatze gelten. 

Die hier entwickelte Me- 
thode ist von der Methode Paschs 
prinzipiell verschieden. Pasch 
la8t das Unendlichferne da, wo 
es ist. Er unterwirft es den geo- 
metrischen Verkniipfungen, in- 
dem er dafiir aus dem Endlichen entlehnte Begriffe substituiert — fiir den 
Punkt das Biindel, fiir die Gerade das Biischel —, und zeigt, daB man 
durch geeignete, ganz im Endlichen verlaufende Operationen mit diesen 
uneigentlichen Biindeln und Biischeln so operieren kann, als ob sie im End- 
lichen lagen, indem sich alle charakteristischen Eigenschaften realer Biindel 
und Biischel auch auf solche mit unzuginglichem Trager iibertragen. Hier 
dagegen wird das Unzugingliche durch eine einfache Transformation in den 
Bereich des Zugiinglichen geholt, und man ist so imstande, in dem be- 
grenzten Raumstiick, in dem der ganze Raum“ dargestellt wird, die Giiltig- 
keit der projektiven Verkniipfungssitze fiir die simtlich durch reale Gebilde 
definierten Raumelemente unmittelbar sichtbar zu machen. Dazu ist in der 
Ebene, wo Pasch raumliche Verkniipfung heranzieht, der Vierseitsatz nétig; 
im Raum sind die Hilfsmittel die gleichen wie bei Pasch. 





(Eingegangen am 10. 3. 1931.) 














Uber ein algebraisches Problem. 


Von 


Udo Wegner in Darmstadt. 


Bei der Behandlung eines Problems der Himmelsmechanik ergab sich 
folgendes algebraische Problem. Ist f(x) = 2"-+-a,2""*+a,2"~*+---+a, 
ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, das im Bereich der rationalen 
Zahlen vollstindig in Linearfaktoren zerlegbar ist (d. bh. f(x) — JI (2 —b,) 


v=] 


mit ganzen rationalen Zahlen b,), so bilden die Potenzsummen s, der Wur- 
zeln modulo irgendeiner Primzahl p genommen eine Zahlenreihe, die offen- 
bar eine Periode P besitzt, wobei P|p—1. Die Potenzsummen verhalten 
sich genau so wie die Potenzen einer ganzen rationalen Zahl g. Wir wollen 
demnach das obige Verhalten der Potenzsummen kurz als _,,potentielles* 
Verhalten bezeichnen. Die Frage war nun, ob das potentielle Verhalten der 
Potenzsummen modulo fast aller (d. h. eine endliche Anzahl ausgenommen ) 
Primzahlen charakteristisch ist fiir das vollstindige Zerfallen des Poly- 
noms f(z) im Bereich der rationalen Zahlen. Der Hauptsatz beantwortet 
die Frage in bejahendem Sinne. 

Hilfssatz. Es sei f(z)=2"-+-a,x"-*+---+ a, ein ganzzahliges 
Polynom. In bezug auf eine Primzahl p mége fiir f(x) die Zerlegung 

f(x) = f,(z)+ fy(%) - fy(2) «++ f(%) (mod. p) 

gelten, wobei f, (2), f,(x), ..., f,(a@) voneinander verschiedene (inkongruente ) 
Primfunktionen mod. p sind*) mit den beziiglichen Graden n,, n,,..., n,. 
Besitzen die (ganzzahligen) Potenzsummen 3,, 8,.8,,... mod. p genommen 
die Periode (eine solche existiert stets!) P, und ist m= {n,,n,,...,”,} 
das kleinste gemeinsame Vielfache der Zahlen n,, n,,...,n,, 80 besteht die 


Kongruenz 
p” =1 (mod. P). 


1) Eine solche Zerlegung ist dann und nur dann méglich, wenn p nicht in der 
Diskriminante der Gleichung f(z) = 0 aufgeht. 
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Beweis. Ist m={n,,n,,...,m,}, 80 bilde man das Galoisfeld 
I'=I,,(p) und bestimme in I fiir jedes » ein Element &, fiir das 
£,(é,) =0 wird. Fiir die n voneinander verschiedenen Elemente 


p p™-1 p -p™%-1 
£6, Exe coer é; o Ger 000 Ens | ae oy 
wird dann 
ss e-pA 
=> >, 
rai A=0 
sein. 


Offenbar ist wegen ¢?"” =é in I’ 

8, = 8ymin—1 = Sqpn4n-2 =... (mod. p) fiir x=—0,1,2,...,p"—1, 
so daB p™—1 ein Vielfaches der also vorhandenen Periode P wird, d. h. 
aber es ist 

p”™ =1 (mod. P). 


Wegen der Eigenschaft, daB m in &?” = zugleich der kleinste Exponent 

ist- (wegen der Irreduzibilitét der f,(2) mod. p), fiir den die Kongruenzen 

fiir jedes » bestehen, ergibt sich der folgende Zusatz zu unserem Satz: 
Zusatz. m ist der kleinste Exponent, fiir den die Kongruenz 


p™ =1 (mod. P) 
besteht. 


Hauptsatz. 


Voraussetzung. Die Potenzsummen einer ganzzahligen algebraischen 
Gleichung f(x) =2"+a,2"~*+---+a,=0 mit voneinander verschie- 
denen Wurzeln mégen sich ,,potentiell“ fiir unendlich viele Primzahlen*) 
von einer Dichte*) D >} verhalten. 


Behauptung. f(z) ist vollstandig reduzibel im Bereich der rationalen 
Zahlen, d.h. es ist f(2)= I (2 — b,), wobei die b, ganze rationale Zahlen sind. 
v= 


Beweis. p sei eine Primzahl aus der obigen Menge, dann ist gemaS 
Voraussetzung P=d|p—1. Aus 
p” =1 (mod. d) 


folgt wegen des ,,Zusatzes“: m1. Somit wird fiir alle Primzahlen p der 


*) Keine davon soll in der Diskriminante von f(x) =0 aufgehen. 
%) Unter der ,Dichte“ einer wohl definierten Menge von Primzahlen p,, p., ... 


1 


, falls er existiert. 





versteht man nach Kronecker den Grenzwert lim, 
e 


o 


i 








~~ 


i fe wt is. 


ey 
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in der Voraussetzang genannten Menge I der Dichte D > } 
((2) = IT(2 —«,) (moa. p), 


wobei die c, ganze rationale Zahlen sind. Es mége nun f(x) = g, (x)-g, (x) ---g,(2) 
die Zerlegung in verschiedene (wegen der Voraussetzung!) irreduzible Fak- 
toren im Bereich der rationalen Zahlen sein. Dann zerfallt mod. p jedes g, (x) 
ebenfalls fiir die Primzahlen p< QM vollstaéndig in Linearfaktoren. Nach 
den Frobeniusschen Untersuchungen zerfallen dann in dem durch eine 
Wurzel # von g,(x)=0 erzeugten algebraischen Zahlkérper P,(#) alle 
Hauptideale (p), wobei p< IM, in verschiedene Primideale ersten Grades. 
Die Menge der Primzahlen p aber, fiir die (p) in lauter verschiedene Prim- 
ideale ersten Grades zerfallt, besitzt eine Dichte, die gleich dem reziproken 
Wert der Ordnung G der Galoisschen Gruppe von g,(z) = 0 ist. Also ist 
Z2D>5; ah @<2; dh G@=t1. 

Somit wird jedes g,(z)=0 vom Grade 1, und unser Satz ist bewiesen. 


Anwendungen vom Hilfssatz. 


Nach dem Dedekindschen Satze wird der Primzahl p, die nicht in 
der Gleichungsdiskriminante von f(z) =0 aufgeht, eine Substitution S zu- 
geordnet, bei der n,,n,,...,”, die Ordnungen der elementefremden Zyklen 
sind. Ist f(x) im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibel, so kann S 
zugleich als die erzeugende Substitution der zyklischen Zerlegungsgruppe 
von einem Primteiler % von p in dem durch f(z) = 0 bestimmten Galois- 
schen Kérper angesehen werden. {§ wird dann vom Grade m. Daher 
ergibt sich: 

I. Ist f(x) = 2"+a,2""*+---+ a, ein ganzzahliges im Bereich der 
rationalen Zahlen irreduzibles Polynom, so ist der Grad der Primideale 
von p in dem durch f(z)=0 bestimmten Galoisschen Kérper gleich 
dem kleinsten Exponenten, der der Kongruenz 


p™ =1 (mod. P ) 
geniigt, wobei P die Periode der Potenzsummen s, mod p bezeichnet und 
p eine regulare Primzahl ist. 

Als Anwendung von I. beweisen wir den bekannten Satz: 

II. Der Grad f der Primideale p im Kérper der n-ten Einheits- 
wurzeln, P(e), die in einem Hauptideal (p) aufgehen, wobei die Primzahl 
zu n teilerfremd ist, bestimmt sich aus der Kongruenz: 

p' =1 (mod. n), 
wobei f der kleinste Exponent ist. 
Mathematische Annalen. 105. 51 
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Beweis. P(e) ist ein Galoisscher Kérper. f(z) sei das n-te Kreis- 
teilungspolynom, so daB jede Primzahl, die zu n teilerfremd ist, auch zur 
Diskriminante teilerfremd ist. Nach dem Dedekindschen Satze ist dann 
f=n,=n,=---=n,, also auch m=f. Eine Anwendung der Moebius- 
schen Umkehrformel der elementaren Zahlentheorie liefert: 

, aairy* 
ae yp 
a | ei (3). 


(n, k) bedeutet den gréBten gemeinsamen Teiler der beiden Zahlen n und k. 


Demnach wird: 
=> d-u (5). 
d|\(n,k) 
Die Periode ist offenbar n, da der Wert n fiir ein s, nur angenommen wird, 
wenn & ein ganzzahliges Vielfaches von n ist. Also 


p'=1 (mod n). 


Der Index f ist offenbar wegen der kérperinvarianten Bedeutung 
desselben unsbhangig von der den Kérper definierenden Gleichung. Die 
Periode P = n ist dagegen an die Gleichung f(z) = 0 gebunden. Dies zeigt 
auch der folgende Satz: 

III. Die ganzzahlige, im Bereich der rationalen Zahlen irreduzible 
Gleichung: 





g(z) = 29+ 4,29" +... +a, 0 
mége den Koérper P(e) der n-ten Einheitswurzeln erzeugen (es gibt ja 
unendlich viele g(x) = 0 derselben Eigenschaft). Die Periode der Potenz- 
summen mége fiir unendlich viele Primzahlen p gleich n sein. Wir be- 
haupten, daB g(x) identisch ist mit dem n-ten Kreisteilungspolynom. 
Beweis. #, 3’, #”,..., 8°” mégen die Wurzeln von g(x) = 0 sein. 
Da in P(e) die Zahlen 1, ¢, e*, e*,..., e*~* eine Basis bilden, so ist 


ei (n)—1 


O= J ce’ 
v=0 
mit ganzen rationalen c,. Ist nun 
eo @ 
on[ oro |, 
0 0... sf 


wobei 1, 7,, 75, «++; a ein reduziertes Restsystem mod. n bilden, so wird 
die Matrix . 
7 (n)—1 
A= J ¢,C’ 


v=sQ 
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die Gestalt 
ere | 
pre : o : ee 
0 0 0... erm-a 
haben. 
D sei eine zu C ihnliche ganzzahlige Matrix. Dann besitzt die Matrix 
¢ (n)—1 
B= 3 cD’ 


r=0 
g(z)=0 als charakteristische Gleichung. Es sei g(x) als f(z) unseres 
Hilfssatzes und p als eine regulire Primzahl‘) der im Satz erwahnten Prim- 
zahimenge gewahit. Nach dem Dedekindschen Satze (siehe S. 781, Zeile 16) 
sind die f(z) von gleichem Grade m. B ist in I,(p) der Matrix 


a Oy 
zai? &¢...¢ 


600.18" 
ahnlich. Z besitzt lauter verschiedene charakteristische Wurzeln in I’, (p). 
8,, die erste Potenzsumme der Wurzeln von g(x)=0, ist der Charakter 
von Zin I’, (p). Wegen der Periodizitaét der s, (mod. p) mit der Periode P 
und der Regularitét von p ist 
B’=E. 


(Man beachte, daB | B| = +g9(0)==0 (mod >p) ist!) Nach Voraussetzung 
sollte nun aber n=P sein fiir unendlich viele regulére Primzahlen p. 
Wegen der Unabhiangigkeit der Matrix B von p ist sogar 


B" = E, 


d. h. aber, da g(x) als irreduzibel im Bereich der rationalen Zahlen voraus- 
gesetzt war, daB die #” mit den primitiven n-ten Einheitswurzeln iiber- 
einstimmen, und unser Satz ist bewiesen. 

Unseren vorigen Satz kénnen wir nun aber weiter verscharfen. 

IV. Es sei g(x) = 29 +a,29"*4+..-4+4,,, ein ganzzahliges 
im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom vom Grade y(n), 
der Eulerschen Funktion an der Stelle n. Ist die Periode fiir alle reguliren 
Primzahlen gleich n, so ist g(x) identisch mit dem n-ten Kreisteilungs- 
polynom. 


+) p mdge bei uns nicht in der Diskriminante und auch nicht, um die Unter- 
suchung nicht zu komplizieren, in f(0) =a, aufgehen. Primzahlen, die diesen beiden 


Einschrankungen geniigen, migen ,regulir* heiBen. 
51* 
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Beweis. %M sei die Menge der nicht ausgeschlossenen Primzahlen p, 
deren zugehérige Hauptideale in dem durch eine Wurzel # von g(x) = 0 
erzeugten Kérper P(#), also auch in dessen zugehérigem Galoisschen Kérper, 
in lauter Primideale ersten Grades zerfallen. Dann macht I bis auf endlich 
viele Primzahlen die Gesamtheit der Primzahlen in der arithmetischen Pro- 
gression nz-+-1 aus, weil die Kongruenz p”=1 (mod.n) fiir diese und 
nur diese mit m =1 besteht. 

Nach einem bekannten Satz von Michael Bauer*) ist dann P(i) 
identisch mit dem Kérper der n-ten Einheitswurzeln. Nach III folgt dann 
aber der Satz. 

Aus unserem Beweis folgt tiberdies, daB unser Satz auch mit weniger 
Voraussetzungen besteht in der folgenden Form: 

Iv’. Es sei g(z)=2°"+a,2"""*+.---+a,,,) ein ganzzahliges 
im Bereich der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom. Ist die Periode 
fiir alle regularen Primzahlen p, deren Hauptideale (p) in dem durch eine 
Wurzel # erzeugten Kérper in lauter Primideale ersten Grades zerfallen, 
gleich n, so ist g(x) identisch mit dem n-ten Kreisteilungspolynom. 

Benutzt man die ganze Aussage des genannten Bauerschen Satzes, so 
kann man sogar folgendes schlieBen: 

V. Es sei g(x) =2"+a,2""*+---+a, ein ganzzahliges, im Be- 
reich der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom. Gibt es eine positive 
ganze Zahl N>1, so da8 fiir alle reguliren Primzahlen p die Periode der 
Potenzsummen gleich N ist, so ist g(x) identisch mit dem N-ten Kreis- 
teilungspolynom. 

Man hat nur zu bemerken, daB P(#) nach dem Bauerschen Satz 
identisch ist mit dem K6rper der N-ten Einheitswurzeln, da alle und nur die 
Primzahlen (endlich viele ausgenommen!) der Form N2z-+1 in Primideale 
ersten Grades zerfallen. Dann hat man nur noch Satz III anzuwenden. 

Ist nun m eine ungerade Primzahl, so haben die Potenzsummen der 
ganzzahligen im Bereich der rationalen Zahlen irreduziblen binomischen 
Gleichung 


die folgenden Werte: 
8,=0, falls k==0 (mod. n) ist, 


z"—a=0 


und 
8i-n = na* (k= 0, 1, 2,...). 
Ist a’ =1 (mod p) und g der kleinste Exponent dieser Art, so ist 
offenbar P = n-g, wobei g|p —1. Wir kénnen nun folgenden Satz beweisen: 


5) Michael Bauer, Uber Kreisteilungsgleichungen. Archiv fir Mathematik und 
Physik 6 (1903), S. 220. 
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VI. Sei g(x) =2"+a,x2""*+---+ a, ein ganzzabliges im Bereich 
der rationalen Zahlen irreduzibles Polynom von ungeradem Primzahigrad n. 
Besitzen alle diejenigen regularen Primzahlen p, deren Hauptideale (p) in 
dem durch g(z)=0 erzeugten Kérper P(#) in lauter Primideale ersten 
Grades zerfallen, eine Periode gleich n- d,, wobei d, ein Teiler von p — 1 ist, 
der aber mit p variabel sein mu8 (da sonst sich unser jetziger Satz auf das 
Vorherige reduziert), so ist g(x) identisch mit einem Binomen zx" — a. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist fiir ein p der oben genannten Art 
m=1, so dab p—l=n-d,-h wird. Somit liegen alle Primzahlen der 
genannten Art in der Progression nz-+-1. Nach einem Satz iiber bino- 
mische Kérper ist P(#) ein binomischer Kérper*). In Analogie zum Be- 
weise III kénnen wir schlieBen, daB 


? oe pha OW enves 0 
9’ 0 e : 
A=|: fe id =s}o @ , 
0 eeabe go» P Cages , Sins 


womit unser Satz bewiesen ist. 

Bemerkung. Ist die Primzahl p in Satz I nicht regular, aber zum 
Index von f(z) = 0 teilerfremd, so kann man nur schlieBen, daB der Grad 
der Primideale von (p) in dem durch f(z)=0 bestimmten Galoisschen 
Kérper durch m teilbar ist. Fiir auflésbare Kérper gelingt es in jedem 
Falle, ein ahnliches Verfahren zur Bestimmung des Grades m anzugeben. 
Ich komme noch darauf zuriick. — Unser Verfahren zur Bestimmung von 
m kann auch benutzt werden, um Irreduzibilititsfragen zu beantworten. 


*) Siehe U. Wegner, Charakterisierung der binomischen Kérper vom Primzahl- 
grad. Math. Annalen 105, 8. 262—267. 


(Eingegangen am 30. 8. 1931.) 











Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


Von 
Udo Wegner in Darmstadt. 


L(y) =0 sei eine lineare homogene Differentialgleichung n-ter Ordnung, 
die nur Stellen der Bestimmtheit als singulare Stellen besitzt. Man weil, 
falls die simtlichen linear unabhangigen Lésungen Zweige von algebraischen 
Funktionen sind, daB die Verzweigungszahlen stets voneinander verschieden 
sind. Die Verzweigungszahlen kénnen sich aber noch um ganze Zahlen 
unterscheiden. Gerade diese Tatsache kompliziert die Theorie der obigen 
Differentialgleichungen. Wir werden im Falle spezieller algebraischer Funk- 
tionen zeigen, da8 dieser Fall auch der allgemeine ist. 


Wir betrachten ein Polynom P(y) vom n-ten Grade und die linear 
unabhangigen Zweige y,,¥%,,---,¥y,, seiner Umkehrfunktion. Die Ver- 
zweigungszahlen mégen an jeder Verzweigungsstelle modulo 1 genommen 
einander inkongruent sein; ferner sollen y,, y,,.--, y,, die samtlichen linear 
unabhingigen Lésungen einer linearen Differentialgleichung L(y) = 0 aus- 
machen. (Eine solche Differentialgleichung gibt es stets nach Frobenius.) 
Dann ist, so behaupten wir, P(y) bis auf eine lineare Transformation ent- 
weder eine Potenz y” oder ein Tschebyschefisches Polynom 7\(y). Im 
letzten Falle mu8 n sogar eine ungerade Zahl sein. 

Beweis. u,,Y5,---,¥,, Sseien die linear unabhangigen Lésungen von 
L(y)=0. An jeder singularen Stelle im Endlichen von L(y) kann unter 
den Verzweigungszahlen entweder keine oder nur eine ganze Zahl vor- 
kommen, die dann > 0 ist wegen des algebraischen Charakters von L(y). 
Die Riemannsche Flache besitzt dann an allen singularen Stellen entweder 
keinen oder nur einen reguléren Zweig wegen der Gleichheit der Monodromie- 
gruppe mit der Gruppe von L(y)=0. Die Summe der Indizes an allen 
endlichen Verzweigungsstellen der zur Umkehrfunktion von P(y) =z ge- 
hérigen Riemannschen Flache ist dann n — 1, da die Riemannsche Flache 
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wegen des polynomialen Charakters eine zyklische Verzweigungsstelle vom 
Index n —1 im Unendlichen hat, und die Summe aller Indizes 2n — 2 
betrigt. Bezeichnen wir mit ¢ die Anzahl der Verzweigungsstellen in der 
y-Ebene, iiber denen nur ein loses, d. h. unverzweigtes Blatt vorhanden ist, 


so ist der Index in jeder dieser Stellen >“=. Demnach ist t < 2. 
1. Fall: t=2. Die zur Verzweigungsstelle gehérige Umlaufsubstitution 
besteht aus einem Zyklus der Ordnung 1 und aa Zyklen der Ordnung 2. 


AuBerdem mu8 n eine ungerade Zahl werden. Ist x = €¢ ein Verzweigungs- 
punkt, so muB die Gleichung § = P(y) eine mehrfache Wurzel y = 9 be- 
sitzen, d.h. = P(n), P’(m)=0. Daher ist P(y) darstellbar in der Form: 


P(y) = P(n) +(y—«)g9*(y), 


wobei g(y) ein Polynom ohne mebrfache Nullstellen ist, und fiir das 
g(y)=0 und g(a) +0 wird. 
Fiir die zweite Verzweigungsstelle im Endlichen ergibt sich die Dar- 
stellung: 
P(y) = P(n’) +(y—B)h*(y), 
wo fiir A(y) gilt: 
h(n’)=0, h(B) +0. 


h(y) hat keine mehrfachen Nulistellen*). 
Es sei 
A=P(»), B=P(n’). 


Da zwei verschiedene endliche Verzweigungsstellen vorhanden sein sollen, 
ist A+B. Die Beziehung 


P(y) =A+(y—«)g*(y) =B+(y—A)h*(y) 


lehrt uns also, daB g(y) und h(y) teilerfremd sind. Man darf offenbar 
annehmen, daB «+0 und a=—~f ist, sowie daB der Koeffizient des 
héchsten Gliedes von P(x) gleich 1, also P(y) normiert ist. Beides er- 
teicht man durch lineare Substitution. Aus 


P(y)—A=(y—«)g*(y), 
P(y) —B=(y +a)h*(y) 


1) Herr I. Schur hat auf etwas andere Weise in seiner interessanten Arbeit 
,Uber den Zusammenhang zwischen einem Problem der Zahlentheorie und einem Satz 
iiber algebraische Funktionen“, Sitzungsber. d. Preu8. Akad. d. Wiss., Berlin 1923, 
8. 123-184, aus den beiden obigen Gleichungen fir P(y) erschlossen, daB P(y) im 
wesentlichen ein Tschebyscheff-Polynom ist. 
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folgt 
(P(y) —A)(P(y) —B) =(y*—«*)-¢*(y), @a(y)=g(y)-A(y). 
Durch Differentiation 


2P(y)P’(y) — (A+B) P’(y) =2(y*—«@*)q(y)q'(y) + 2y-¢*(y) 
oder 


P’(y) (Ply) - ase) = q(y)((y* — @*)q’(y) + y-q(y)). 


Aus 


P(y) —-A=(y—«)g*(y) 
und 


P(y) —B=(y+«)h*(y) 


folgt durch Differentiation, daB P’(y) durch g(y) und h(y) teilbar ist, 
und wegen (g(y), A(y)) =1 wird 


P’(y) =9(y)h(y) C(y). 
g und h waren vom Grade aa und P’(y) ist vom Grade n —1, so daB 


C(x)=c eine Konstante wird. Aus der obigen Gleichung ergibt sich 
dann, indem man c-P’(y) statt g(y) setzt: 


P(y)—A¢8 = o.[e(y*—a*)P*(y) + y-¢-P'(y)), 
d. h. 
(y*— «*) P"(y) + y-P"(y) = 0-P(y) +D 
(C und D konstante GréBen). 
Vergleicht man die Koeffizienten der héchsten Potenzen, so ergibt 
sich C= n*. 
Setzt man 


so wird 
(a* — y*) Te (y) —y T,(y) + n° T,(y) =0. 


Diese Gleichung lehrt uns, daS 7, (y) das n-te Tschebyschefische Polynom 
ist, denn die Differentialgleichung ist irreduzibel, d. h. sie besitzt keine 
anderen polynomialen Lésungen. P(y) ist in der Tat aus 7\(y) und einer 
linearen Funktion zusammengesetzt *). 


*) Bemerkt sei, da8 man unmittelbar mittels des Riemannschen Abbildungs- 
satzes unser Problem lésen kann, wenn man schon wei8, wie die Riemannschen 
Flachen der obigen Polynome aussehen. Unsere Methode ist aber die direktere und 
elementarere. 
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2. Fall: t=1. Ist unméglich. 
8. Fall: t=0. Dann ist der Index jedes Verzweigungspunktes > >: 


Also kann (da die Summe der Indizes der endlichen Verzweigungsstellen 
n —1 ist) nur ein endlicher Verzweigungspunkt vorhanden sein, der den 
Index n—1 hat. Dieser ist zyklisch, Dann hat P(y) die Darstellung 


P(y) =A+(y—a)". 


P(y) ist also aus einer linearen Funktion und y” zusammengesetzt. — 
Bemerkt sei, da8 man den algebraischen Kalkiil auch durch einen einfachen 
funktionentheoretischen ersetzen kann. Doch scheint mir unser Weg etwas 
elementarer. 





(Eingegangen am 16. 4. 1931.) 














Uber einen Satz von Dickson. 


Von 


Udo Wegner in Darmstadt. 


In den Annals of Mathematics 1897, S. 89—91 beweist Dickson den 
folgenden Satz: Bedeutet k eine ungerade Primzahl, so sind die Polynome 
4(k-1) 


D (2, «) = a*+ k-ax**+ a SO a ets? at, 





l= 
«<GF[p") 


die einzigen, die eine Permutation unter den Elementen aller Galoisfelder 
G F{p"] liefern, fiir die p*"—1 zu & teilerfremd ist. Der Beweis von 
Dickson ist wegen der umstindlichen Rechnung recht undurchsichtig. Be- 
schrankt man sich auf Felder vom Grade n=1, so bleibt nach Herrn 
I. Schur') der Satz ebenfalls richtig, wenn man in ihm ,aller Galoisfelder 
GF[p)* ersetzt durch ,unendlich vieler Galoisfelder*. In meiner Disser- 
tation konnte ich*) zeigen, daB der obige Satz unter der Schurschen Ver- 
allgemeinerung sogar dann gilt, wenn k eine Primzahlpotenz oder das Produkt 
zweier Primzahlen bezeichnet. In einer spiteren Arbeit werde ich zeigen, 
da8 der oben angefiihrte Satz noch Giiltigkeit behalt, wenn & eine beliebige 
ungerade ganze Zahl bezeichnet. (Bemerkt sei noch, daB die Einschrankung 
auf Galoisfelder vom Grade n =1 nicht wesentlich ist.) 

In der vorliegenden Arbeit werde ich den Dicksonschen Satz bei der 
Beschrinkung auf Galoisfelder vom Grade n =1 aufs neue beweisen und 
eine Verallgemeinerung in einer anderen Richtung geben. Wir beweisen den 
folgenden 


*) I. Schur, Cber den Zusammenhang zwischen einem Problem der Zahlentheorie 
und einem Satz aber algebraische Funktionen, Sitzungsber. d. Preu8. Akad. d. Wiss., 
Berlin 1923, 8. 128. 

*) U. Wegner, Uber Polynome, die fiir unendlich viele Primzahlmoduln Per- 
mutationen liefern, Dissertation, Berlin 1928. 














U. Wegner. Satz von Dickson. 791 





Satz. f(z) =2*+a,2*"*+---+a, set ein Polynom mit ganzen 
rationalen Koeffizienten und vom ungeraden Primzahlgrade k. Der Ko- 
effizient a, sei, so bestimmt, da die Galoissche Gruppe von f(x)=0 mit 
der von g(x,t)=2*+a,2"~*+---+ a, ,2—t mit variablem t iiberein- 
stimmt (nach dem Hilbertschen Irreduzibilitdtssatz gibt es solche f(x)) 
Zerfallt f(x) nur fiir Primzahlmoduln der Form kx +1 vollstandig in 
Linearfaktoren, so hat f(x) bis auf eine lineare Transformation die 
Gestalt 


4-1) 
7 k—l—1)(k—1—2)---(k—2041 : 
f(z) =2*+kea* “+hd’S A it os) baa deta or 





a tst eine ganze rationale Zahl, die auch Null sein kann. 


Hierin ist der Dicksonsche Satz enthalten. Liefert namlich f(z) eine 
Permutation mod. p, sd tut es auch f(z) = 2*+a,2*-*+...+4, ,2+1, 
wo | eine beliebige ganze rationale Zahl ist. Demnach kann ich / = a, in 
der oben angegebenen Weise wahlen. Ist p eine Primzahl, fiir die p*—1 
nicht durch & teilbar ist, so hat p die Form kx-+r, wobei r+ +1. 
Soll nun f(z) fiir alle diese Primzahlmoduln der Form kx+r (r+ +1) 
Permutationen liefern, so kann f(z) fiir diese Primzahlmoduln einen und 
nur einen Linearfaktor abspalten. Die Primzahlmoduln, fiir die es voll- 
standig in Linearfaktoren zerfallt, kinnen demnach nur in den Progressionen 
ka +1 liegen, so daB der Dicksonsche Satz in der Tat ein Spezialfall 
unseres Satzes ist. 


Beweis unseres Satzes. Wenn f(z) nur fiir Primzahlmoduln aus 
kx +1 vollstandig in Linearfaktoren zerfallt, so ist f(z)—0 eine auflés- 
bare Gleichung nach einem Satze, den ich vor kurzem bewiesen habe”). 
Nach Voraussetzung ist dann die Galoissche Gruppe von g(z,¢) = 0 eben- 
falls auflésbar. Da die Monodromiegruppe von g(z,¢)=0 eine imvariante 
Untergruppe der Galoisschen Gruppe von g(z,?) = 0 ist, so ist die Mono- 
dromiegruppe ebenfalls auflésbar. Die Permutationen einer auflésbaren Per- 
mutationsgruppe vom Primzahigrade & lassen oun héchstens ein Element 
fest, also hat die Umkehrfunktion von z*+ a,2*~*+---+a,_,2+¢ in 
allen Verzweigungsstellen héchstens einen reguliren Zweig. Nach einem Satze 
ist dann 2*+ a,z*~*+---+a, .2 bis auf eine lineare Transformation 
ein Tschebyschefisches Polynom 7,(x) oder eine Potenz von z.*) Eine 
triviale Rechnung zum Ganzzahligmachen der Koeffizienten zeigt, daB / (2) 


*) U. Wegner, Ein Satz iiber auflésbare Polynome vom Primzahigrad, Math. 
Annalen 105, S. 256—262. 

“) U. Wegner, Ein Beitrag zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
Siehe die vorstehende Arbeit. 
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bis auf eine lineare Transformation nur die Gestalt 


f(z) = vat n, (a) mot bat + = D(x, a) 





—4a 


haben kann, und umgekehrt erfiillen auch diese Polynome die Voraus- 
setzungen unseres Satzes. Hierin ist fiir « — 0 auch die Potenz x* enthalten. 

Bemerkung. Hat f(z) die Eigenschaft, daB es nur fiir Primzahl- 
moduln, die in der Progression kx +1 liegen, vollsténdig in Linearfaktoren 
zerfallt, so kann der Kérper, der durch f(z) =0 erzeugt wird, zwar durch 
ein Polynom D,(z,a)-+ 8 = 0 erzeugt werden®), aber f(x) braucht nicht 
mit D,(z,«)+- 8 tibereinzustimmen. Erst durch die Forderung, da’ f(z) = 0 
die gréBte Gruppe besitzt, falls man in f(z) = 0 das absolute Glied alle 
ganzzahligen Werte durchlaufen laBt, wird die Gestalt von f(x) festgelegt. 


5) In einer spiiteren Publikation in den Math. Annalen, betitelt: ,Neue Charakte- 
risierung der Tschebyscheffschen Kirper“ werde ich diese Tatsache beweisen. 


(Eingegangen am 6. 4. 1931.) 


Berichtigung 
zu der Arbeit von A. Kolmogoroff: ,Uber das Gesetz des iterierten Logarithmus“, 
Math. Annalen 101; 8. 126—135. 

Herr Rajchman hat mich in freundlicher Weise auf einige Versehen beim Be- 
weise des Hilfssatzes V meiner Arbeit hingewiesen. Zu deren Beseitigung sind auf der 
Seite 131 folgende Anderungen anzubringen: 

Statt: soll stehen: 
12. Zeile von unten 8,<U 8,<z 
n &= Uz>z S22 
S=U+o, | S=8,+«o und im Falle ¢, auch 8, 2>2 
U immer z. 


Nachtrag 


zu der Arbeit von J. A. Schouten und E. R. van Kampen: ,Uber die Kriimmung einer 
V,, in V,; eine Revision der Kriimmungstheorie*, Math. Annalen 106, 8S. 144—159. 

Herr W. Mayer bittet mitzuteilen, da die zitierten Arbeiten tiber das Formen- 
problem einer in S, eingebetteten V,, nicht von ihm allein, sondern von ihm gemein- 
sam mit Herrn C. Burstin (Minsk) verfa8t worden sind. 


721/7/57 — V/12/6 











